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Séminaire DELANGE-PISOT 1401
(Théorie des nombres)
be amnée, 1964/65, n°® 14 3 mai 1965

CONGRUENCES ENTRE LES NCMBRES DE BERNOULLI

par Jean FRESNEL

1. Introduction.

Les nombres de Bernoulli sont 1iés par la congruence de Kummer ([1], chapitre
14) suivante ¢

Si p est un nombre premier, si n-13k, n#0 mdp-1,

0 mod pk .

M

k b
3 ey Pnej (pt)
;EO ( L) (j) n+ jip=-1)

Nous obtenons comme cas particulier :

b b

n _ _n+(p-1) .
o _.E_:nTéL:—TT mod p st n % O mdp-1 .

Nous avons généralisé (théoréme 1 si n# 0 modp -1 , et théoréme 2 si n =0

mod p - 1 ) cette relation en une congruence mod pk .

Il stavére en fait que la recherche de congruences sur les nombres de Bernoulli

Bn

, relatifs & un caractére x , est plus aisée que celle sur les nombres de
Bernoulli ordinaires. C'est pourquoi nous introduirons au paragraphe 2 un caracté-

re 6 de conducteur p (si p # 2 , sinon de conducteur 4 ).

Alors les congruences entre les nombres de Bernmoulli ordinaires s'obtiendront
trivialement en remplagant, deans les relations, x par le caractére Xg de con-

ducteur 1 (théoréme 1' et théoréme 2').

2. Le caractére © .

(a) Définition des caractéres. - Soient Z 1'anneau des entiers naturels,

le corps p-adique élémentaire, gp son anneau de valuation, et C% la clo-
ture algébrique de gp .
Soit U 1le groupe des racines de l'unité, plongé dans Qp . Le corps C% sera

muni de la valuation  , normalisée par w(p) =1 .

Soit (Zym)* le groupe mltiplicatif des entiers modulo m , premiers avec m .
Un caractére x de (Z/m)* est un homomorphisme de ce groupe dans U . En fait,

x sera considéré comme une application de Z dans Qp définie par
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il

x (a)

x(2) = x(8) si (a,m) =1, 3a=classede a modm

0 si (a,m #1 ,

L'entier m est le conducteur de % , et nous le noterons f(x) ou f .

Nous noterons par car(g/m)* le groupe des caracteres de (g/m)* , et par %0
1'élément neutre de ce groupe.

n
(b) Définition du caractére © . - Si p £2 , posons 6(a) = lim aP
N—co

te p-adique), 6(a) est le représentant multiplicetif de a (classe de a modp),

(1imi-

ainsi (0(a))? = 6(a) . Le caractére 6 est de conducteur p et engendre un

groupe cyclique d'ordre p -1 .

Si p =2, posons :

a(a) = 1 si a=1 mod 4 |,
o(a) = =1 si a=-1 mod 4 ,
e(a) = O si 2 divise a .

@ est un caractére de conducteur 4 et engendre un groupe cyclique d'ordre < .

92 est le caractére identique de conducteur 2 .

3+ Les nombres de Bernoulli relatifs & un caractére.

(a) Définition. - Les nombres de Bernoulli relatifs & un caractére ¥ sont

définis comme les coefficients Bz de la série formelle :

£(x) wt
1) A W = i
( p=l xw ot -1 no X T

(b) Relation de récurrence. - Soit A wun entier positif s

AL wt f £t (A=1)ft £ pt
te t,1 e cee ) te

2 X(U*) Tt . 2 X(\J‘) tep ( z +)\ff 2 ) = Z X(P‘) T

p,::l e -1 w=l e -1 u,:l e -1

par conséquent s

Af

(2) S oa) st (5 By )
=l n=0 X ni
. (B + )\f)n+1 _ Bn+1 AF .
(3) = =T A = T x(p)w, ¥ A entier positif .

u=1
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Io notation (B + )M signifie

n+l Dl n+1 i n+l-i
(B + AT) = 2 (77 7)) B (Af) .
X i=0 1 X

(c) Parité.

g 1 Eal !
f - x(p) te™* le w(£ =)t (e e © .
-t = iy = T X FEXg e
p=l e -1 w'=0 e =1 pw'=l e -1
Si yx est pair ( yx £ Xg ‘bel aque f(xo) =1), B; =0 si n est impair,
Si yx est impair, B? =0 81 n est pair.
Si % = Xg et f&o):l, Bi:O si n estimpairet n>1.

Iorsqufun nombre premier p figurera dans une relation, il sera implicite que

le caractére 6 utilisé sera celui relatif & ce nombre premier défini au paragra-

phe 2.

PROPOSITION 1, - Pour tout entier n non négatif,

n-1 )

n
B o= Bx(l - X(P) js)

Preuve.

Si p divise f(x) , x@O =y et y(p) =0, la proposition est triviale.

Si p ne divise pas f(x) , XSO a pour conducteur pf , et nous écrivons alors

la relation (2) de définition des nombres de Bernoulli 3" o s

X ©
pf p;t © n
< C
Poxe') =1 8" L,
w=1 e -1 n=0 %6 ne
f t f t £ :
§ 0w et B et ) § ) pr) oY)
or, X8 W) —5Fg = PIE - % (u Tty
pw=1 e -1 =l e -1 p w=1 e p -1

Utilisons les relations (1) et (2),

0 n n n.,n

> Bno_’g_‘_zs’i BnL_ZL(PL).f prP_t
[] []

n=0 Xe Ne n=0 X DNe P n=0 X Noe

Soit BT o= BR(1 - x(p) p°70)
v B X
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4. Congruences entre les nombres de Bernoulli.

PROPOSITION 2. - Si p divise le conducteur du caractere x , alors

w(fB?) >0 .
A

Preuve. - La relation (3) se développe sous la forme

n+l j=1 .
1 f -j+1
fBr:+Z (.Ijl)—.——(i‘Bn']+)_Zx(p,)u .
X j== J J X =1
j-1
démonstration par récurrence est immédiate, puisque 3 ) >0 .
NOTATION. -~ Posons
fpk
k
S?(fp )= 2 X(u) p,n .
X w=1

k est un entier non négatif,

PROPOSITION 3. - Si p divise f(y) , si a=w(f) , si p>3, k>0,

n n,.k

B S (fp)

X ko
7?-_.:fi;:;E- mod p .

La relation reste vraie pour p=2 et p=3, 81 k21.

Preuve. - la relation (3) se développe sous la forme

n . . n, .,k
B"  n+l i3 _(§-2)k s, (fp")
y n - f n-j+1 k
A4 2 (-'1 },) - (fB J ) fp :—L——T .
noym 302 G- nefep
(3—2)k
I1 suffit alors de remarquer que w( 3 1)37 )3 C pour 3Jjs€n+1 , et

d'utiliser la proposition 2.

PROPOSITION 4. - Si p divise f(x) , si m est entier et (m, f) =1 , si
k31 etsi a=wlf),
ok

B e
pour p#2: (x(m) =" -1) ?§-E AE v (a) g, a® "t mod pkw s
a=1
n k
B f
pour p=2: (x@m o -1) 7%-5 ‘§ v (2) g, 2! mod pk'w—1 ’
a=1
g, = -'«27 mod m , g, est entier et 0 g, <m .
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Preuve.
k
X g, fp~ + a
{t,2, ”',fp}:{'—'"m“""""} x
<a<fp
k
gaf‘pk+a Xk gafp + a
en effet ¢+ 0 < — < fp et — € Z , et l'application
ga fpk + a . o . 2 . o
a = est injective et par conséquent surjective.
k fpk g, fpk+a g, fpk+an
S(fp)—Zx(a)a:Zx( — = 5
a=1 a=1
soit
k
k
x(m) m® s%(fp") = Z x(a)(a + g, fp e
X a=1
et
) s fpk) ffk i n (?) gt p(J-l)k f§k i
(¢ (m) m~ = 1) = x(a) a g, + 2 = ( v(a) a ga) ,
n.fep a=1 j=R a=1
or,
() i _(5-2)k
__%_f;,_l (J—l)k:(gc:i £ % 620 md P sl pA2
. a+k-l
sinon mod p s
ainsi,
S (fp
-1
L 5 w(a) &g, mod T s phz
2=l k=1
sinon mod p .

En utilisant la proposition (3), la relation est démontrée.

THROREME 1. - S1 n=n' mdp~, k30, si Xeo;éxoz
(i) i p #£2, et si l'ordre de xeo £, alors

0 _ X9 k+1
'lln = Xn' InOd p e

(ii)OSi p#2et3, sil'ordre de xeo =p', si f(XeO) = £, o, (fo ,p) =1,
si X0 =x %y s OU X € car(g/pr)* et x, € car(g/fo)* , siox, £ Xg » alors

-1 -n'
X0 = Xxel mod pk+l
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. . 0 ¥ . o
(iii) si P £ 2, sil'ordre de %8 = pA , 81 XGO =X %o 0+ X € Car(é/pr)“ ’

X € car(é/fo)* , alors

(iv) 81 p=2,

Preuve.

(1) Utilisons la proposition 4 pour n et n' ,

trayons membre & membre, il vient s

Bn

(e () ()™ = 1) (X

(4) k42

xeo

et =(2/())

H

BREIC)

mod pk+2

’

)+ 30 @) R (1 - ()™ ) R

'~
™) mod p

et sous-

1
Bn

!

k+2

Puisque l'ordre de Xeo £, 11 ¢x1ste m tel que w(xe (m) -=1) =0, 1la

proposition 4 montre alors que u@éx—r——) 20

, et par conséquent

a n'-n _ k+1
1 - (-ém) =0 modp
B'fl
~=n
)
n

(i1) I1 existe m, , tel que XZ(mO) £1 , pour tout k tel que

d'autre part si

(a,p):l,

Xy XZ(mO + kfo) = Xl(mO + kfb)'XZ(mO) A1 .

Comme (fo , P) = 1 , chague classe modulo f, est dense dans %

ainsi il

existe k tel que my + kfo soit aussi proche que l'on veut de e(mo) « En po-

sant m =m. + kf

m
0 0 v -

Par suite, la relation (4) peut s'écrire :

Bh B0’

(62w ()™ - 1) (28T 8T

(a) g Q—(-y

il

est aussi grande que l'on veut.

- G

mod pk+

n’-n)

~
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Posons -5?;7 =1 +pyla) , wk@)z0, (a,p)=1,

n n!

B - B oy fpk+2
(6 () Gy - )= - X) = (a0 - n) z %67 (2) g, pula)
mod pk+2
Utilisons cette méme relation pour n' =2 et n=1,
B! . B o
(X@O(m)-g%gy - 1) (2 - X ) = ;%1 W Ha) g, py(a) mod e

Utilisons la proposition 3 pour n =1 et 2, k = 0, et soustrayons membre a
membre ¢

2 1 T
B B f 2
=2 . 5 P15 Xq xz(u) gy~ (u)
A X =p 2 mod p
2 1 - T ’
u=l 2f0 P
or
ry 2 T 2
ny %o+ Ay P7) T (u 4 Ay D) g %o (@) ¥ () 0
p e T =P = mod p-
fop 2f, P
par conséquent
£ p" 2 2
%? %1 Xz(u) = (u) — 4 xz(u) 4§~ (u)
p =P L
u=l 2£, " ve(z/p)* 21, p¥

~

(ul) Jﬁi&@l_ )

0
x,{(u,) = 0 mod p

T w R R ’

2f, P uze(g/fo)

2 1
Bxe'z - Bx@'l

; X
ule(é/pr)* !

car X, # Xo implique > xz(uz) =0, ainsi X5 —=0 modp,
uégrz7fo)*
et alors
k+2 ~1
fp " %67 (2) g, py(a)
> 5 — =0 modp
u=l %6 (m)(§rﬁy) -1
et
!
B" " B" o
x6 X8 = 0 mod pk+l .

n n'



14-08

o8 0 ° O 3\ o . . ° . L APEN
(iii) I1 existe m tel que %6 (m) soit une racine primitive p -iéme de

1l'unité, alors

w(xeo(m) -1) = 1% , o étant 1l'indicateur d'Buler .
o (p")
Bn' n‘ 1
Iz proposition 4 montre que w(—-ﬁn—;—) > = —=—, et la relation (4) prouve que
o(p

“ 1

B B, )

Xi - Kg, = 0 mod pk+1-(2/@gp ))

(iv) I1 existe m tel que m(xeo(m) -1) > -1, mais 3-(27 =1 mod 4 , par

conséquent la relation (4) montre que

1
N :
Xg = Xg, mod pk .

»

crs . R ¢
La proposition 1 va nous permettre de revenir aux nombres de Bernoulli B sans

N

faire usage du caractére auxiliaire © . Le théoréme 1 peut donc s'exprimer sous

la forme suivante :

THEOREME 1'. - 5i x0" £%, , s n=n' mdp(p-1), k30 :
(1) si p #2, si 1'ordre de -,;en £ , alors

n n'
n—].) B ! k+l

n'-l1
F-( -x@) p 7)) mdp T .

B
-;1)-(-(1 -x(p) p

I

(i) Si p#£2 et 3, si l'ordre de x6" = p* , si f£(xe") = £, o, (fo, p)=1,
si we" = Xy Xp s O0 ¥ € car(g/pr)* et x, € car(&/fo)** y 81 %y A X » BiOTS
B2 n'
A1 - x() M) = E - %) PN moa pF*
(1i1) 31 p#2, si llordre de 48 =p* , si x3" = Xy Ko s Xi € car(g,/pr)-.v.« ,
Xg € car(g/fo)%% , alors

Bn Bn’ y
20 - x(p) p") = (1 - x(p) 221y pog - (M)

(iv) Si p=2, si k31,

1
B B

A =) P = A - %) PP ) mod o5
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Preuve. - Appliquons le théoréme 1 pour xen £ Xg » alors xen 6™ = Xeo et
Xen e = XGO , et nous utilisons la proposition 1;
Bn

¢ '—
Remarques - En général, si n' > n , le terme ?§—.x(p) o ! disparsit.

Cherchons, maintenant, l'analogue du théordme 1 lorsque XGO =X * Remarquons

que le conducteur £ de X0 est sans facteurs carrés, ainsi f‘:p.f1 s (fl ,p)=1.
IEME 1. -51 p>3,si n=n' mdp , si n<n' etsi 3gjgn:
'yl j =2 1 j -2
(1’1 .+ )pJ (n-l.- )pJ

J _
m' +1)n' -~ (n+ 1l)n

mod pk+l ;

pour p=2 et p =3, la relation reste vraie mod pk .

Preuve.,
3 L
(n* = 1)(n' ~2) oo (0" =5+ 2)21'-15:1——-5 (h=1)(n=2) eee (n =3 +2) P'IJ?J,

n+j
_ ( j ) j=2 k+l

T DmP wiP -

k

IEME 2. - S81 p>3, n'=n mdp , n<n',et j>n+1z:

1M

n' +1
( . ) j=-2 k+1

T P =0 mdp

pour p=2 et p =3, la relation reste vraie mod pk .

-e

Preuve.
! 1
GRAED

-3
'THT‘%"TTET = (n'-l)(n'-2)...(n'-n+1)(n'-n—l)...(n'—j+2)(n'-n)il%?;——E() modpk+1 .

PROPOSITION 5. -~ Si n >0, si x8° = xg ,

Bn + L—-(ff)
i 0 o(£)
X0
Preuve. = n = n, pk 5 (n1 » P) =1 . La relation (3) se développe sous la forme
n+1 0 u \h
nel (0T 7). . £ %6 (u) (=)
n i -1 . n-i+l g(u)
B -n 2 n+ 1 S -n 2z f ?

X6 i=3 X0 u=1
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(n + 1) (n - 1)
i i-1 n-i+l _ ‘1 =27 1.2, n-i+ly k . .
—_— £ B o Tt (BT Jn=0 mod p , si 3gign+t ,
%6 %
(u) =~ = (1) mod (W) ()" = 5 (@) mod p*
oM BT T %o P 0\ gy %0 .
Par conséquent
Bt = 59—(—12 mod pk .
-n f
%5

Si1 p =2, la démonstration est identique, en remarquant que 6 est un carac-

tére de conducteur 4 et que Xg () 3%%7 = xo(w) mod 4 .

THﬁORﬁIMEZ.-Si p>3,si n'=n modpk, k>0, si Xeo=x0:

g, elf) gt elf)
6™ £ G-nl £ k+1
A = A - med p 5
n n

81 p=2 et p =3, la relation reste vraie mod pk o

Preuve. - Supposons n <mn', et posons n=ao + p(p - 1) et n'=a'+ ' (p-1),

l{agp~-1 et 1ga'gp=-1.5 p>0, supposons que

Bn—b (P‘l ) + 9 (f) Bn"b (I?-L ) + 9 (f)
X6~ ’ S - mod pitl 1<bg
n->bp~-1) T n' =Dblp -1) p ’ I P H

Dlautre part, si j#0 mdp-1, n-j#Za mdp-1 , et le théoréme 1 (i)
est applicable,

- '-‘
B Bn_é‘l,
x8 © _ x8 k+1
n-3 0 =3 mod p ’
soit
n-j n'-j k .
(5) BQEO‘EBe'g[' mod p~ , 2€ign .
X X

Utilisant la relation (3) pour n et n! » et soustrayant membre & membre, en

tenant compte des lemmes 1 et 2, nous obtenons :

g™ B" 1
<! -0 n+l (n .f- ) . . .
X8 X6 , K| fJ—l n'+l=j n+l-j
— - + 2 (B - B )
n n : n+1l)n - -
J=3 X0 X0

Zf xg(w) (-e-(%-)-)n' %o (W) (a%;)’) k+l

fent fan
u=1
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D'autre part, utilisons la relation (5),

(n + 1) Nn - 1)

' j=l, n'+1=j  _n+l-j j =2 j-l,n'+l-j _nel-jy _
-(-—L-,—fi’ (B - B ) = Sl - S ) =0 mod p
n+ ln xe-oz X@-01 iJ -1 h Xe-a Xe_a

nous obtenons alors

n' n

B , B u \n' u \n

X0 10§ %ot gy %ot Grgy) o okt
n' n ‘u—l feon' fon mod p ‘

Posons E(uf)— =1 +py(u) , si (u, p) =1 . Remarquons que

' . .
CORTEN RS .
Jd = _J a +1 1<
oot =" Ffuon moa p Py $Jsgn ,
' .
() p
_ k+1 . .
_fL.nT_ =0 mod p , st j>n ,
alors
u \n! u \n
Xo(u) (m-)-) _ Xo(u) (_é_(_ﬂ) _ xo(u) _ xo(u) od k+l
fon' fen T f.n! f.n P *
Par conséquent,
1
B" N B" -
« 0 x6 ~ _ o(f) (f) k+1
Jgn' - A&n - Sfp’.n' - CEf.n mod p ?

et le théoréme en découle immédiatement.

il

THEOREME 2'. - 31 p >3 , si y6° =%Xg» 51 n'=n mod pk(p - 1), alors

B - x(p) 57 + T Bl () o' L 2l

n n'

mod pk-"1 .

i

s

Si p =3, la relation est vraie mod pk 5 s1 p=2 et k>1, la relation est

. k
vraie mod p .

Preuve. = Il suffit d'utiliser le théoreme 2 et la proposition 1.
Bn, 1_
Remarque. - En général, le terme "ﬁ)%_ x(p) pn L disparait si n' >n .
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