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Séminaire DELANGE-PISOT 12-01

(Théorie des nombres)
6e annde, 1964/65, n° 12 29 mars 1965

QUELQUES REMARQUES
SUR IES APPLICATIONS ISOMETRIOUES ET LA REPARTITION
DANS UN CORPS p-ADIQUE

par Jean CHAUVINEAU

1. Notations.

Z désigne l'anneau des entiers rationnels, 7% 1'ensemble des entiers naturels H

on pose E:?f u {0} .

Soient X un corps p-adique complet contenant g,p , A 1l'anneau des entiers de
K, G le groupe des unités de K , P 1'idéal maximal de A . En particulier, K
pourra &tre Qp (on posera alors A=2% , G=0U etonaura P = pgp ), ou enco--
re la cl8ture algébrique complétée @P de Q‘p (on posera alors A = Z\A;p , G = ép s
P=P ).Si xex, v(x) Adsigne la valuation de x .

~Pp
Si X&K, &(X) désigne la classe des isométries de X . Si oe X, on pose
¥ =X~ {0} .81 x= (Xn)neZ+ est une suite de Z, » par exemple, et si M e AZf,
o € aZ-p , kel , ondésigne par (W , « , k)X le nombre des Xy tels que

k 3 2 rd
1<ngN et X, €+ D ég - On s'intéresse aux suites équiréparties (e. r.) et

et aux suites trés bien réparties (t. b. r.).

2. Isométries analytiques de £ .

Soit une suite (a'k)ke}‘g de K telle que 1353:102 !aklp = 0 ; on pose
(1) f(x) = 2 a & pour tout xe€ A .
keN

(2) Pour que f définie par (1), & coefficients dans K , soit une isométrie
de A, il suffit que l'on ait

(2) aOeA,aleG,a.keP pour k >2 .

Formons, pour xe A, yeh :

£(x) - £(y) = (x-y)(a, + & 2,)
k22
en posant z, = x + X y+...+xyk2+ykl;puisqueae(‘z et

1
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ﬁéz 8y Zy € P, ona
v(f(x) - £(y)) = v(x - y) pour x €A, yeA

et puisque a, € A, f est une application isométrique de A dans A , donc
f e3(a) .

Ainsi les conditions (2) fournissent une classe d'isométries analytiques de A ,

et notamment d'isométries polynomiales de A ; si on les renforce, en exigeant

plus particulidrement a., € P , les restrictions & P et & G de ces isométries

0
sont alors respectivement des isométries de P et des isométries de G .

(b) Lorsque K contient toutes les racines de f - 8, de valuation >0,

les conditions (2) sont aussi nécessaires.

D%mm.fw)zaOeA.Pmm xeA,ona'ﬂﬁﬁ-%):v&),Wd“enm-

sant f(x) - ay = xg(x) 3
k-
g(x) = 2 8 X € G pour tout xe€ A ,
k>1

et notamment g(0) = a, € G . On voit que g n'a pas de racine dans A ; dés lors

g n'a pas non plus de racine dans Ap , et le polygone de Newton de g n'a aucun

c8té de pente < O ; puisque a, € G , il en résulte que a € P pour k >2 .

1

N
Lorsque K = Qp , les conditions (2), alors nécessaires et suffisantes, fournis-

Id Ié . 2’ . . A
sent l'expression générale des isométries analytiques de ép , et notamment 1'ex-

I3 7 rd 03 Id . [ /\
pression générale des isométries polynomiales de Ap .

3. Isométries réciproques.

Lorsque les conditions (2) sont satisfaites, f € &(A) , et par conséquent f
est univalente sur A ; f admet alors une fonction réeciproque, dont la valeur au
point x € A est l'unique racine dans A de oly) = 2 ay yk - X, et cette

' k>0

. » "'l ° . , .
fonction, notée fA , est elle aussi une isométrie de A .

4. Isométriespolynomiales particulidres de A .

(a) Soit

(3) f(x) = 8, + a, X (1 + @ X) a

e K o, #0 .
1 1<ksm ’ k

0 81 Y

Les conditions (2) sont nécessaires et suffisantes ; elles sont d'ailleurs équi-

valentes aux suivantes
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(4) a.€h, a €G,

0 ] epP pour l1g£kgm

Y

évidemment suffisantes, puisqu'elles entrafnent (2), et d'autre part nécessaires,
car s'il existait h telque 1<hgm et v(y) €0, onauwrait - é; e A et
f£(C) = £(- é;) = &, , de sorte que f ne serait pas une isométrie de A .

Le critére (4) s'étend aussitdt aux fonctions construites en remplagant dans (3)

le produit fini qui y figure par un produit infini convergent sur A .

En particulier, les conditions a e A, a €G, a,e€P fournissent 1l'ex-

0 1 Xé
pression générale des isométries x ~ ay + &8 X + &, de A .
(b) Soit K = gp , et soit
pm+ 1
f(x) = a;+a x+bx 8y, 2, , b€ Qp , me N .

Les conditions suffisantes a, € gp y a € Hp , be gﬁp sont aussi nécessai-

res pour que f € 5(§p) , car alors on a d'abord f£(0) = a, € %ﬁ , g(o) = a, € Ep
p'e

et par conséquent b € gp 5 dtautre part, on % g(x) = a, + b

€ Hp pour tout
X € zp , ce qui, d'aprés FERMAT qui donne %P e x + pgp , équivaut & a

1+bxe}{p
pour tout x e gp 3 mais cela serait impossible si l'on avait b e Ep , donec

b e p@p .

Ainsi les conditions a, € gp y & € U , be p@p fournissent 1'expression

m
générale des isométries x ~— ag + a; X + bxP +1 de gp (me N) .

5. Isométries analytiques de P .

Des remarques analogues s'appliquent aux isométries analytiques de P , avec les

nouvelles conditions

ay € P, a, € G, 8, € A pour k > 2

qui fournissent l'expression générale des isométries analytiques (notamment poly-
nomiales) de gp et celle des isométries du second degré de P . Mais lorsque K
est & valuation discréte, on dispose de conditions plus avantageuses. Soit q
1l'indice de ramification de K , et supposons ici que Iaklp = o(p q) quand

k - L

(a) Pour que f définie par (1), & coefficients dans X d'indice de rami-

fication q , soit une isométrie de P = pl/El A, il guffit que l'on ait

(5) aoepl/qA, a, €G, a.kep(z"k)/qA pour k 22 .
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L k-1 < .1
En effet, pour x€P, yeP , ona V(Zk) =z g , d'ou V(ak 2y 5'6' povr

k > 2, ce qui entratne v(f(x) - f(y)) =vi{x-y) pour x€P, yeP.

9

Q=

(b) Lorsque K contient toutes les racines de f - ao de valuation =

les conditions (5) sont aussi nécessaires.

En effet, g n'a pas de racine dans pl/cl ép , donc le polygone de Newton de
g n'a aucun cbté de pente <« - %-; puisque a, € G, il en résulte que

v(ak)

1 -k
k-1 q’

donc v(ak) 2'2

6. Exemples d'applications isométriques ou homonétriques dans gp (p # 2)

k k+1 . N o
Posons Bh,k =hp + p ﬁp sob h=1, ... ,p-1, keiz.

() x ~ x|x|_ est une application homométrique de B sur B (ici
) h,k -—~— "h,0
p quelconque).
xk

(b) Soit expx-1= éél T série convergente sur pgp 3 ona aj = 0,

a, =1,etpour k22:
) 1 -k
v(ak) = = v(k!) 2 == > 1-k

dtou v(ak) 22 -k ; donc x ~ exp x est une application isométrique de ggp

sur Bl,O .

(c) Lrapplication réciproque log , définie sur B 1,0 ? peut étre prolongée
sur Q" En effet, on sait qu'a tout =x ¢ Up est a55001ee une racine (p - 1)-
ieme de 1, soit Ly » telle que e X€B 4 - Dés lors, la fonction F définie
’
par

F(x) = log Cx| x| xlxlp pour tout x € 9:;
p

vérifie la relation fonctionnelle F(x) + F(y) = F(xy) ; elle fournit donc un pro-
longement du logarithme sur Q’ et sera notée log dans tout ce qui suit. Les
zéros de cette fonction prolongee sont les nombres gh pk , o ( désigne une ra-

cine (p - 1)-idme primitive de 1, h=1, ... , p- 1 , k€Z .

Si x, yeB , ON &

h,k

v(log x - log y) = v(log §9 = V(% -1) =v(x-y) -k,

donc x ~» log x est une application homométrique de Bh r Sw o’/
Jh =
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(d) X ~ X exp x est une isométrie de pL_ . ’

~p
(e) On en déduit que x ~ x log x est une application isométrique de Bh X
k+1 ’
sur Z_
sur p L

(f£) 8i x, ye B, o » alors la valuation v(log x* - log y7) est dgale a
3

v(x - y) et comme elle est aussi égale & v(x* - ¥') , on voit que x ~— X est

une isométrie de Bl,O .

(g) Soit
5 h x2h+1
sin x = (- 1)
1>0 2h + 1)}
série convergente sur gﬁp jona &= o, a8, = l,etpour k=22, ona

v(a) == si k pair,
V(&k) =-v(k!) 22 -% si k inmpair ;

don¢ X ~» sin x est une isomdétrie de et par itération x sin(k) X , ol
Zp ? p sy OU

ke gf » est une isométrie de p&p .

(h) x ~ x cos x est une isomdtrie de p&p .

(i) si x, ye p&p , On a

vitg x - tgy) = v(-fai—él-g}g};%) = v(sin(x - y)) =v(x - y) ,

donc x -~ tg x est une isométrie de pgp , et par itération x tg(k) X , ol

k e §+ » €5t une isométrie de p&p .

7. Exemples d'équirépartition ou de trds bonne répartition sur des compacts de
a2 (p#2).

7.1. - Les conditions ao € Ep s al € Hp ’ a2 € p&p sont suffisantes pour que
la suite f(n) = 8y + 8, n + a, n? soit t. b. r. sur gp . Mais, si p# 2 , ces
conditions sont aussi nécessaires pour que la suite f(n) , & coefficients dans
Q , soit e. r. sur &p « En effet, montrons d'abord que les trois coefficients

P
sont alors dans ép : on a

a, € Zp » 8 +a, € gp et f(n+ 1) - f(n) = 8, + &, +2a, ne€ gp ,

d'ol 2a.2 ne gp pour tout n € §+ » ce qui exige, puisque p # 2 , qu'on ait

a, € ép ;3 finalement aussi a, € ép . Cela posé, quel que soit h € N , la suite
£(n +h) = £(0) + nf'(b) + &, n°

est e. r. sur gp . Supposons qu'on ait ft(h) € pgp , et soit (N, f(h) , 2) 1e
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nombre des termes f(n + h) tels que 1&n<gN et
2) N

>,

v{if(n + h) - £(h)) = v(nf'(h) + a, n) =22 .

2
-
On aurait évidemment (1 , £(h) , 2) [%J , d'ou

; 1rN7] 1 i “
=@, f£(h) , 2) zi\l_f_'i){l] -5 quand N - « 3

comme d'autre part =N , £(h) , 2) - 15-, on devrait avoir 35-2
P p

%-, ce qui est
impossible. Donc

fr(h) = a, + 2a2 he gp pour tout he N ,

ce qui exige &, € Hp et &, € g&p .

Ainsi les conditions ay € gp » & € HP ) 8, € ﬁép fournissent l'expression

générale des suites ay + a; n+ a, n? qui sont t. b. r. [resp. e. r.] sur gp .

7.2. - Les applications isométriques obtenues dans le § 6 donnent immédiatement

des suites t. b. r.

(a) la suite exp pn est t. b. r. sur 1 + gép s

(b) les suites nexppn, n cos pn sont t. b. r. sur ﬁp ;

(c) les suites sin (K) o, tg(k) pn , o keZz" , sont t. b. r. sur gép .

743+ = Les applications homométriques obtenues dans le § 6 fournissent aisément

des suites e. r..

Par exemple, soit une suite X, €. Tr.sur Z; , et posons Yy = log X, Choisis-

sant o € g&p s, ke §+ , On a

( ) }: 21 B + x
N (04 k = N k £
’ ’ y =0 h=1 ( ! h,Ja ’ )X

oh B, . €8B , ot on justifie sans peine que, quand N - « :
h,% h,2

i8

© p-l
1 Pzt -
= ,u,k) -~ 2 X =2
N Y 4=0 h=1 ptE X

1

1 _ 1

il

ce qui montre que la suite Ty est e. r. sur gép . Attribuant au besoin un sens
au symbole log O (convention log O € p&p ), ce résultat sera applicable aux sui-
tes X €. r.sur gp « I1 peut d'aillleurs étre itéré, cer si le suite 1og(k) X s

o ke §+ , est e. r. sur g&p » 11 en est de méme de la suite
(k)

*n (k+1)

5 = log Xh s

log
log
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puisque log p =0 .
Cet argument, et d'autres qui lui sont analogues, montrent (on suppose ci-dessous
n>1) que

(a) la suite 1og(k) n, ol ke §+ , est e. r. sur ﬁép (convention

log0c 2 si k22);

(b) la suite n]nlp est e. r. sur Ep (ici p quelconque) ;

(c) 1la suite n'n]p logn est e. r. sur 2, .

7.4, - Des sommations classiques montrent que les suites 2 explak + @) ,
Ogksn

2 coslok +vy) , o ae pZ 6 € , e pv(a) Z_, sont t. b. r. sur 2
’ Y

8. Applications isométriques par boules meximales de A dans A.

Revenons & (1), et appelons boules maximales de 4 les boules de la forme

a+P ,o0 oed.

(2) Pour que f définie par (1), & coefficients dans K , soit une applica-

tion isométrique par boules maximales de A dans A s 11 suffit que 1l'on ait

(6) a,€G, a eA si plk, & €P si pfk et k#1.

En effet, 2, se met sous la forme 2, = kx -1, (x - y)tk , ou t, e A ; sillon

suppose x - y € P, alors on a, pour k >2 ,
v(ak Zk) > v(ak) >0 si plk
v(ak Zk) B'V(ak) > 0 si plk
dtoh v(f(x) - £(y)) =v(x-y) pour xeh, yeA, x-yebP.

(b) Lorsque K contient toutes les racines de f - ay de valuation > O ,

et toutes les racines de f' de valuation >0, les conditions (6) sont aussi né-

cessaires.
e e etrtgvn-

En effet, g(x) € G pour tout x e P 5 g n'a pas de racine dans Ep , donc le

-

polygone de Newton de g n'a aucun c8té de pente < O $ puisque a, € G, ilen

résulte que a € A powr k>2,
D'autre part, pour x€A, yedA, x- ye€EP, ona

v(f(y) - £(x)) = v(y - x)
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c'est-a-dire £12%r:;§¥52,e G ; faisant tendre y vers x fixé, on obtient
k-1
f'(x) = 2 ka € G pour tout x € A .

K1 k

f' n'a pas de racine dans ép , donc le polygone de Newton de f' n'a aucun cbté
de pente < 0 ; puisque a € G , il en résulte que kak €P pour k=22, et no-
tamment a €P si plk et k# 1.

9. Isométries polynomiales particulisres de gp .

Soit K = Qp et soit

m
- p +
£(x) = 8y + & X + bx &y s 8 , b€ Qp , meZ .
Supposons réalisées les conditions suffisantes (6), qui s'écrivent ici 8y € zp y

8, € Hp , be gp . D'apres FERMAT, on a xpm € X + ﬁép , de sorte que
f(x) e ay + (a1 + b)x + p&p pour tout x € ép .

Si a + b e g&p , alors f applique isométriquement chagque boule maximale de

ép sur la boule ay + g&p .

Si a, + b e Ep , alors f opére une permutation sur l'ensemble des boules maxi-
males de gp , et fe a(gp) .

I1 en résulte que les conditions a, € ép » 8 € Hp s 8y + b e Hp sont suffi-
santes pour que f € a(gp) . Elles sont aussi nécessaires pour que f € S(QP) , car
alors on a

£(0) = a, € &p , g(0) =a, € U

1

p’ g(l):a1+bEHp'

Ainsi les conditions &y 1

générale des isométries x ~ 8y + a; X + bxP de ép (mez®) .

€ zp , a, € Hp s mal + b e U fournissent 1l'expression

10. Applications isométriques par boules maximales de G dans G .
Soit une suite (ak)keg de K telle que i;fm laklp = 0 ; on pose
(7) f(x) = 2 o, = pour tout xe€ G .
keZ

(a) Pour que f définie par (7), & coefficients dans K » Soit une applica-

tion isométrique par boules maximales de G dans G s 11 suffit qu'il existe
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me€Z - pl tel que

(8) a €G, a €FP pour k #m .

Formons, pour x€ G, y €G :

8 z
£(x) - £(y) = (x - y)<- kgl = k k>1 % %x)

X

k-1 k-2 k-2 k-1
en posant z, = 1 et comme plus haut Z = X + X T+ eoe + Xy +y
pour k > 2 , de sorte que Zy = e (x - y)tk o t, €A ; si 1'on suppose

X=-yeP, alors ona, pour k > 1

v(z,) =0 si pfk, v(z) >0 si plk.

a, 2z
-k "k
Définissons w, ~pour n # 0 en posant w =& 2z et u, =- X yk pour
k>13; onaalors, pour n# 0 :
v(un) = v(an) si pfn, v(un) > v(an) si pln .

Les conditions (8) entrafnent v(um) = v(am) =0 et v(un) z'v(an) > 0 pour

n# 0, n#m, de sorte que 2 u €G et
n#£0

v(f(x) - £(y)) = v(x - y) pour x€G, y€G, x-y€P.

Deés lors, puisque ay € P, d'od f(x) € G pour x € G s T est une application

isométrique par boules maximales de G dans G .

(b) Lorsgue X contient toutes les racines de f et de f! de valuation

nulle, les conditions (8) sont aussi nécessaires.

En effet, f n'a pas de racine dans gp y donc le polygone de Newton de f n'a

aucun c8té de pente nulle ; alors min v ak) est atteint pour une seule valeur de

k , soit m, et 1'on a ke

fl

v(am) v(f(x)) =0, v(ak) >0 pour k #m.

Dtautre part f1'(x)

kak xk—l € G pour tout xe G; f' n'a pas de racine

dans gp , donc le polygoﬁg de Newton de f' n'a aucun c8té de pente nulle ; alors

Egg v(kak) est atteint pour une seule valeur de k , soit m' , et 1l'on a

~

V(m'am,) =v(f'(x)) =0, v(kak) >0 pour k # m' .

51 1l'on avait m # m' , on aurait & la fois v(m 'a ,) =0 et v(a ,) >0, d'oy

v(m') <0 y ce qui est impossible ; donc m = m' , et finalement il existe m € Z



tel que

v(am) =0, v(m + v(am) =0, v(ak) >0 pour k #m

autrement dit, il existe me€ Z - pZ tel que 1l'on ait (8).

11. Isométries de Hp .

o

11.1. - Soit K = Q_ et supposons satisfaites les conditions (8) ; alors
f(x) e am xm + gép pgur tout x € Hp . S1 le nombre Tﬁrj~ir:7i7- des résidus
(mod p) de degré |m| atteint son maximum p - 1 , c'est-a-dire si (m, p- 1)=1,
alors f opere une permutation sur l'ensemble des boules maximales de gp , donc
fe S(gp) . Posant

Ep:{k: keZ et kx,p=((C,p-1) =1},

on a finalement :

Pour que f définie par (7), & coefficients dans Qp , so0it une isométrie de Hn’

il suffit qu'il existe m e Ep tel que 1l'on ait
A
9) a € gp ; 8y € gép pour k #m .

Ainsi les conditions (9) fournissent une classe d'isométries de Hp développa~

bles en série de Laurent, et notamment d'isométries quasi-polynomiales de gp

11-2. - Lorsque les conditions (9) sont satisfaites, f e a(gp) et par conséquent
f est univalente sur Hp ; T admet alors une fonction réciproque, dont la valeur

au point x € U est 1l'unique racine dans U de @(y) = 2 & yk - x , et cette
p 1 p keg
fonction, notée fU y est elle aussi une isométrie de U_ .
~p -

11-3. - La condition m e E_ , suffisante pour que f(x) = x° soit une isométrie
de Hp, est aussi nécessaire pour que f € S(Hp) , car alors il existe p -~ 1 ré-

sidus (mod p) de degré |m| , de sorte que (m, p- 1) = 1 ; d'autre part, on a

X -y = (x - y)zm = (x - y)(mxm"1 + (x - y)tm) pour X € Hp , V€ Hp R
d'ou, si de plus x-ye pgp :
v(® - ¥ > vix - y) + min(v(m) , 1)

et, puisque le premier membre est égal & v(x - y) , cela entrafne min(v(m), 1) < 0,
ce qui exige v(m) = O ; finalement on a m e'Ep . Ainsi x ~ X0 you me2 , est

une isométrie de Up si et seulement si m € Ep .
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11-4. - I1 en résulte que, si m € Ep y tout x € U admet une seule racine

l/m l/m .

m-iéme dans Up s qu'on notera x , et alors x ~ x , OU M€ Ep y est une

isométrie de Hp .

12. Exemples d'équirépartition ou de trds bonne répartition sur Hp .

(8) Mme Y. AMICE a montré [1] que, si p # 2 , pour que la suite o" , ou

€h+pl , h=1, ... ,p-1, soit t. b. r. [resp. e. r.] sur Hp , il faut
et il suffit que ap—l el + pp:p et que h engendre multiplicativement toutes
les classes résiduelles (mod p) non nulles. L lre condition équivaut &
loga € pHp y c'est-ad-dire encore Cpa=exploga el + pgp , ou enfin

-1 . -1
o:egh +py:p, ou (;h

est la racine (p- J=idme de 1 situde dans h + w2, -
La 2e condition exprime que cette racine g;ll est une racine primitive. Ainsi la

suite o, ol « € Hp » est t. b. r. [resp. e. r.] sur Hp si et seulement si

@€ +plU , ou g désigne une racine (p - 1)-idme primitive quelconque de 1

(p#2) .

(b) Soit v, le n-iéme entier naturel non divisible par p ; les suites

m 1/m .
vV, s 00 mEEp,sontt.b.r.sur Hp.

(c) Les suites (n!nlp)m s (nlnip)l/m > (n|nlp)l_n exp pm , (nln]p)l/n "’Xp%

ol mE Ep , sont e. r. sur Hp (p # 2 pour les deux dernidres).

13. Un théoreme d'équivalence concernant la répartition sur A de certaines suites

polynomiales & coefficients dans A .

13-1. — Supposons K & valuation discrdte ; soient q son indice de ramifica-
tion, pS le cardinal du corps des restes X de K, T=(w , .o., ws—l) une
base de K considéré comme espace vectoriel de dimension s sur le corps Z/(p)

des entiers (mod p) .

+ . N PP
A tout n €Z , on associe les cz(n) , ou 2 €N , définis par

~

n=Zc:(n)pjZ o 0<c(n)<p-1 pour tout g4 eN ,
/)>G )?’ "0' -
\‘/

c'est-d-dire qu'on écrit n dans le systdme de numération & base P, et on cons-

truit la suite U de A , dite suite associée & la base ZZ) de X , en posant

]
(n) ?

u = 1) A p
sf<}
S

n= 2
720

ot [r] et {r} désignent respectivement la partie entidre et la partie fraction-

naire du réel r . Par construction méme, la suite un est t. b. r. sur A .
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. + . . ks .
Quel que soit ke Z , les ks premiers "chiffres" de n + p sont respecti-
vement égaux aux ks premiers "chiffres" de n :

ks)

~

cﬁ(n + p = cL(n) pour £ =0,1, 4. , k8 =1 , pour n, ke Z .

On en déduit aussitdt que u ks € Uy 7t pk/q A et plus généralement, en élevant

A la puissance j € Zf H P
u? eud + pk/q A v pour n, k, j € Z+ .
ks n ~
n+p
Soit alors f(X) = < a. X’ un polyndme formel en X & coefficients dans A .
Osjem 7
(a) On a
flu )= I a;u ef(u) +p /a4
S X ks n
n+p Osism n+p
d'olu, quels que soient ¢y €A, n € g+ , k € gf

£(u ) cat /Uy o gu ks)e“Pk/qA'

n+p
On en tire immédiatement
ks k ks k + +
(10)(Hp yaya')fou“‘ ( ’a’afou pour @ € A, He,,z,, ’ kEZ .
Dés lors, pour que la suite f(un) soit t. b. r. sur A, il faut et il suffit que
(Hpks , U "g)f 0= H quels que soient oy €A, H e‘§+ s, K E_§+ ;s pour cela,
dtaprés (10), il faut et il suffit que l'on ait
(11) (pks , O "%)fou =1 pour tout « e A , pour tout k E‘Z+ .
(b) Soit N € Z et posons H = [ , de sorte que Hpks <N <(H+ 1)pkS
On a alors
ks k k ks k
— < —_—
H(p ’ 4 ’ q fou -~ (N ? a H q)fOu S (H + 1)(p ? o 14 q_)f()u
d'od 1l'on tire, quels que soient @« €A, k € §+ 2
. k ks k
(12) 1%]32 (N y O 9 E)fou =%° o (p 9 ’ q)fou /1

Dés lors, pour que la suite f(u ) soit & répartition partout dense [r. p. d.] sur

A, 11 faut et i1 suffit que llm (v, o, ﬁ fou = ° quels que soient € 4 ,
k e g ; pour cela, d'apres (12), il faut et il suffit que 1l'on ait
(pks ’ k) 21 pour tout o € A, pour tout k eigf

q’fou 7
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et cette condition équivaut évidemment & (11).

D'ailleurs, dans ce critére commun (11), on peut remplacer &« € A par « egk ,

en posant, pour tout k e§+ :

C, = s 2 n, . w, pj/q} .
k <j<k~1 Ogigs—1 i,j 1 hi,j—O,l,...,p—l

La trés bonne répartition sur A impliquant 1'équirépartition sur A , qui impli-

que a son tour la répartition partout dense sur A , on obtient finalement :

THEOREME, - Soit (un)neZ"' la suite associée & une base ® du corps des restes

de K ; pour une suite polynomiale en u & coefficients dans A , soit

(f(un))nez"' s les propriétés d'étre r. p. d. sur A, e. r. sur A, t. b. r. sur

A sont équivalentes, et pour gue cette suite posséde ces propriétés, il faut et

il suffit que l'on ait, pour tout «o Egk et pour tout k E§+ H

ks k
(P sa,'i')fou"l'

13-2, - Si K=Qp,alors Azg_p, q=8=13 prenant w, =1, on a w =n,

0
fou=f, ¢ ={0,12,...,p5-1}, et on obtient :

COROLLAIRE. - Pour une suite polynomiale en n & coefficients dans gp , soit

(f(n))m—:Z"' y les propriétés d'&tre r. p. d. sur Z{p y €. T. SUr Z-p , t. b. r. sur

gp sont équivalentes, et pour que cette suite possdde ces propriétés, il faut et

il suffit que 1l'on ait, pour tout h =0 s 1l 5 eee pk -1 et pour tout k e;f .

k
(P s 0, k)f =1,
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