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%éminaire DELANGE—PI?OT 11-01
Théorie des nombres !

. , HE: 1
6e annde, 1964/65, n® 11 22 mars 1965

QUFLQUES RFMAROUES
SUR L& REPARTITION MODULO 1 DE LA SUITE xeP

par liichel MENDES FRANCE

1. Généralités.

On connait divers types de résultats sur la répartition modulo 1 de la suite
x0P (p=1,2, ...) . Le théoréme de Koksma-Weyl affirme que, pour presque
tous les couples (x , 9) (0 > 1) , la suite x0f est équirdpartie modulo 1 .
En sens inverse, on sait que si 6 est un nombre de Pisot et si x appartient au
corps algébrique de 6 , la suite x0° n'est pas équirdpartie modulo 1 : on dira
qu'elle est mal répartie. Le but de cet exposé est de donner quelques renseigne-
ments sur la répartition de la suite x0° lorsque x est un élément de 1'ensem-
ble de Cantor C(8) construit sur 1l'intervalle (0 , 1) et & dissection %’, On

considerers deux cas selon que 9 est ou non un nombre de Pisot.

Dans tout ce qui suit, S désigne 1l'ensemble des entiers algébriques plus grands

que 1 dont tous les conjugués sont & 1'intérieur du cercle unité (nombres de Pisot)

(31, [5], [6].

2. Résultats obtenus.

Soit © > 2 un nombre réel,et soit C(8) 1'ensemble de Cantor & dissection
1/o , construit sur l'intervalle (0 , 1) . En d'autres termes, C(8) est l'ensem-

ble de tous les nombres x de la forme

(o] £
x=(e~-1) ¥ LB,
p=1 0P

ou les sp sont égaux soit a 0O , soit & 1 .

Considérons le groupe abélien G = (E/ZE)K . A chaque élément e:.(%} € 5 e e G

(an =0 ou 1) , on peut faire correspondre un élément x(e) € C(8) par la formule

xe) = (5 - 1) 3 2.
p=1 &P

On munit le groupe G de la topologie discrzte, ce qui en fait un groupe compact.
La mesure de Haar, normalisée sur G , induit une mesure u sur l'ensemble de

Cantor C(8) . Appelons alors ®(0) 1'implication
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x € 0(8) => x0P équirépartie (mod 1) p-presque partout.

Nous démontrerons le théorsme suivant :

THEOREME 1. - Presque tous les 6 > 2 vérifient €(8) .

D'une fagon plus précise, on verra d'une part, que si 6 > 2 est un nombre réel

et si, pour tout entier k # O, la série

cos k(s - 1)6"

(1)

=1
1P mo0

T Mg

est convergente, alors l'implication ®(8) est vraie.

Dtautre part, on démontrera que la série précédente est convergente pour presque

tous les 6 >1 .

Remarque. - On sait qu'une caractérisation de l'ensemble S est la suivante :

(2) 6eS <=> || cos k(s - 1)e"

m=0
est un produit infini convergent [57. Cela montre que si 9 est un élément de S ,
alors la série (1) est divergente. Cela nous améne & étudier la répartition de la

suite x0° (mod 1) lorsque 6 e S .

THEOREME 2. - Si 6 > 2 est un nombre de l'ensemble S , l'implication @(6)

n'a pas lieu.

Ce résultat est précisé par les théorémes 3 et 4.

THEOREIE 3 (SALEM, ZYGUND). - Il existe un entier A # O du corps de ©
(65, 0>2) tel que, pour tout x de C(9) , la suite ke (p=1,2,...)

ne soit pss équirdpartie (mod 1) .

On pourra trouver une démonstration de ce théordme dans [37, p. 75~78, ou [&
(voir aussi [1]).
Avant d‘'énoncer le théoréme 4, nous devons introduire de nouvelles notations. On

désigne par [t] (resp. {t} ) la partie entidre (resp. fractionnsire) du nombre

réel t+ . Appelons E(0) 1'ensemble des nombres x de la forme

x=x% = (0~ 1) g) [2{e(p}] |

ol ¢ est un polyndme réel. Il est bien évident que E(6) ¢ C(8) , que E(0) est
dense dans C(0) et qu'enfin 1'intersection de toute portion non vide de C(9)

avec E(8) a la puissance du continu. Toutefois, on peut démontrer que la dimen-
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sion de Hausdorff de T(6) est nulle, alors qu'il est connu que celle de C(8)

est positive.

THEOREME 4. - 6 &tant un nombre de la classe S (non nécessairement supérieur

by

& 2 ), la suite x6Y (p=1,2, ...) est mal répartie modulo 1 pour tous

les nombres x de l'ensemble E(6) . De plus, la fermeture A(x) de l'ensemble

des points x6F  modulo 1 (pe ﬁ) a une dimension de Hausdorff nulle.

Ce théoréme et les rcmarques qui précdédent, généralisent les résultats obtenus
dans [4].

Remarque. - En modifiant légérement la démonstration du théoréme 4, on peut fa-
cilement démontrer que si 6 € S a tous ses conjugués dans le cercle |z| < é—,
l'implication {x € C(6) = x0P mal répartie } est vraie. En particulier si
9 > 2 est une unité juadratique de S , le résultat précédent a lieu (cf. [7],
p. 598).

3. Démonstration du théoréme 1.

Nous nous appuyons sur quatre lemmes.

IEME 1. - o et b, (J=1,2,...,1t) étant des nombres réels, 1'inéga-

1lité suivante

LTI (b + cos aj)l.s | TI cos aj‘ +

% 1 t
oL+ e.]) -1
j=1 j=1 J

a lieu.
(Démonstration évidente.)

Fosgons

N
o (%) =& 3 exp 2inxaP
I T2

et
1 2
Iy(9) = [ oy 0o 12 aux)
ou k est un entier rationnel non nul.

0 4
IEME 2. -~ Si pour tout entier k # 0 , la série 2 ﬁ'IN(k) est convergente,
N=1
alors la suite x0° est équirépartie modulo 1 pour u-presque tous les x .

Nous ne rétablirons pas ce résultat d & DAVENPORT, FRDOS et IEVEQUE [27.

Remarque. - Supposons que l'on ait mis IN(k) sous la forme



11-04

Les égalités

i 1
S lro=3 a0 3 =
N=1 N % n=1 N=n N

et
1 1 1
2 — =g+ oly)
montrent que la condition du leume 2 s'éerit

joe]

2 %—An(k) < ® pour tout entier k # O .

n=1
) 2 1 p g m i 1
IEME 3. = 3 = | [l cosmk(p - 1)8 | <o = 2 7 (k) <.
p=1 P m=0 N=1
En effet, la formule classique [3]
nl ';T 1 =
(3) [ Riux du(x) = ™™ 11 cos n(1 - i& —
& .1 0" J-1
Jj= o
montre que l'on a :
IN(k) =L, 5%- 2 cos mk(aP - 59) H cos tk(6® - 9% (1 - -J .
' N §° 1go<pa §=0 93
Appelons LN(k) la somue E%— 2 qui apparait au second membre de 1'équation.
N l<q<p<N
Les deux séries Y — 3 IN(k) et LN(k) étant de méme nature, il suffit de mon-

trer que, sous l'hypothése du lemme 3, la série 2 — LN(k) converge.
De 1'egalité N-1 T-t
2 =22 X,
l<a<pq t=1 g=1
on déduit les inégalités

. I.Ho cos ko3 (1 - %)(Gt - 1)]
J:

HMZ
*ﬁMz

Ty ()| < §‘2‘

=

s% N|ﬂ cosnkelJ(lm—)(e - 1) .
t=1 =0

Afin d'alléger 1'écriture, on pose A = 1k(6 - 1) . On obtient ainsi

=

ILN(k)i < %' | Tl cos A RACK. 1) ]
t=1l 3i=0
2 N t=f -
S Z | T cos A (0" - g7 .

VISt
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I1 est pratique d'effectuer le changement de notation t -~ jJ = m, de sorte que

N

< ; m 1
L) <5 = | cos A(8 - —)|
LN N t=1 Osmgtﬁ/i et n
Posons
- 1
At(k) = l “ cos 7\(9m - —_—t:?n')i
Ogmgt-/% 6
. s 1
La remarque qui suit le lemme 2 monitre que la convergence de la série % %’At(k)
entrafne celle de la série Z —4li(k)] . On est ainsi ramené & 1'étude de la série

%—-A (x) .

A
|cos A (6" - ————Jl |cos A6™| + .
6 et-m
Le lemme 1 nous permet alors d'éecrire s
A, < | TI_cos re"| + y(t)
Ogmgt—/t
t-ﬁ:’ .
ot y(t) _.C} 4 - 1. La série 2 T y(t) étant évidemment convergente,

J‘

on est conduit & 1'étude de la convergence de la série

2 %1 M cos 10"
t=1 ° Ogmgt-/t

c'est-a-dire (aprds changement de variable) de la série

| | cos A9 I
p:l m=0

Ceci démontre le lemme.
En associant les lemmes 2 et 3, on aboubtit & 1'énoncé suivant :

Soit © > 2 un nombre réel. Si, pour tout k entier non nul, la série

[ee]

. 51 ﬂo cos k(e - 1)g™ |
p=L Pm=

est convergente, alors 1'implication ®(6) est vraie.

Le théoréme 1 découle alors du lemme suivant :

IEME 4. - Soit k # O un entier fixé. Presque tous les nombres 6 > 1 sont

tels que la série

® 1Y
Zl-%l ﬂo cos k(6 - 1)9m|
p: m=

est convergente.
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En effet, soit © > 1 un nombre tel que la suite (6 - D™ (m=1,2, ...)
soit équirépartie modulo 1 . ¢ représentant un nombre de 1'intervalle )0 , 1,

on considére l'ensemble

" € m- €
- £ - - = < .
Hp,E_{mEI\il 25.{(9 1)9}<1 59 mg p}
I1 contient (1 - e)p + o(p) éléments. Posons 1 - 9 = cos 521 de sorte que

0<1-7<1.0naaglors 1'inégalité

| ]Pl cos tk(e - 1)9ml < | N cos mk(p - 1)Gm|

m=0 med
p,¢€

s (- pit=elpole)
®© p
La série 2 —l-l [l cos k(e - l)6m| est alors évidemment convergente. Nous som-
=1 ¥ m=0
mes ainsi arrivé & la conclusion que, si la suite (8 - 1)6" est équirédpartie

(mod 1) , alors la série précédente converge. Le théoréme de Koksma permet alors

de conclure.

4. Démonstration du théoréme 2.

Considérons & nouveau la somme
M
crN(x) :% S exp 2inxe® ,
. I 1
et définissons 1'intégrale !

Iy = fo oN(2x) duw(x) .

On suppose que © > 2 est un nombre de 1l'ensemble S . Pour montrer que 1l'impli-
cation @(8) n'a pas lieu, il suffit de montrer que, pour N infini, JN ne
tend pas vers O .

Or 1'égalité (3) montre que

N oo ,
Iy = Ly exp 2im9® [| cos 2m(e - 1)eP™
W p=t j=1
b= J=

Comme 6 € S ,

lim exp 2imeP = 1 .
p—m
Dtautre part,

[e=] . +0 .
lim [| cos 2m(6 - 1)6P9 = [| cos 2n(e - 1)eY .
P J:l j:..oo
.
Le produit infini [| est convergent (caractérisation de l'ensemble S ).

OO
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Ainsi o

lin ;= [l cos 2n(s - el £0 .

Moo J e O

c. Q. F. D.

5. Démonstration du théoréme 4.

Soit ¢ un polyndme réel de degré v . On considére la suite de p éléments
[om+ 1)] , [om+2)], «o. , [0®@m+ D)) (mod 2) .

Appelons Nv(p) le nombre de positions distinctes que prend la suite quand m

parcourt N .

LEMME 5, - Quand p croit indéfiniment, on a

ol
- |// (\)+1)">
N (p) = Gp .
En effet, désignons par P~ 1l'ensemble des polynémes réels de degré v et a

coefficients dans (0 , 2( . On considére la suite de p éléments

[?(1)_‘ ’ [-‘4’(2)] y °e° [*(p)] (mOd 2) °

Représentons par Nc(p) le nombre de positions distinctes que prend la suite

quand ¥ parccurt P . Il est clair que Nv(p) < Nﬁ(p) . On va montrer que
Né(p) = O<}(v+l>é> et cela démontrera le lemme.
Posons
V() =g+ o X+ b x’ 3 ¢y € (o, 2(.
Soit q, , A » +++ 5 Q, ume suite d'entiers vérifiant les p inégalités

O\<_qn<2(l+n+.,.,+n\)) n=1,2, «cc , P,

de sorte que q_ = 0(p”) . Lorsque le point o = G Gy oy vee s av) e (0, 2[V+l

parcourt lc volume défini par
QS Uy + &y N+ oen «, n’ < q, + 1 n=1,2, .., Dp,

la suite [y(1)] , [v(@)1 , ..., Ty(p)] reste invariante. Or le nombre Nt*(p)

de tels volumes est majoré par le nombre maximum de régions que 1l'on peut obtenir

en découpant l'espace euclidien §V+l par les hyperplans
Gy + N H e 4 n’ = a,
lesquels sont su nombre de M = pO(pv) = O(pv+1) « I1 est par ailleurs connu que

1v+1)

1'espace §V+l est partagé en 01 régions par M hyperplans. Par suite,
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2
N¥# (p) = o(p(""l) ) . Le lemme découle alors de 1'inégalité évidente
3 T ONFw
n¥(p) < W¥(p) .

LEME 6. - Soit ¢ un polynlme réel de degré v . La suite de p éléments

[R{p(m + 1)}7 , [2{em+2)}], ... , [2{p(m + p)}]

2
prend O(pz(v+l) ) positions distinctes lorsque m parcourt 1'ensemble N des
entiers.

La démonstration découle immédiatement du lemme 5 et de 1'égalité

[2{p(p)1] = [29(p)] - 2[e(p)] .

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le thdéoréme 4. Soit 6 > 1 un
nombre de la classe S,et soit x un élément de E(6) . Il existe donc un poly-

ndme réel ¢ tel que

X = (B - 1) E [Z{Q(P)}] .
p=1 Sp

Appelons v le degré de ¢ et, pour simplifier 1'éeriture, posons
ey = [2le(p)}] (p=1,2,...).

Nous voulons montrer que la suite x6° (n=1,2 , ...) est mal répartie (mod 1)

On définit les deux quantités

€rrorl gn+p+2
R(n) = (6 - 1)(9p;1 = )

_ n-1 . p+l
Qy(n) = (o - 1)<e1 R )

de sorte que

€
xo" = Rp(n) + Qp(n) + (8 - 1)/ of + ... 4+ P

\n-p o/
I1 est clair que lRp(n)[.s é;—. Par ailleurs, soit s 1le degré du nombre algé-
brique 0, et soit T (7 # 6) 1le conjugué de 0 dont le module est le plus
grand. Comme © appartienta S, ona |7| <1 et |68]T< (s - 1)|7]? (mod 1) .

I1 s'ensuit que
!Qp(n)|~$ oP*rl 2(9p+2 + oP3 eea)

L 2(s - 1) E"%I+¥T |7|P (mod 1) .

Par suite
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RN L n+P>} <.. r2(s - 1) __J_.‘T B
|xe” - (o - 1)<}n_p oF + ...+ -§%§>| = O(Lr|?> .

- . n . . . . .
Ainsi, le point %6 se trouve a 1l'intérieur d'un intervalle centré au pcint

T =(6-1) (; of + ol 4 “n+p et de longueur O lT!pj> . Or d'aprés le
P o 0P ‘) ;%§+1)
lemme 6, les points Tn D sont au nombre de O <f2p 1) i) Les points

n ’
x5 sont donc enfermés dans une réunion d'intervalles dont la mesure totale est

o (Jr|P 201

> . Pour p suffisamment grand, cette mesure est inférieure & 1 .
La suite x0" (mod 1) n'est donc pas dense sur (0 , 1) et cela démontre la pre-

miére partie du théoréme 4.

La seconde partie découle du fait que la mesure dans la dimension h (0 <hg 1)

de la réunion d'intervalles considérée précédemment est

O(:iTlph pz(V+1)%> = o(1)
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