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Séminaire PELANGE-PISOT - 10-01
(Théorie des nombres )
6e annde, 1964/65, n° 10 15 mars 1965

SUR UN ENSEMBLE REMARQUABLE DE NOMBRES ALGﬁBRIQUES

par Mohamed AMARA

Nous nous proposons de déterminer les plus petits éléments de 1'ensemble fermé
S des nombres algébriques réels supérieurs & l'unité, étudié par C, PISOT. De
plus, nous établirons quelques propriétés des ensembles dérivés Sqn , et nous en

déduirons en particulier que Sq ne possdde pas de dérivé d'ordre transfini.

Rappelons que tout nombre © de SO est défini par la fraction rationnelle :

ey

A(z)

n
m-u0+ulz+...+unz +...—(u0,u1,...,un,...),

Q(o) = q entier positif non nul et uO >1,

ayant un seul pble -% dans lzi st vérifiant IA(z)l g lQ(z)l sur Iz! =1 .
De plus, les polyndmes A(z) et Q(z) sont pris & coefficients entiers ration-
nels.

C. PISOT a &étudié les développements (1 ,-% ,-l— , ++s) , et a montré que les

2
q
éléments de Sq correspondants sont les nombres 6' , Gﬁ , et éﬁ , respective-

ment zéros des polyndmes :

P'(z) =q+ 2 - q22
Pﬁ(z) = q(l - 22) + zn[q + z - qz2] ’ n>1
ﬁﬁ(z) = q(1 - z2) -z{q+ 2z~ q:zj , nxl.

A
Le nombre ©!' est le seul point d'accumulation des nombres 65 et 6£ , et nous
avons @

-
L N ] <e' <e‘ < LK X 3 <e, < L ] <é' <6' < L N ) .
n n+ n+l n

1

Nous noterons par T1 , l'ensemble des nombres ©6' , Gé ’ é& . Nous verrons plus
tard comment, & partir de 1l'étude de '1‘1 , Co. PISOT a déterminé les quatre plus

petits éléments de S .

Nous dépasserons ses résultats en nous intéressuit, en plus de l'ensemble T, ,

1
aux éléments de Sq définis par les développements (1 ,-% ,-25 yoeee s Uy eee)n

. I'd 03 3 A rd
Nous considérerons en particulier les nombres en et en , zéros des polyndmes

Pn(z) et ﬁn(z) définis par les relations suivantes :
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(1-2%)p, (2) = 47(2)-2""P"(2) , n 313 (1-2)P, , (2)= 4°(2)=2""" ¥"(5), n20

A *

~ *
PZn(Z) A (z)+22nP*(z) , n31 3 (1+2)P z)E.A*(z)+z2n+1P (z) , nzo0

il

2n+1(

ou P*(z) et A%(z) désignent respectivement les polynbmes :

P*(z) = q -1 + qz - (q - 2)z2 - qu ,
#z) = a4 +(a-1z-(a-1)2°-(q-1)2 .
Le nombre 6F , défini par
%
R LS WO R O (VO

q

A
est le seul point d'accumulation des nombres Gn et en qui vérifient les inéga~-

lités suivantes :

<9 <6 . < <6* < <8 <6
o0 o n n+1 * e @ o e 0 n+1 n.

* *
Nous montrerons que la famille des éléments de S inférieurs 3 6 ( 6 = O

pour q = 1 ) contient, en plus de certains nombres Q& (tous les éléments Qa

pour q =1 )}, les nombres Gn et un nombre particulier ©O" , racine du polynbme:

P (z) = q=-2 - (q - 2)z2 - z3 + 23(1 + (q - 2)z + 2z2 - qzs) .

*
Nous verrons de plus que les nombres de Sq , qui sont supérieurs & © , mais
suffisamment voisins de o* , appartiennent aux familles des én et des 65 (des
A *
eﬁ pour q =1 ). Nous en déduisons le fait que 6 est le plus petit élément de

1'ensemble dérivé Sé ; et de plus que c'est un élément isolé.

Tous ces résultats seront basés sur le probléme des coefficients, étudié par
J. DUFRESNOY et C. PISOT, d'une fonction f(z) méromorphe dans izl.s 1, ayant
le pdle simple et unique %- dans lzl <1, et vérifiant |f(z)|.§ 1 sur lzl= 1.

Soit (uo R eer) le développement de f(z) autour de 1l'origine.
Nous savons que 1l'on peut trouver deux polyn8mes En(z) et E;(z) , avec En(o)=1

et E:(o) =-1, de degré n tel que, si 1l'on pose

D (2) = - z" E (1/2) ,

* n o_ %
Dn(z) = Z En(l/z) ’
D, . D
les développements de ol et R cafncident avec celui de f£(z) jusqu'au terme
n

n-1
en z , et que
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D (2) )
m:(uo,ul y oo ,U.n_l ,Wn, L )

n

D (z) %
-E‘*rz';' (O ,ul 9 eecoe ,un-l ,Wn, 0'0) 'y

n

w_ et w* étant déterminés de manidre unique, et vérifiant
n n

%
Wn g un $ Wn .

De plus, les polyndmes Dn(z) et D;(z) ont chacun un zéro, et un seul, exté-

. c * fs s .. s
rieur au cercle-unité. Ces zéros T, et T, vérifient les inégalités

*
1<t <0<, -

Ces résultats sont valables pour n >3 , et seulement pour s 2n >3 , dans le

cas ou la fonction f(z) s'derit
f(z) = E%—% avee u(e) = ez° v(1/z) , €=12<1

( f(z) dtant dite de rang fini s ), et certains le restent m8me pour n =1 et
=2,

Etant donné © de Sq , défini par le développement (uo p Uy s U, cee)

n
x) s
nous formons les polyndmes Dn ’ Dn correspondants, et nous utiliserons les deux

propriétés suivantes :

cee 5 U sont connus et que s >n

Premiére propriété. -~ Lorsque Uy 2 Uy el
(dans le cas o O est défini par une fraction de rang fini s ), nous détermi-
nons le polynéme Dn(z) « Nous en déduirons la valeur de LA Nous devons avoir

' yd . ’ —
u ;;wn y, 1L'égalité entratnant 6 = T,

Deuxiéme propriété. -~ Nous formons ensuite le polyn8me Dn+1(z) par la relation

de récurrence

u - w

= oo

n+1( ) (1 + Z) D (Z) -~ 2 u - W Dn-l(Z) L
n-~1 n-1

Nous devons avoir Dn+1(1) > 0 , condition équivalente & u $‘w: y 1'8galité en-
tratnant

*

6=t et n+1( z) = (1 -12)D ( ) .

Si les deux inégalités strictes, u >w et Dn+1(1) >0 , sont satisfaites,

nous avons s zn + 1 , dans le cas ou f(z) est de rang fini.
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Nous allons maintenant appliquer systématiquement les propriétés des polynbmes
Dn(z) et D;(z) associés aux fractions rationnelles définissant les nombres de

Sq inférieurs a 51 , zéro du polyndme :

2A%(2) + z PM(2)

A 2
Pl(z) = 1 + 2z

=q + (q - 2)z - (q - 3)2 - qz3 .

Signalons les inégalités :
. :
61 <6 <1 +-% pour gq > 2,

* a
' =06 < 81 <2 pour g =1,

LEMME 1., - La fraction rationnelle, associée & tout nombre © de Sq inférieurt

. A
a o

» admet, au voisinage de l'origine, le développement suivant :

1

A(z)

1 2
m:(l,a,uz,...,un,...) avecléqu2$2'

Pour tout élément de S _, les coefficients u  sont tels que qn+1 u est en-

tier rationnel, et il en est de m8me pour qn U si Uy = 1.

0o~ % ¢ Nous en déduisons que T, = Y <0

A
comme O < 61 <1 +-% , nous obtenons qu, < g8 <qg+1.0r, par définition ménme

de Sq » QU > q ,» il s'ensuit que

Nous formons le polynéme Dl(z) =u

u
Nous déterminons ensuite le polyndme Dz(z) =1+ E%-z - z2 , et nous obtenons
uf
2 =7

5 vérifiant, pour q > 2 ,

. Dz(z) admettant une seule racine T,

<p<h <o
o 1 ’
nous obtenons ¢

!
aD,(8") = (g 5 - 1)8' <0,

]

soit

q_ul < 2 °
z)

quant le théordme de Rouché au polyndme A(z) - Q(z) , admettrait au moins deux

i
—~

Puisque qu, est un entier rationnel non nul (car, si u, = o, , en appli-

8

pbles 4 1'intérieur du cercle-unité, ce qui est impossible), nous obtenons
qu, =13

mais, si g =1 , nous écrivons que D2(2) <0, ce qui donne 1 Lu, 2.

1
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Nous utilisons ensuite le polyndme D3(z) :

u 5 u, - uf/Z
D3(z)=(1+z)(1+-§1—z—z)-—-z———u—i———(l—z).
Pour u1 =2 et u, >3, D3(z) admettrait un féro supérieur a é3 « En 1limi~
tant, pour q = 1 , notre étude aux nombres 6 < 63 , nous obtenons u, £2 . De
plus, nous avons u, > W, = %i = 2 , soit en définitive w, =u, =2 et O =0"' .,

2 2 2

qu, étant égal a 1'unité, l'expression du polyn8me D3(z) devient

D (z) = (1 +2)(1 +-l—

2 1
5 33 z - 2°) = z(qu2 - 55)(1 -z) .
A partir de la relation
Lo 2
P,(2) - a D,(2) = (¢ v, - 3) 2(1 - 2) ,

nous en déduisons, pour q2 u, >3, les inégalités

6 <, <6.

1 3
A
Puisque nous limitons notre étude aux nombres de Sq inférieurs & 91 , 11 s'en~
suit que
2
q U, 2.
2
U1 1
De plus, nous savons que U, 2.w2 =5 =5, solt en définitive
2q
< 2 <
1<q U, S 2 .

LEMME 2, - Les seuls éléments de Sq définis par les développements

sont les nombres ©' , 6' , et ©O!
n n

. Alz 1 1
SOlt f(z)=§z(-z—g_=(1 ’E,_E, e o ,un, t-o) .
Effectuons sur f(z) la transformation suivante :
(q -z - qz2) f(z) = q(1 - 22) - Az + ...

f (z) =
! (¢ + 2z - qze) - q(1 - z2) f(z) --% 25 4+ e
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Sur |z| = 1 , nous avons
2
lg + 2 - az°| = ll-q(Z-%)|>q|Z—-;-|=q|1-2|,

et lfl(z)l <1 . D'aprés le théoréme de Rouché, le dénominateur de fl(z) , apres
rultiplication par Q(z) , admet dans lzl,s 1 le mé@me nombre de racines que
Q(z)(q + z - qzz) , soit deux racines. Or, il en a déja deux racines en z =0 ,
donc il n'en a pas d'autres. En simplifiant par 22 R fl(z) devient holomorphe

dans, et sur, le cercle-unité. De plus, aprés multiplication par Q(z) , numéra-

teur et dénominateur de fl(z) sont des polyn8mes & coefficients entiers ration-
nels, et le terme constant du dénominateur vaut 1 . Done, le développement de

Taylor de fl(z) est & coefficients entiers rationnels, et comme fl(z) est ho-
lomorphe et borné par 1 dans |z| €1, il s'ensuit, d'aprés le principe du ma-

ximum, que

fl(z) =0 ou fl(z) = 8zn (8 =1 1) .
a(z) _ _ql1 = 2°)
Le premier cas donne 3(z) =3 , qui correspond a © = 6' ; les autres

q=-2 - Q2
cas donnent

A(z) _ q(l - 22) + €zn(qr+ 2 - qzz)
Qlz) =

9
(q -7 - qzz) + qun(l - z2)

A
qui correspondent a Gﬂ pour € =+1 , et & GA pour € = =1,

Les nombres 6 , définis par les développements (1 y l—, 15 y ees s U_ ...) ,

qQ n
q
étant compleétement déterminés, nous nous intéresserons dorénavant & 1'ensemble T,
A [
des éléments de Sq définis par (1 ,-% "gE , «o.) et inférieurs a 61 .

q
Remarquons que nous avons la relation

Pz(z) -q D3(z) = (q2 u2 - 2) z(l - z) .

Nous en déduisons que, si © est inférieur a 62 , 11 appartient & l'ensemble Tl’
et un calcul simple montre que les seuls nombres de T2 , inférieurs a 92 , sont

3
a savoir 8{ , Gé ’ Gé , et 62 ’

Avant de poursuivre 1l'étude de 1'ensemble T2 , nous établissons le lemme sui-

61 = 61 R eé , et 61 . Nous obtenons ainsi les quatre plus petits é1éments de Sq,
déterminés déja par C. PISOT.
vant :

LEMME 3. - Soient A(z) , Al(z) ’ Q(z) , Ql(z) s polyn8mes & coefficients entiers

rationnels tels gue :
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.é—.} (g + 0 oo s u y e
A”_( (0 ,0) RO T
= 1 5 e c e 9 n 9 ce e
Q(z) = q + q Z + e
(1)
Ql(Z) =q+q " BF e
Supposons ?ue u_ = uil) , pour n <N, et Uy # u§1) . Nous avons alors
kN = q2(uN-u ! ) entier rationnel, et il en est de méme pour
2 (1) Ky
Kye < 4 (uN+1 - uN+1) -4 q !’
A (z) *
.1 A"(z)
= t N >5.
St Q,(z) (=) © >3
Posons :
1
Ke(z) = faq, -4 J=k + Xz + .0y
Z

(1)

2
q + q(ql + ql )Z + oo

il

H(z) = a(z).q (2)

Les polyndmes KN(Z) et H(z) sont & coefficients entiers rationnels tels que

G RN ¢ RN ¢ R
H(z) N NI PSR 5 RSP
Comme H(o) = q° nous avons K (o) = = 2(u - u(l)) entier rationnel. De
=4 Ky Ky = a oy = vy :
plus,
2 (1) kN (1)
| I - ————
ey = "oy - vgg) + 7 (g v 970
ou encore
1 b 4 i q§1)
oy = oy ¥ 1 ) -
. A(2) _ A*(a)
Or, si nous supposons que et N 3.3 , nous obtenons
QI(Z) Q*(z)
1
QE ) = 2,
+ z + z2 +
; - 2 - ’ ) 9 s ’
Qlz) q + 4 z + q, 2z + e 4 q
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soit, par identification,

Q(a2—q2)=ql+27

et l'expression de kﬁ devient

kb o=y + (1 + a, - qz)kN ,

et 11 s'ensuit que kN+1 est entier rationnel.

Soit 6 un élément de 1l'ensemble T pour calculer les polyndmes Dn(z) et
A(z)
szj

A
les polyndmes Pn(z) et Pn(z) dont les expressions ont été donndes dans 1'in-

o 3

* PSRN . . (s e
Dn(z) associés a la fraction rationnelle définissant © , nous utilisons

troduction,

Considérons les développements en série entiére suivants :

A(z) _

1
m._(l ,E,;—é, o..,un,.s.),
X
Az 1 2
ﬁ%:(l,gyjyuao’vn,ooo)a'
q

Soit N un entier tel que u, =V, pour n <N, et Uy # Vo Nous voyons que

A(z)
Qlz)

la, il suffit d'appliguer le théordme de Rouché au polyndme

N >3 . D'autre part, si est de rang fini s , nous avons s N . Pour ce-

A(z).Q*(z) - A*(z).Q(z) = qz(uN - V})ZN + oeee 3 A(z) = st Q(l/z) .

7
. . Al=z) -

Puisque N >3 et s >N, dans le cas ou QTET est de rang fini, les polyndmes
DN(Z) et D;(z) sont déterminés d'une manidre unique, et admettent sans aucune

restriction les propriétés signaldes.

Nous devons distinguer deux cas, suivant que N est pair ou impair.

(A) Premier cas. - N = 2p avec p > 2.

I1 est facile de vérifier que

_ - P+ 2
q(1 + z) D2p(z) = PZp(Z) + ) Z'P2p—2(z) ,
_ _1 p+2
w2p - V2p q2 p+1°

I1 résulte, d'aprés la premisre propriété des Dn(z) , que
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> W =V l— P+ 2
Yop # "op T T2p q2 p+1’
soit
2 ) p+ 2,
or, k2p = q2(u2p - VZp) est entier rationnel, d'spres le lemme 3 ; il vient que
-1g k2p .

Nous formons ensuite le polyndme

(Z) ’

(z) = (1 + 2) sz(z) S Yon

D
u2p_1 -~ W2P_1 2p-1

D2p+1

= - _ 1 o
avec q.sz_l(z) = Pzp_2(z) et u2p—1 - W2p—1 = vgp_1 - W2p-1 = q2 . En utilisant
la deuxiéme propriété, soit D2p+l(1) >0, il s'ensuit que

D
< ]
k2p Np -1
Sauf dans le cas p =2 , ou 1l'égalité k2p = 2 est possible, 1l'entier kZp ad-
met seulement les valeurs -1 et + 1
(a) k2D =2 avec p =2 . - Mais nous avons alors D2p+1<1) =0, et la 2e
propriété des Dn(z) donne
* *
= - B =1
D2p+1(z) = (1 z) sz(z) et sz ’
et un calcul simple montre que
A
D2p+1(z) = P2p_1(z) - 7 P2p_2(z) .
) A A A , %, A
Soit D5(91) > - 91 92(91) >0 3 il en reésulte que D4(91) <0, condition équiva-

N
lente & 61 < tz = 0 . Le cas k2p = 2 est & éliminer, puisque nous limitons no-

A
tre étude aux nombres O < 61 .

(b) k2p =+ 1 . - Dans ce cas, le polyndme D2p+1(z) se met sous la forme plus
simple :
0.0, (2) 2P, (2) =22, ,(2) =B, (2);
nous en déduisons :
v = 2(g - 2)

oprl T Vop+l T .
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soit, d'aprés la premidre propriété,

2(

Kopr1 = @ Wopey = Vopn

Nous formons ensuite le polyndme

u - W
oprl T "oprl .

Hi

(1 + z) D2p+1(z) -2

il en résulte, d'aprd®s la deuxilme propriété,

<_2+ﬂ-§.—.

k <
2p+l X tp -1
k2p+1 étant entier rationnel d'aprés le lemme 3, et vérifiant les inégalités
25k, <-2 +._§i£;tli__ ,
P p +p~1

nous avons les deux cas suivants :

(a) x £

- . - i = =0 ’
2 , mais alors Uoni1 W, , soit 6 12p+1 2p-1 "’

2p+l P+l

(g) k2p+1 >-1, avec p< 4 .

A
Si nous exprimons la valeur de D2p+2(z) pour 2z = 62p—1 , 11 vient :
a —_2_:’;.1_ 8 5 > .
D2p+2(e2p—1) =~ 35+ 3 <k2p+1 +2) ® -1 sz(ezp-l) 03

il en résulte alors les inégalités

A A

> > 6
© > Tonio 7 Fopy 7 97 -

Nous éliminons ce dernier en nous bornant dorénavant aux nombres de S infé-
q

rieurs & ©

7 »
(e) kZp = - 1 . = Nous obtenons q D2p+1(z) = ng_l(z) , d'ol
_ 2(qg - 2)
w2p+1 = v2p+1 + q3 .

Nous formons ensuite le polyndme :

Dypole) = (1 +2) Dy 1 (2) = (p+ 1)(a(uyy,, = vy ) + 5 = 2)2 D, (a)

Les deux principales propriétés des polyndmes Dr(z) donnent les inégalités :
1

>
2§ Eopyt = 1 (u2p+1 - V2p+1) T3S >

i-< 2 +-§£§3—:~ll— .
4 P +p -1
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Les deux inégalités bornant les valeurs de l'entier k2 montrent que

p+1

(¢) ou bien k =2, soit u , ce qui entratne © = ©

2p+1 2p+1 T "optl 2p-1 ’

(8) ou bien k2P+1 >3, avec p =2 ;

A(z)

1'étude de ce dernier cas ( s 22p + 2 = 6 si e est de rang fini) se pour-

suit de la mé&me fagon. Nous obtenons :

q'D6(Z) =q -3z - (q - 2)22 + (q - 2)24 + 225 - qz6 .

Nous utilisons ensuite le polyndme

i

D-(2) = (1 + 2) Dgla) - 2a°(ug = w) D (2) .
L'inégalité D7(1) est équivalente a

2(u -w,) <2
q 6 6\37

s Cra g 2 . . .
et, d'aprés la premiére propriété, q (u6 - W6) 2 0 ; ce nombre entier rationnel,
en vertu du lemme 3, est alors nécessairement nul. Nous en concluons que U = T6 ’
racine du polyndme D6(z) ; c'est le nombre que nous avons représenté par €" dans

1'introduction.

(B) Deuxidme cas. - N = 2p + 1 , avec p 21

I1 est facile de voir que

- \ 1
- = ' = -
q.D2p+1(Q) P2p(z) , d'ol Voprl = Vopil q2 ,
et nous en déduisons, & partir de la premidre propriété,
2
= - > -
Kopsr = @ (u2p+1 V2p+1) z-1.

Nous formons ensuite le polyndme :

(z) = ( ) (z) Zopt1 ~ opil (z)
D z) ={1 4+ z) D 7) - 7 -—-____L.D z ’
2p+2 2p+1 W2p - W2p 2p

ou sz(z) désigne le m&me polynbme que celui que nous avons utilisé au début de

1'étude du premier cas.

p+ 2
+ 1

il

Remarquons que nous avons u2p - W2p = v2p - W2p

1
2
q

, d'ou

kel
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(2) - 222 (x

D2p+2(z) = (1 + z) D2p+1 op+l + 1)2 sz(z)

En exprimant la deuxiéme propriété, soit D2p+2(1) >0 , il vient :

k2 1$1+%M.°
P p +p -1
Les deux inégalités bornant les valeurs possibles de 1l'entier non nul k2p+1 mon-
trent que nous devons examiner successivement :
= e i = ' ou B =T = U
(a) k2p+1 1 , mais alors u2p+1 W2p+1 , d'ou op+l op
> <
(b) k2p+1 > 2 , avec p 2.,
A
3 . z =6 . 1" :
En exprimant la valeur de q(l + a) D2p+2( ) pour = 2p ? il vient
e A a + 1 A2 A
> 8 -2 - C
a1+ 8, 1Dy o(0,) B0+ 6, (2= 05 (eppyy + 1)) = deppyy 95pd Pop(fay)
>O.
Nous en déduisons les inégalités
A A
6 > > 6 > 6 .

Top+2 = T2p 7 74

Ce cas doit 8tre écarté, puisque nous avons limité notre étude aux nombres

A A
g <o8_ <o .
7 4
- Ny N Alz)

(C) k2p+1 =1 . - L'étude de ce cas (ou s 22p + 2 , quand oz est de
rang fini) se poursuit toujours de la méme fagon. Le polyndme D2p+2 z) admet ici
une forme plus simple, soit

) D, (z) =P

q(l + oz D2p+2 z) = P2p(z) p + 2 2p( )

d'olu
2 _ .4 4

4 (W2p+2 - V2p+2) =ta- (2 + D + 5)

et la premiére propriété donne
4 . .2 4
2 - o3 Sk = A Wy = Vop0) -7

Nous formons ensuite le polynSme (z) , soit

D2p+3

k2 o + 2
Qe 2p+3( ) = ZP(Z) -2z ‘—2_——'2 PZP(Z)
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I1 en résulte (deuxidme propriété)

4
< - —_
Kpryp S= 22

Les deux inégalités bornant les valeurs possibles de l'entier k2p+2 , montrent

gue nous devons examiner successivement

(a) k2
soit 8 =

= - <p < - = =
o2 = 3, avec 1S$ps2. Le cas p 2 nous donne u2p+2 w2p+2,

T =
2p+2
n'est pas a coefficients entiers.

T6 ; mais ce cas est & écarter puisque le polynbéme ¢ D6(z)

Tandis que, si p =1 , nous pouvons vérifier que

(1+68.) 0 (6) = 8282 - 45 +1) p*B.) >0
1 37 7437 T T3\73 3 ’

3

A o
ce qui entratne 9 =T, > 6, > ©_ |, Notre étude étant limitée aux nombres infé-

4 3 7

A
rieurs a 97 , cette derniére possibilité est a éliminer.

(8) k2p+2 2>=-1, avec p $ 4 . - Nous avons alors

k + 2
" 2 2p+2 A
d = -9 e 9 >
4 D2p+3( 2p) 2p 2 P2p( 2p) O

A A
3’T2p+3 > 92p 2 e§ + Nous éliminons ce cas, en limitant notre étu~

de aux nombres O inférieurs a 98 .

ce qui donne ©

(Y) k2p+2 = -2 (avee s Z 2p+3 , pour une fraction de rang fini). ~ Ncus

poursuivons notre étude de la méme manidre. Nous avons
"
q D2p+3(z) = Pzp(z) .
Nous formons ensuite le polyndme :

(2) - 232 4%

D = (1 + z) D2p+3 Z 7 a 112p_'_3 - W2p+3)Z D2p+2(z) .

2p+4

Les deux propriétés principales des Dn(z) donnent, pour 1'entier q2[u2p+3—w2p+3],

8

< - L
05 oy - w1 557

lesquelles inégalités nous conduisent & considérer les deux cas suivants :

2 A
— — = i e =
q (u2p+3 W2p+3) 0 , mais alors eZp ’

121, avec p<7.

q2[u2p+3 = ops3

A partir de 1'inégalité
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<a}
S~

2
_.._2p 2 P>
DopialBp) = =TT 70

nous en déduisons que

@
Y
V

Nous écarterons ce dernier cas, en nous limitant aux nombres de Sq inférieurs a
A

%14

L'ensemble de ces résultats est résumé dans le théoréme suivant :

3 A A
THEOR ..IZ 1, = Les nombecs € dec § , inféricuws & 614 , et qui n'apparticen~-
- A
nent pas & 1l'ensemble Tl , sont les nombres en , les nombres Bn ou n =14

”»
le nombre 9" , Le nombre 6% est le seul poin® d'acmulation des nombres 6<9

14

Nous allons poursuivre 1‘étude de 1’encemble fermé S par 1'établissement de

quelques propriétés de ces ersambles dérivés successif s (n . R. SALEM a montré

(ﬁ/

que, pour q =1 , les erc:zbles S son

ot
<

tove non v*aes, et il en sera encore

de méme pour q > 1 .

Etant donnée ure suite 9“ ae < tendant vers © , nous luil associons la fa-

mille des fractions raticanellss === deéfinissant les Qu . Nous savons que

cette famille est commnaociz. Hous pouvons a.ors exbtraire une sous-suite tendent
. . Al z L .

vers la fraction rationnelle -5(—% arant 5 comme unique pdle dans |z’

et vérifiant les corditions ponr quzs 9 €& .

a
Des1gnons respactlvemcrt nar T ef Tp les valzurs moyennes sur |z| =1 des
2 2 . . . ‘ £
| | et [——T—-I Si nous invroduisons les "développcments en série
» 1 -8 z
1 - €z,2 - | 1 «~ 9z v A
Gz =2 = et ‘Z-enz_er"—ZY, :

nous obtenons, pour =+ et Tu , les valeurs suivantes :

0 0 n
(1) T= X [Y v uwP=2Z10[3 v w I,
n=0 p=0 P P n=0 p=0 0P P

«® n

SIS v v F.

n=0 p=0 Qe -P o W, D

(2) T

"

il

En raison de (1), Ztant donré ¢ un ncobre posiiif. nous pouvons déterminer un

entier N tel jue :
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N n

> [ 2 Ypop B ]2 >T - ¢,
n=0 p=0 P P
Les YH 0 tendant vers Y, » quel que soit n , quand  augmente indéfiniment,
’

on peut déterminer un entier m tel que, pour & >m , on ait :

(3) P03y w F>rooze,
n=0 n=0 ‘0P P
d'ou, en tenant compte de (2),
@ n
(4) | S O[Xv w I <oe .

n=N+1 p=0 H/7°P P

Choisissons pour -y une valeur assez grande (et nécessairement supérieure 3

m ) pour que

(5) uu,p = up pour p <N et uu,M £ Uy

M désignant un entier plus grand que N . Nous en déduisons, & partir du lemme 3,

que

(5) o°l

- >
uu,M U’MI >1 .
Comme, de (5) et (5'), la relation (3) devient :

N n

2
6 > T - 2e,
(c) nEO [ﬁEO Yu,n—p uu’p] i

tandis que la relation
M

| 2

g UMD

up‘ <4/§g ’

conséquence de 1'inégalité (4), entratne :

M Y,
(7) |2y | >0 5T,
q

u
p=0 My M~p H,p

les relations (2) , (6) , et (7) conduisent & 1'inégalitds

Y,
p,0 57) 2
> 7T - —_— -
T, T -2+ ( 5 /f2e)< .,
q
En faisant tendre u vers 1'infini, et en remarquant que Yu,0 tend vers YO=‘E§ ,
4
nous en déduisons °

. 1
lim v >+ +

" (49)*
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LEMME 4. - Soit une suite 9' de S tendant vers le nombre fini 6 . Une sui-

A(z)

: : z) :
te partielle extraite de la suite %irgy tendra vers O et pour cette suite

partielle, nous avons :

1
TSlim T -
T M (g9)

Nous en déduisons le théoréme suivant :

5(n)

THEOREME 2. - Si un nombre appartient & 1'ensemble dérivé , i1 existe

un polyndme A(z) a coefficients entiers tel que A(o) >q et sur |zl = 1., nous
avons IA(Z)I £ IQ(Z)I , la valeur moyenne de L%%§%|2 étant au plus égale &
n
1- 40
(q9)

La démonstration se fait par récurrence. La propriété étant vraie pour n =0 ,

nous la supposerons aussi vraie pour n =h , et nous 1'établirons pour n=h + 1.

h
Si © appartient & Sgh+1) , 11 est limite d'une suite GM de S( ) . Les frac-
Z
tions rationnelles %E%ET , associédes aux Su , donnent des valeurs moyennes
1
T S1 - S — . Nous aurons donc :
: (q8,)%
"
Lin , 1 - ——311; ,
(q9)
! o . . Az)
et, d'apres le lemme 4, la valeur moyenne de la fraction rationnelle QTET asso-
cide & la limite 6 vérifie
’r$1— h4_ 14:“1—h+2.0
(¢®)7  (q8) (a6)
Dans les hypothéses du théoréme 2, nous avons, en particulier, 1 - ——E-Z >0,
(¢9)

ce que nous pouvons énoncer sous la forme :

, (n) nl/4

COROLLAIRE. - Le plus petit élément de 1'ensemble Sq est supérieur a T

et par conséquent augmente indéfiniment avec n .

I1 n'existe aucun élément qui soit commun & tous les éléments dérivés d'ordre

fini.



(1]
[2]

(3]

4]

(5]
Le]
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