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Séminaire DELANGE~PISOT 401
(Théorie des nombres)
be année, 1964/65, n° 4a 30 novembre 1964

THESE DE SCHOEEE, 1.

par Nicole PALLARES.

Dans sa thése, présentée en 1930 & 1'Université de Halle (Wittenberg), sous la
direction du professeur HASSE, Waldemar SCHOEBE élabore une théorie des fonctions
dans un corps & valuation non archimédienne. Il s'inspire des travauxde STRASSMANN
(l) sur les corps p-adiques, mais toute son étude porte sur des corps abstraits.

Chapitre 1. Axiomes et structures.

Les corps K considérés sont des corps valués, & valeur absolue non archimé-
. . . s + +
dienne, ¢'est-d-dire munis d'une application v de K dans R ( R : ensemble

des réels positifs ou nuls),
Va (aeKk) a - |al la] € Y,
satisfaisant aux trois axiomes :
la| =0 <= a=0
lab| = la| |b|
(ITF) la + b| § maxl|a| , Ib]] .
Le Je axiome a pour conséquence immédiate :
lal # bl => |a+ bl =na{|a] , [b]].
La valuation est supposée non triyiale :

/
Ja (aeK) telque O<|a] <1,

1. Etu.de de T = V(K) .

La considération de l'ensemble I des valeurs absolues conduit & distinguer
deux types de corps K :

1© 51 1 n'est pas point d'accumilation de T s I représente 1l'ensemble des

puissances entiires d'un nombre réel n déterminé tel que O < n < 1 ,

(l) STRASSMAMN (Reinhold). - Uber den Wertevorrat von Potenzreihen ein Gebiet
der p-adischen Zahlen, J. fir reine und angew. Math., t. 159, 1928, p. 13-28,
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r={P; vn (ne2)} ( 2 : ensemble des entiers relatifs) ;

K est alors & valuation discrete.

Soit peK tel que |p| =n : p est appelé élément premier de K .

20 1 est point d'accumulation de I' ¢ ' est alors dense dans R" . On dit

que K est a valuation dense.

2. Anneau des entiers de K et corps des classes résiduelles.

On appelle entier du corps K , tout élément x tel que |x| <1 .

L'ensemble des entiers, A , est un anneau intégre de K . Il contient :
~ d'une part, les éléments x tels que |x| =1 , dits unités, qui constituent un
ensemble U 3
- d'autre part, les éléments x tels que |x| <1 , qui constituent un idéal ma=
ximal I de 4.

Dans A , la relation d'équivalence :
x-y€1l c'est-a-dire |x - yl <1
détermine une partition en classes résiduelles X .
L'ensemble des classes est un corps y .

La considération de card ¥ conduit, elle aussi, & distinguer deux types de

corps K :
1® x est fini, contient k classes. K est un corps d'indice fini k .

2% x est infini. K est un corps d'indice infini.

Soient xe€ A et ye A :d'aprées (ITF), |x-y| St
-}E:‘§;<==> lx"y'l<l’
XET <= |x-y| =1.

X = {0} constitue une partition de U . Si y est fini, k est une puissance de
nombre premier, et

Vi (xed) FT=F == |F-x <1,

en particulier
] k

le:l::: X-l-ll<1,

3. Corps K algébriquement clos.

En tenant compte des discriminations précédentes, les corps K algébriquement
clos se classent de fagon remarquable.



4-03

THﬁORﬁME. - les corps K algébrigquement clos sont & valuation dense et indice

infini.
En effet,

- s1 K est a valuation discréte, soit p wun élément premier,

P(x) = & - p n'a pas de zéro ;

-~ 381 K est a indice fini k ,

Q(x) = £ - x -1 n'a pas de zéro .

4. Etude topologique de K .

Soit a €K,

On appelle disque ouvert (resp. fermé) de centre a , rayon p , l'ensemble des
éléments x de K tels que |x-a| <p, p désignant un réel positif (resp.
|x - al <P, p réel positif ou mul).

Deux disques quelconques sont :

- soit disjoints,
~ soit 1'un inclus dans 1'autre.

Chaque disque est simultanément un ouvert et un fermé de X .

Un corps K est localement compact si, et seulement si, il est complet, & va-

luation discréte et indice fini.

Chapitre 2. Séries entiéres.

Dans tout ce chapitre, le corps K est, de plus, supposé complet.

[>o]
Une série 2 u, ~converge si, et seulement si,
n=0

1im un =0 ;
N0

1l'expression max lunl a alors un sens, et d'aprés (I T F), la somme S de la
n .
série est telle que

(1) S| < max Iunl .

[e o]
. ‘s n
Une série entiére 2 & X a pour rayon de convergence
n=0



1
R - .
lin |a ll/h
n-—>+oo
5. Inégalités de Cauchy.
Soit
S n
flx) = 2 a X
n=0
une série convergente pour x tel que |x| =p .

Comme en théorie des fonctions de variable complexe, les formules de Cauchy ex-

priment une relation entre

max lanlpn = M(p)
n

et

sup |£(x)| = u(p) .

X|=p

a. Premiére formule de Cauchy.

Si K est un corps & valuation dense ou & indice infini,

(¢ F)) p(p) =M(p) .

Démonstration.

Si p =0, la relation est triviale.

Si p #0, par 1'homothétie x —w% , On se ramene au cas lx] =1.
D'aprés (1),

(2) u(1) g u() .

On va montrer que M(1) g m(1) .

1° Examinons le cas d'une série réduite & un polyndme :

q
glx) = 2 a, x ix] =1,
n=0

On exprime les coefficients a, en fonction de valeurs que prend le polynfme sur
le cercle unité, en introduisant q + 1 unités, distinctes deux 3 deux :

Xo 5 see y K5 5 eee s x, 147 => X; # X5

g(Xi)= g 8 Xl:l i:o, oo ’q’

n=0 % %
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Ces relations peuvent &tre considérées comme un systéme d'équations linéaires re~

lativement aux inconnues a, $ le systéme est de Cramer, son déterminant étant

A = - TAY o
= .ﬂ. (xj Xi) £0
J>n

La solution du systéme est

>l

q
(3) ay, = izo By

i,n g(gi) n=0, «e0 y g

lg(xi)[.s p(l) , et L déterminant extrait de A , a pour ¢léments des unités
14
<

lAi,nl 1 . D'ou

|| sﬁ‘%} .

Si 1'indice de K est infini, les x; peuvent &tre choisis dans q + 1 clase

ses distinctes,

ifdj = lxj-xii=1, o] =1, ian|§|.1(l).

Si la valuation de K est dense, Ve (g€ R" et 0<e<1) , 11 existe

g + 1 éléments Ci de X ayant des valeurs absolues telles que
147 => lcil;étcj{ et L-e<|c] <t
Posons x; =1 +C, , ‘Xii =1, et lxj - xil = max[ICi| , Ile] >1 ¢
, 1 2
i”l > (1 - e)(Q(Q* ))/ ,
~(q(g+1)) /2
Ve |anl <)@ - ¢ (ala+1))/ == lanl < w1,
d'oh
(4) M(1) < (1) dans ces deux cas .
De (2) et (4) résulte M(L) = p(1) .

2° Considérons maintenant une véritable série,
£(x) = 2 a, =,
n=0

convergente pour x tel que |x| =1 . Si M(1) =0, quel que soit n, a_ =0.
(c Fl) est triviale.

Supposons M(1l) # O
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On décompose f(x) en polynbme et série-reste convenablement choisis :
M(1 . .
3qg (gelN) telque Vn>gq, lanl <-—%—l, puisque lim a =0 ;
N>t
f(x) = (Zl a, & s 2 a, = g(x) + P(x) ;
n=0 n=q+1
le choix de q entraine que
(1
M(1) = mex Ianl et |F(x)| <I‘2 -
n"—-"o’oc,q X :l
(c Fl) est valable pour g(x)

Isup1 lg(x)| =M(1) .
Xji=

Alors, V ¢ (eeR" et O<e<M-g-l-2-) » 3x; (x5€eK et ]xol = 1) tel que

lg(x,)| >M(1) - s>m2-l—l .

Comme IF(XO)I <ﬂ(2_ll R

| £(x) | = maxf [g(x)| 5 [Fx) 1] = le(xp)]
lf(xo)l >H(1) - €.
Ainsi, V e,
W) >M(1) - e => (1) Zu(1) ,

et d'aprés (2),
W1) =wm(1) .

Contrairement, considérons un corps K & valuation discréte et indice fini k .

On constate que (C Fl) n'est pas nécessairement valable :
Soit h(x):x-xk, x| =1, ML) =1
lx-xkl <1l => p(l) gm<M(1) .

Pour les polyndmes de degré déterminé, SCHOEBE obtient un encadrement remarquable
de u(p) :

be Deuxiéme formule de Cauchy.

A

Si K est un corps & valuation discréte et indice fini k s pour un polyn8me de
degré q déterminé,
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(=]
) AV ue) ule) <ulp)  avee Y(@) = I [~
=0 k" (k-1)
chacune des égalités pouvant 8tre réalisde.
Démonstration.
Soit g(x) = g a, x" . On se ramdne au cas x| =1 .
n=0

On a encore
(2) W(1) (1)
Cherchons & minorer w(l) .

Comme précédemment, on exprime les coefficients a, en fonction de valeurs

g(xi) prises par le polynfme sur le cercle unité,

1 2 A ) 0
(3) an :Z .Z i,n g(Xi n = y e o q 2
i=0
AJ.n Y4,n Ai'm L
[) 2 —— L °
ST G owy Ml <8 = sy FAE
j#i, 1fixé Y jAl, i fixé
Posons P, = [ |x. - x.| 3 (3) entratne
j#i, 1fixé Y
lg(x.) ]
i
(5) Ianl $ mx —— ,

i=0,..,q ‘i
[g(xi)l §p(l) - Minorons P, :

Le corps K étant & valuation discréte et indice fini k, Vs (s e N , N
ensemble des entiers naturels) , chaque disque fermé de rayon n° est recouvert

par k disques fermés disjoints de rayon St

Solent a et b deux entiers j; on pose
a=">b (mod ps) ==> |a - b|.§ .
Les entiers se répartissent (mod p°) en k° classes résiduelles. les unités,

réparties (mod p) en k -1 classes, sont réparties (mod ps) en (k - l)ks"l

classes.

Supposons alors les q + 1 unités X; "bien réparties", quel que soit s ,
s s as . , - .
dans les classes (mod p~) , c'est-a-dire suivant une repartition aussi proche que

possible de 1'équirépartition.
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Dans chaque classe (mod p°) , il y a au plus [—————SL-—-J + 1 unités x, .
N - 1)
I1 y a donc, au plus,
N = [—%—
S S—l(k - l)

unités X, différentes de X, » 1 fixé, appartenant & la classe (mod ps) de

X 3 si Né désigne le nombre de ces unités, quel que soit s , Né SN_ .

3t (telN) tel que Ny, =0, N £0 .

les facteurs de P, portant sur les unités x,

appartenant & la classe (mod.pt)
de x; sont tels que Ixj - x| =

. leur contribution & Pi est ¢

1
tNt

Hya N _;, -N wunités x, appartenant & la classe (mod pt_l) de x

; sans
appartenir 4 la classe (mod p%) de X,

« leur contribution & Pi est

T{ . - x| = n(t—l)(N%_l—N%)
=115 il ~ *

Il y a enfin N} - N} unités x, appartenant & la classe (mod p) de x;

Sans appartenir & la classe (mod p2) de X; Leur contribution & P,

est :
NI=N}
l‘lX.—X.I:ﬂle.
J i
- T4+ (6=1) (N =DN!) 40 o0t I =N2
Pl x Il % vus il =5 O t=1""% 1™ s
i t t-1
[o0)
tl\x'i‘(t l)(l-‘lr' -N"t.)+..+N]'.-Né=N“'L+N£_l+.'+N z N’, - Z Né ,
a=1 e=1
(o o}
N' <N 2 m <:‘Z N
~ b4
S S o1 S ol ’

,§ N ZZ —_— z —_a .
iR L e 1)] Z [ks( )] ¥(q) ;
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P, >,,9P(q) )

D'aprés (5),
la | < p(1) ()

d'ou

m(1) g p(r) ¥
et
(6) A w1y g ()

Réunissons (2) et (6). On obtient

(c F,) () M(1) < R(1) $n@) .

I1 reste & montrer qu'on obtient 14 le meilleur encadrement possible, en trouvant

deux polyn8mes de degré gq , satisfaisant respectivement aux égalités.

19 Soit g(x) = 2, 2, |x] =1;
Px (%l =1 e = lal p(l) =m(1) .

20 Soit h(x) = (x - Xl) eee (x = Xi) ese (x = xq) » les x; désignant des uni~
tés distinctes bien réparties au sens précédent, pour tout s , dans les classes
(mod ps) .

I1 y a alors au moins ["_—'g—g"f x, dans chaque classe.
(k=1)k5 2

Soit x tel que x| =1 . Supposons, pour tout i de 0 & q, x # X; 10X
appartient nécessairement & 1'une des classes (mod p°) , et un calcul analogue &

celui de Pi montre que
]h(X)l sn‘l)(Q) .

L'inégalité est encore vraie s'il existe i tel que X =X, , puisque |h(x)| =0;
done,

p(1) th‘p(q) .
D'autre part, M(L) =1,
u(1) ¢ D w(ny

et en utilisant (C F,),

n(1) = 4(a) M(1) .
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COROLIAIRE. - K étant un corps & valuation discréte et indice fini k 3 tout

polyndme tel que u(p) < e M(p) & un degré q satisfaisant gq ;sﬁk—=-%}—J1 .

En effet, (C F,) entraine que u g y(q) , donc

(o]

u g ) - T
s
S::Ok(k.-—l)

clest-a~dire

-1
(k - 1)

6. Dénombrement des zéros d'une série entiére dans un disque.

Le corps K est supposé complet et algébriquement clos.

Soit
(o0}
f(x) = 2 a X
n
n=0
une série convergente pour x tel que lx] = p . On suppose la série non nulle et
p>0.

Soit M(p) = max Ianlpn .
n

THEOREME. - m désignant le plus grand imdice n tel que lan pnl =M(p) , 2
désignant le plus petit indice n tel que lan ol =M(p) ,

(Tl) La_série a exectement m zéros dans le disque |x| Y

(T2) La_série a exactement ¢ zéros dans le disque |x| <p .

Remargue. - Chaque zéro doit &tre compté autant de fois que 1'indique son ordre
de multiplicité.

Démonstration. - Supposons vraie la proposition (Tl> 3 L désignant le nombre

de zéros dans le disque |x| < p , montrons que L =1¢ .
Lgm et L est fini : 3 p' (p' <p) tel que L représente le nombre de zé-
ros dans le disque |x| < p' .
Soient M!'(p') = max Ianlp‘n ,
nm' le plus grand indice n tel que ianlp'n M'(p") ,
MY (p') .

1t

£t le plus petit indice n tel que Ianlp'n

(Tl) g L = m' .
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D'autre part, 1l'étude de la variation de fanlpn avec n et p montre que

D'ou
(7) Lt .

La signification de m' entraine

L ?
larlp'™ 2 layle .

En faisant tendre p
limite

vers p~-0, L et £ ne varient pas , on obtient & la

L 2
laL!p >/|a£'p '
La signification de £ entraine alors laLlpL = Iza.zlp'E et

(8) L>2 3
de (7) et (8) résulte L =£ . Donc (Tl) — (T2) .

b Y

I1 reste 3 démontrer (Tl)'

1© Cas d'un polyndme. = Soit

J n
g(x) = 2 a X .
n=0
K étant algébriquement clos, g(x) a q racines dans K , C, s eev » C
qu'on ordonne par valeurs absolues croissantes pour mettre en évidence celles qui

appartiennent au disque |x| < p 3

i=1l, o0 ,u lci‘=o,
izu+l, ceo,t o<lcl e,
i=t+1, ...,q ICi| > Py

q
g) =a @ [ (1-F);

. C.
i=u+l i
par identification des coefficients,
n-u L . L
an—- (— l) au Sn.u (C s-v0e o C ) ’

u+l q
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ol Snduéai—— y ses é;) représente la fonction symétrique fondamentale d'ordre
u+l q 1
n-u des g - u variables Ej;— y tee g D'aprés (I T F),
u+l q
1 L 1 1
‘S ( cos -—)l < X ees X
n-u Cu+l ’ ’ CCl ~ ‘Cu+l[ [Cn| ’
et s1 n=1t,
1 1 L 1
‘S ( oo ——)’ = X eee X l'_l ;
t-u Cu+l ’ ? Cq !Cu+1! C
d'ou
la | ket
ol STC_ T > «-- x 10,1 ?
et si n=¢%,
o] La, |
%t —Tcu+ll X sos xTCtl )
I1 en résulte,
. n t
si ngt, lanlp glatlp ’
si n >t la_| ™ < |a,|p® ;
) nl P % 5

d'ox M(p) = latlpt et t=m, ce qui démontre (Tl)'

~

20 Cas d'une série non réduite & uh polynbme (démonstration abrégée). = Soit D

le disque |x| <p .

Si m=0,
Vo (nel) lagle” < lagl
Vx (xeD) gl 1217 < layle” < |ay)| |£G) | = lagl #0;

f(x) n'a aucun zéro dans D .
Si m>0,
a) On établit que f(x) a au moins un zéro dans D : décomposons f(x) en

un polyn8me g(x) et une série reste F(x) , de maniére que n(f) = m(g) et que

les valeurs de f(x) soient proches de celles de g(x) dans le disque ;

a X+ ‘E a X" = g(x) + F(x) .

f(X) = n
n=q+l

ﬁ)hﬁc
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I1 suffit que le degré q du polyndme g(x) soit choisi tel que g > m ; alors,

n(f) = m(g) .

Vn (nelN et n>q), !ap]pn < e, ce qui entraine, dans D, |F(x)| <¢ .
g(x) ayant, d'aprés 1°, m racines C, , ..., C, s +s» » C dens D, | £(x)
prend en ces points des valeurs inférieures & € , mais une difficulté se présente
du fait que g(x) dépend de € .

e D), If(xo)l <ej

Ve (eeR et £>0), Ix, (x

0 0

[f(xo)l <Ee => |g(x0)| <e.

La décomposition de g(x) en produit de bindmes du ler degré montre que, pour au

méinsun i1, i=1,2, ... ,m,
gy1/m
‘XQ - Cil < (a') ’

o désignant une constante indépendante de & [ a = laulpu'm s 2y premier coef-
ficient non nul de f(x) ). Ainsi, X, appartient & 1'un au moins des disques

i 1
A, i=1, ..., m, de centre C; et de rayon G%) /m .

Considérons une sulte € de nombres réels positifs, décroissante et convergen-

te vers O . Il lui correspond une suite d'éléments X, de D tels que
. ‘f(xk)‘ < ek ,

. . . i .
- X appartient & 1'un des disques Ak s i=1, ..., m, de centre Ck,i et

£
de rayon Gé%)l/m .

De l'ensemble des disques Ai , on extrait une chalne

Ai o) Aé cee D Ai D oeee

ou chaque disque contient une infinité d'éléments de la suite X, 5 ce qui permet

d'extraire une suite de Cauchy X, de la suite X .
b
K étant complet, X, ~ comnverge vers un point § de D . f(x) , somme d'une
série entiére, étent continue,

lin £(x ) = £(g) ,
p

Pt

|2z, )| <& S5 = Vk kel , |t(€) g = £(§ =0.
2 P

b) Les zéros distincts de f£(x) dans D sont en nombre au plus égal & m .

En effet, ces zéros appartienneni nécessairement 3 m disques au plus de rayon
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G%)l/m . En choisissant & inférieur & la plus petite de leurs distances mutuel-

les, il y a contradiction si le nombre de ces zéros dépasse m .

En comptant chaque zéro avec son ordre de multiplicité, le nombre de zéros de

f(x) dans D est donc fini.

c) Soient x; , «.. , X les zéros de f(x) dans D .

Posons
g(x) = (x - xl) X eoe % (X = Xt) y

f(X) = g(x) x F(x) ’
5 n
f(x) = 2 a X
n=0
4 n
= = i =1
g(x) = nEO bn X avec b = 0 si n>t et by ,
X
F(x) = 2 dn & s
n=0

n
a. pend Z d °
n" 0 bk n-k

g(x) est un polyndme ayant t zéros dans D : m(g) =t ;
. n t

-si ngt, |blp <P,

-5 n>t, lbnlpn < pt .

F(x) est une série n'ayant aucun zéro dans D : mn(F) =0 ;

-si npl, lalp” <lql -

. k -k
—oi n<t, lalPg mx Inle la o™ <lay el s

. ,..%n

-si n=t, |agpl= |d0|§ ,

-si n>t, Ianlpn <laglp” -

t représente le plus grand indice n tel que |an]pn = M(p) = ldolpt , t=mn(f),

ce qui achéve la démonstration.

COROLLAIRE. - Sur le cercle |x| = p , la série a m - £ zéros.
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6e annde, 1964/65, n° 4b 11 janvier 1965

THESE DF. SCHOEBE, 2

par Nicole PALLARFS

Les notations sont celles de l'exposé 4a : ¥ désigne un corps valué, a valua~-

tion non archimédienne.

Chapitre 3. Fonctions entiéres.

Dans ce chapitre, le corps K est, de plus, supposé complet.

Une fonction entiére est une fonction représentée par une série entiere, conver-

gente, quel que soit =x appartenant & K .

o n
f(x) = Z a.n X .
n=0

Son rayon de convergence est + ®» :

(1) Tm |a|YP-0.
ot B

Comme précédemment, soit p un réel positif ; on pose

i

M(p) = nax lan]pn
n

w(p)

i

sup |f(x)] -
x|=p

m(p , £) désigne le plus grand indice n tel que }anlpn = M(p) .

1. THEOREME de Weierstrass. - Toute fonction entidre f(x) , qui n'est pas réduite

& un polynbmwe, posséde une infinité de zéros cy dont l'ensemble des valeurs abso-

lues n'est pas borné et, si je; ;| < leyl

40

£ =a x° NI (=X,
i=1 i

2y & désignant le premier mondme non nul de f(x) .
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Démonstration.

1° Supposons le nombre des zéros de f(x) fini et égal & p , et désignons

ces ZEéros Par C, , .o 5 C

1 P
D'aprés le théoréme relatif au nombre des zéros d'une série entiére dans un dis-
que (exposé 4a, chap. 2),
ip (peR” et p>max|c_|) max |a_|p™ = |a_|p®
o P L, P

n>p = l|a|e”<|ao”

la,| < lap\pp_n

d'ou

a =20
n

ce qui est en contradiction avec 1'hypothése que f(x) n'est pas un polynéme. Ain-

si, f(x) possdde une infinité de zéros.

29 L'ensemble des zéros de f(x) est dénombrable : en effet, sur toute cou-

ronne q < ]x‘-s q+ 1, o g désigne un entier positif ou nul, f(x) & un nom-

bre fini de zéros
m(q+ 1, f) ~mlq, ).

3° L'ensemble des valeurs absolues des zéros n'est pas borné : sinon 1 p

(¢ € R") tel que, pour tout 2éro cy [cil-s p . La série aurait une infinité
de zéros dans le disque ]XI-S p ,» ce gui est contradictoire. On peut ordonner les

zéros de f(x) par valeurs absolues croissantes

Ici__ll < lci‘

d'ou
lin |C' = 4+ o ,
i~4+w
k X
4° Le produit infini &, X m (- E—J converge quel que soit x puisque
lim X -0 i=1 1
-4 Vi

Soit p € R* . Considérons le polyndme

P(x) =a x5 Tl (1-2X)
P 8 X lci‘sp cy
et posons
fx) = Pp(x) g(x) .
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g(x) est une fonction entiére telle que g(0) =1 ,

g(x) =1 « iﬁw b, X .
n=1
De plus, g(x) n'a aucun zéro dans le disque |x|<§ o
m(p , g) =0 .
D'ou

n
n>1 => |bfp <1.
En tout point x du disque |x| <p ,
|bn| lx‘n < |bn]pn <1
le(x}| =1, £ = [P ()] -

Soit alors x un élément déterminé de K : 3 p (pe RY) tel que |x| <p,

|£(x) - Pp(x)‘ = |£(x)] |eg(x) - 1|

1) - P ()] < |£(x)] pec EREE

"1
gl 1™ < oo™ (2D < 2L
Faisons tendre p vers + o :

lim 1= _ 0 f(x) = 1im P (x) .
pr+x® P po+®

SCHOEBE examine ensuite la validité du théoreme de Liouville qui, en théorie des
fonctions de variable complexe, exprime qu'une fonction entidre bornée est cons-

tante.

Utilisant pour sa démonstration les foruules de Cauchy, il est conduit & distin-

guer les mémes cas.

2. THEOREMES de Liouville.

(T Ll) Si K est un corps & valuation dense ou indice infini, toute fonction en-

tiére bornée est constante.

Démonstration. - Les hypoth&ses relatives au corps K sont les conditions d'ap-

plication de (C F,) (exposé 4a, chap. 2). Sur le cercle |x| =p

wlp) = M(p) .
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La fonction entiére f(x) est supposée bornée.
14 (LeR") tel que, quel que soit p , uw(p) <A
d'ol, quel que soit p ,

n
Ian|p <A.

I1 en résulte, pour tout entier n supérieur ou épal & 1 ,

Ia =0 .

ol

f(x)

1
)

f(x) est une fonction constante.

Dans le cas contraire, c'est-a-dire celui d'un corps K & valuation discréte et

indice fini, SCHOEBE établit l'existence de fonctions entidres non constantes et

bornées.

I1 introduit d'aburd la notion dtordre d'une fonction entiére. On a vu :

" (1) lin |a ll/n =0" <=> " lim |a ]l/n =0n
n n
I+ 4 o

implique, et réciproquement :

. 1 1
N4 n

L'ordre d'une fonction entidre exprime la comparaison des croissances des infini-

1 1
ment grands ’H log IEfJ et logn, lorsque n- + « ,
' n

DEFINITION. - On appelle ordre d'une fonction entisre, le nombre w ,

W = llm_}i.]_'clg

e B0z 1]

C'est un réel positif ou nul, ou + = .

a

(T L2) Si K est un corps & valuation discréte et indice fini k ,

1° Toute fonction entiére non constante et bornée est nécessairement d'ordre au

moins égal & un nombre réel déterminé Wy »

2° J1 existe des fonctions entiéres non constantes et bornées d‘ordre fini.
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Démonstration. — La valuation de K étant discréte, l'ensemble v(K) des va-

leurs absolues est l'ensemble des puissances entiéres d'un réel T compris entre

0O et 1.

1° Considérons une fonction entiére non constante et bornée,

¥ x (xe K) |£(x) ]| < it 3
f(x) n'est pas un polyndme : en effet, si
f(x) = a x , qzl, a #0,
n=0 q
pour x# O,
. a a
lf(X)! =!a| ]X]q[l-k x—l+'“+ o—-] ,
q a

pour X assez grand en valeur absolue,
2G| = lagl 1xI2,

si |x| - +e, |f(x)] -+ : £(x) n'est pas bornée.

Ainsi, 11 existe une infinité d'indices n tels que a, # 0 . Posons, pour ces

indices 1
log |
“n n
]a l = i1 v = .
n . logli
T
On se place sur le cercle |x| = n™*
« =-in
2, 1x|" = w
lim |a| x| =0 = lim (4n =0 ) = =o
I+ N+ 0 n
solt r, = max (40 - an) R

O——'_—>rz>-‘t.

14y (€ Z) tel que & >4
Dans tout ece qui suit, la condition & > Ly est supposée réalisée.

La méthode consiste a décomposer f(x) en un polynfme g(x) et une série-reste

F(x) tels que :
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|F(x)] soit majorée par i
g(x) contienne des termes de valeur absolue supérieure &

de manidre a &tre dans les conditions d'application du corollaire de (C F2) (expo-

sé 4a, chap. 2).

L'ensemble des n tels que in - a 2 -1 est fini et non vide ; choisissons

pour degré q, du polynSme g(x) le plus grand de ces n .

4
g(x) = 2 8, X"
n=0
+ ®
F(x) = 2 a x°
n:q£+l
n>gq, == in- @, < - t
o, ~4n
m <t
dtou
IF(x)] < i
g(x) = £f(x) - F(x) lg(x)! < TTt

Sur le cercle |x| =p = ¥ , pour le polynéme g(x) ,

M(p) = max Ia,n xn] =q &
X:O,...,qz
-t
w(p) = sup_, |e(x)]| g
| %! =7
t+r£
plp) < m H(p)

et d'aprés le corollaire de (C F2)

2
(3) a, > 85 @ vy

Examinons la variation de q, et aq lorsque 4 — + « :
£

r,, = max [(4 + 1)n - ]

n n

v, >+ 1)q£ —ay 2=t +aq, .

9,
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Avec (3) :
2
(k - 1)
) Tt 82 2 (e )
(k - 1)2 - R
Supposons k = 3 . = k1 est un nombre supérieur a 1 .
L=
0
r£+t>k1
Lu£0+l
(5) q >k
et
lim q§=+m-
foyre0 7
[ - - P < . H
D'sutre part, £q, aq£ >-1%t = aq£ S4a, +t . Avec (5)
q, loggq log k
£ 2 1 t
C!S(l+e)—-—-——-——-—-—-— € :-—-——-——(,Q,-l.,._...)
q, q,” logk, q, loggq, "0 q,
q, log q, log k
(6) % 1»2 1 -
log ‘57—4 (1 + ng) log =
L
R}
q, log g
e -] représente une suite extraite de la suite ijfﬁiﬁl, on a donc
log |-| log|2-|
0g |z OBla—
q n
2
= n logn log & ; 2
lim ——=— > Wg avec wy = - ,
n+ © log ]-él—l log_-rl?
n
c'est-a-dire
w Bfwo .
. (k - i)g 1 ,
Si k=2, — =3 kl < 1 : la démonstration précédente doit &tre mo-

difiée. Au lieu de r , on forme
L+1
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T3 = mix [((4 + 3)n - wn]

r > (4 + B)qﬂ -

i+3 Z-ts Bqﬁ )

4,

~

(4) est remplacé per

2
. 3k - 1)
(4) bis T3t b3y > (*£+t) .
2
Le nombre k, = éikéifil—-: %— étant supérieur & 1 , on en déduit
. %
(5) bis q, > ¢ k2/3 ,

ou c¢ désigne une constante positive, et

lim g, = + ® &
Pt £

La fin de la démonstration est analogue.

2° Un exemple prouve l'existence de fonctions entiéres bornées non constantes.

Soit
4+ o . n
; n (v k=-17(k+1
f(x) = 11 |1 -(p x 7 (et1)
n=0 - J
ot p désigne un élément premier du corps K , c'est-i-dire tel que |p| =7 .
Quel que soit x ,
?_ ~ _4.n
SR DT L PR F TN Gt B
o+ o I+
donc le produit infini converge.
Ce produit peut &tre développé en série de puissances de Nty , clest-a-dire
en série entiere lacunaire.
Ainsi f(x) désigne bien une fonction entiére.
Lxaminons les valeurs de |f(x)| sur le cercle |x| = —_— ,

" x| =
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si n>2 Ip® x| <1 il-(pnx)k'li =1

- k-1
si n=4 lp" x| =1 1 - (0% <1, done 1= ("N g
R N b I S I ¢ Ll Bt

£-1
lf(x)]-s el , avec o = (k + 1)2 -(k-1) ¥ (& -n)(k+ 1)n ’

n=0
R D L S D (O
. +
n=0 m=1

f et ymt e 1)?
m:l

k +1 ~ k2

50| < 17((1<+1)’”“>/k2

f(x) est donc bornée puisque, quel que soit £ , |f(x)]| g1 .

Remarque. - lim |f(x)| =0 .
X|—4+x

I1 reste & montrer que la fonction entiére précédente est d'ordre « fini,

- 1n log n

©w = lim ————éﬁf~ .
4@ lOg |a—|
n

Le développement en série entidre de f(x) ne contient que des puissances de
k-1
X

Si n# olk - 1) : a =0.

Si n=(k - 1)s 3 a, se présente comme une somme de puissances de p ,

scn plus grand terme en valeur absolue est celui qui correspond au plus petit ex-
posant :
(x - 1)L(k s 1) 220k + D24 e s bk« 1Y
.

t étant un entier tel que 1'exposant de &t

l+(k+1)+(k+1)2+...+(k+l)t
atteigne s .

Soit u un entier tel que
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k+ D¥g ks (k + 1)
Lw (K+1)+ ou s (k+1)““1:(k+ll)(u‘"l<s.
Donc t2zu-1
la | < (k1) (u-1) (1)
n
k + )% 5 ks > n (x + 1)1 n log n 2

>(k+1)2’ R Cr= s i

(k - 1) log %

log || >

5 (1 - En) n log n
n (k + 1)° log(k + 1) .

_2 log(k + 1) .,

avec En Tog & iff; En =0
2
nlogn _ (k+ 1) 1og(k+1)>< 1
T L1 I —e

La fonction f(x) est d'ordre fini

(kx + 1)2 log(k + 1)
l .
(k ~ 1) log e

W<

Chapitre 4. Prolongement analytique.

La méthode de Weierstrass utilisée en théorie des fonctions de variable complexe

pour prolonger une série P(z) , qui consiste & effectuer une translation

by

n'aboutit pas a un prolongement analytique dans un corps & valuation non archimé-
dienne puisque le disque de convergence de la série P(z) et celui de la série

transformée co'incident.

L'idée de SCHOEBE est de prolonger une série entidre par une représentation en

. . 1 .
série de puissances de 5 Soit

(7) P(x - a) = me bn(x -a)t
n=0
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une série convergente dans un disque D de centre a .

On cherche une représentation

Mgl

1 .
I1 y aura prolongement analytique si le domaine de convergence de Q(;Q contient
D . On suppose nécessairement :
—a#o.
- Le disque D est l'ensemble des x tels que |x - a| <pla] oh p désigne

un réel positif inféricur ou égal & 1 , de fagon que D ne conticnne pas O .

La transformation s'effectue en deux temps.

Soit x €D . On effectue un premier changement de variable x - y tel que

- g =2y
X 3-1‘:"37

qui applique le disque D : |[x - a| < plal sur le disque D' : |y| <p ,

n
o an y U n _n+pn-l+p
Px-8) »R(y) = 2 b ———e=3 I b oa y 27
n=0 (1 - 9" n=0 p=0
Examinons la valeur absolue du terme général de la série double :
(}b a” y si p=0
lbn aP n+p(n-l+p) < <

|71P max Ibn a” 37| si p>0

nd n

lim |b | |x-a|® =0
n

9 4o 0O

|x - a] = |ay]
lim [b a ¥ N =
-

Le terme général de la série double tend vers O ;5 on peut sommer dans un ordre

arbitraire et grouper des termes.
Posons n+ p=gq ,
+ «©

+ .
R(y) = 2 { 5 (@ b 2"]y?
q=0 "n=0 -
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+ © 4+
- q-1 n
(8) R(y) = 2 d_ y* avec d4_= 2 (> ;)b a .
g=0 4 4 po PR

rd Id 7 - 1
Supposons que P(x - a) puisse étre représentée par une série Q(;Q :

Nécessairement, dans Q(é? , la transformation x - a = Tj%1§' doit conduire a
R(y)

= 2 L_1-3
X-a=q+g7 y = X7 7=
+ @ C + © 4+ c
0 -3 2a-pt=1 I 0T,
m=0 a m=0 q=0 a
En valeur absolue, le terme général de cette série double :
( °n
|—75 si =0
Cu om q ) a
l‘jﬁ (q) v <
a e
ly|? max ]—ﬁl si q>0.
m a

\

I1 tend vers O puisque Q(éﬁ , comme P(x - a) , converge pour X = & . On peut

échanger les indices de sommation :

G5 @0t @ e
Q - -1 | — 1y
£ g=0 lpo @ g™

On a alors, nécessairement,

et

g+

Réciproquement, reprenons (8) et supposons :

lim 4 =0,

q-+®

R{y) converge pour y tel que |y| £ 1 . Effectuons le changement de variable
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B 1 P -3 - — aY__ =1 __?‘__ °
inverse y - X , c'est-a-dire, puisque x - a = ToF y = %’
4+ © 4+ 0 4 @ m
: - a

Ry) ~e@ = 3 a-2%=3 3 0% %
q=0 4 g=0 =0 X

Le terme général de cette série double tend vers O : en effet

1lim 4 =0

g+
et

lyl s 1 = x| 2 |a] .
Dol
1y _ 2 m * ay | am

©) 1S = m,zo . qzo % W | &£
et

+ © +
— (- m m q — (o m m o] .
c, = (-1)"« CE-:O () dq-( )" a qg__m(m) dq

THEOREME. - Une série

P(x ~ a) = ?{w bn(x -a)t
n=0

telle que a # O , et convergente dans un disque D de rayon inférieur & |a} , -

peut &tre représentée par une série

1 e cm
0z = 3 =
m=0

]

si la suite

+ © .
_ q-1 n
dq = an (n_l) bn a

converge vers O . Les coefficients c, sont déterminés par

[ee]

c = (- "™ 5 (g) 4 -
q=m

SCHOEBE vérifie sur un exemple qu'une telle transformation peut augmenter le do-

maine de convergence initial :

Soit K = Q2 le corps p-adique complété du corps @ des nombres rationnels



par T = |2| =-;— . Considérons la série
+ ®
Plx-1) = X rl - iz—llf](x -7,
i n
n=1
Avec les notations précédentes,
a=1,
by=0, b =1- L n? si n>1
0~ "7 "n~ n ’
la série converge sur le disque D : |x - 1| < 1 . Etudions la suite
dO = bo =0
+ q a
. -1 -1 2
a =3 TH)p =3 3 =5 si q>0.
- n-1" "n n=1 n=-1 "n "~ q

Si >0,
- 1L ha
|dq| = IEW(EJ
8, € a?

lim d :O °

g+

D'aprés le théoréme précédent, P(x - 1) peut étre transformée en Q(é? :

{C =0
m+°°q2 0
c, = (- 1) Z_m () = I o
a= c. =— s8i m>0
m
1 + o _m
Q) = I A
n=1 mx

P(x - 1) converge dans le disque D : |x - 1] <1

Q(é? converge dans le domaine D' : |x| > é ,

et D ; D' .

d
a
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