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Séminaire DELANGE-PISOT 2-01
(Théorie des nombres)
be annde, 1964/65, n° 2 16 novembre 1964

SUR LA FONCTIQN DE RIESZ

par Emil GROSSWALD

1. Les résultats de Marcel RIESZ.

En 1916, M. RIESZ (voir [8]) a trouvé de nouvelles conditions nécessaires et suf-
fisantes pour la validité de 1'hypothése de Riemann (H R). Dans ce but, il a défini
et étudié 1'intégrale

s
21 (0) £ (2s) r(s) sin ns

prise le long de la paralléle & 1'axe imaginaire d'abscisse o .

Si ]arg z].s-g -5 (&> 0, arbitrairement petit), alors 1'intégrale converge
uniformément dans la bande %gg o<1, et y représente une fonction F(z) , ho-

lomorphe au moins pour Re z > 0O .

En prenant o :'% , le lemme de Riemann-Lebesgue montre que F(x) = o(xl/z) lors~
que X » + «» le long de l'axe réel. D'autre part, en déplacant la ligne d'intégra~

tion & droite, le théoréme des résidus donne

(=] n Zn
(1.2) F(z) = 3 (= 1)® ot

n=1 §(2n) T'(n) ’
ce qui montre que F(z) est une fonction entiére. En remplagant dans (1.2) ET%—T

n
par sa série de Dirichlet, et en changeant l'ordre des sommations, on obtient
(1.3) F(x) = - X Eigg-x exp (- x/ﬁ?) .
m=1 m

Soit Z ={o | C(o +it) =0} et 6 =T1im 0 ; alors le théoreme de Littlewood [6]
oY
6

nous permet de déplacer 1'sbscisse d'intégration jusqu'd o =5 +e (e>0, arbi-
8

trairement petit). On en déduit que F(x) = O(§2+S) . Donc si
o = lnfp | F=06P))

alors o ©6/2 . De (1.3) on obtient aussi facilement que

P FE) = -x ep(- %) -
n=1 n

Pour ubtenir une proposition réciproque, considérons 1'intégrale
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/Ooo F(x) X'S_B/Z dx .

De F(x) =0(x) (x-0) et F(x) = o(xl/z) (x » + @) , il résulte que 1'inté-
grale converge uniformément pour (0<) € <o \<—21— -e (< —é—) , et représente une
fonction ¢(s) , holomorphe pour 0< o <21- . S8i F(x) = 0(x) , alors l'intégrale
converge (et ¢(s) est holomorphe) pour o > a ——21- . Mais du théoréme de Mellin
(ou comme le montre RIESZ aussi directement), il résulte que

Mz - 5)

¢ls) = - C2s + 1)

Donc, si ¢(s) reste holomorphe pour o > -«% , alors

C(Sl) =G(2s + 1) Ié Q,

pourvu que 0, = 20 + 1 > 2(a -%) + 1 =2t . Il en résulte que 6K 2a et on a

le théoréme suivant.

. $uc ge
THEOREME ., - F(X) = O(X ) s F(X) :Q(X ) .

A cause de ce théoréme, nous dirons bridvement que F(x) est d'ordre exact 6/2 .

COROLLATFRES.
z—ye
(1) F(x) = o(x1 ) <=> HR.

- &
(i1) Fx) =% ) .

(i) n'est que le cas particulier © :% du théoréme ; pour prouver (ii) on
3 1
observe que si F(x) = o(x ), alors 6 < %, et la fonction G(s) n'aurait pas

des racines complexes, ce quil est faux.

M. RIESZ a déterminé aussi la forme de la représentation de F(z) comme produit
infini de Weierstrass. De (1.2), il résulte que F(z) est d'ordre 1 , type 1 ;
ainsi le produit canonique est de genre zéro ou de genre 1 . RIESZ montre que si

. , : 1 . ,
{zn} est la suite des zéros de F(z) , alors Z-]—Z-nT diverge, par conséquent

F(z) = Az exp az || (1 -~Z%-) exp z/%. .
n=1 n n

En posant f(z) = F(z)/z ,

A =14 - ...-.._...._1
;.1m f(z) )
et
.«..].--_- — _.lm = -f.:_(—(;)_). prod .l <+ 5 __1_ - 1 — — .
{ C(4)/( 5(2))} £(0) ii(m) Lo nél (Zn 2y = Z)} =%
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par conséquent,

(1.4) F(z) = '5(957 exp(- n°/15) nf_jl (1- -,;-1;) exp z/z,

AT ] . £ Ie .
Enfin, observons encore avec RIESZ que F(z) a au moins une racine réelle, évi-
demment positive, car autrement, si x - + o par valeurs réelles, on obtiendrait
1

x exp(~ x) = | El FG%%)] > [F(x)| avec F(x) = ox* ) ,
n=1 n

ce qui est absurde.

2. les zéros de F(z)

Avec tant de représentations explicites de F(z) , on pourrait espérer que la
décision concernant son accroissement le long de 1'axe réel se réduise & une ques-
tion de calcul patient ; il n'en est rien, et apparemment jusqu'a présent, la fonc-
tion F(z) n'a fourni aucune information sur la fonction &(s) . En vue du fait
que l'accroissement des fonctions entiéres est étroitement 1ié & la distribution
de leurs zéros, on a essayé de déterminer celle-ci le plus exactement possible.
Ainsi, par exemple, si 1l'on savait qu'il y a une infinité de zéros réels, assez
prés les uns des autres, alors on pourrait utiliser des bornes conmues de ]F'(Z)} ,
pour obtenir des bornes non triviales pour 1'accroissement de iF(z)l m8me. Mais
jusqu'en 1963, aucun zéro réel n'avait été trouvé, & part celui déjid connu par
RIESZ (de valeur =~ 1 , 2 ), bien que l'on ait calculé les valeurs de F(z) pour
0L x50 000 eau moins. Un progrés important a été fait par H. WILF, lequel a

prouvé (voir [10]) le théoréme suivant.

THEOREME (H. WILF). - Soient z,=r exp i , O0<r, <1y ... les zéros de
f(z) et 0< X €%, & X; £ ... ses zéros réels ; alors

(2.1) n(r) = X l~r/n et r ~nn;
rnsr n

(2.2) La somme 2 |cos Gnlrgl converge ;

(2.3) 2 1 =0Q(log x) , mais la somme Tyt converge 3
n
X <X
n
(2.4) 2 1 =o(r) ;
r £r,0 /2
n n

(2.5) L'ensemble {rn cos en} n'est pas borné.



Esquisse de démonstration. - f(z) est borné sur 1'axe imaginaire, car
[o.0] o |
13 B0 oo sty | < 5 B ce)/g@)
m=l m m=l m

donc, étant d'ordre 1 , type moyen, les conditions du théoréme de Cartwright (131,

p. 87-88) sont satisfaites, et on conclut s

(i) i1 y a deux constantes réelles, Al , A2 , =*< Al,s A2 <+ «, telles que

1'indicatrice de Phragnien-Lindeldf soit

h(8) = max{Al cos 9 , A2 cos O} ;

(i1) n(r) ~ (&4 - &) .E

(iii) X |cos Gn[r;I converge.

5

La conclusion (iii; est identique au (2.2) du théoréme, et (2.4), ainsi que la
seconde affirmation de (2.3) se déduisent de (2.2) comme simples corollaires. D'au-
tre part, h(6) se calcule directement, & 1l'aide de la transformée de Borel ¢(z)
de f(z) . En effet,

ot n+2 -]
o(z) = 2 G ) N 5 _ H(m) ;
i n=0 G(2n + 2)zn+1 m=l 1 + Zmz

done, le polygone de Borel f{et, en vertu du théoréme de Pélya, le diagramme de 1'in-

dicatrice aussi) se réduit au segment (- 1 5 0) , de sorte que
h(6) = max(0 , - cos ©) .

Par conséquent, A =-1, A, =0, et le (ii) du théoréme de Cartwright devient
le (2.1) du théoréme de Wiif. (2.5) est la conséquence d'un théoréme de Bohr (voir,
e. g. [1], p. 162) sur les fonctions presque périodiques (la représentation (1.3)
montre que f(z) n'a que des exposants A, négatifs, 1im Kn = 0, mais zéro
n'est pas un exposant, donc il y a des zéros dans tout demi-plan o > % ). Enfin,
la premiére affirmation de (2.3) résulte d'un théoréme de Pdlya (voir [7]), en ob-

servant que
o 1
/1 F(x) x° dx = - /o F(x) x° ax - T(2 = 8)/5(2s - 2) = &(s)

est holomorphe pour o > 1 +~§ , méromorphe, sans &tre holomorphe, pour

1+-§-e<0<1+26- (e>0) , et ®(s) est holomorphe pour s:1+8.

Aux résultats de WILF, on peut ajouter le suivant.

THEOREME. - Soit 0y la racine réell= (unique) de 1'équation

[oe]
S o™ exp GO(I - m-z) =1
m=2
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alors il n'y a pas de racine z,, avec Re Z, <0 .

En effet,

|£(z) | > exp(- 0) - i —M‘— exp (- O/mz)] > exp(-o0) {1 -
i

n™ exp ol - m2)}

i

et la derniére somme croft monotoniquement avec o de 0O & + = .
L'étude des racines de TF(x) peut &tre complétée par la détermination des sommes

sk:zz“k‘l (k=0,1,2, ...) .
n

Pour k > 0, ces séries convergent absolument, et s'obtiennent facilement en ob-

servant que d'une part

o ...2 o -1
fi(z ) Z Al (- )" /> (- )" 2"
f( K _ZC@TI)(TL"O)' n=1 C(Zn)(n- 1)'
k
de sorte que les Ak = T{Lﬁ- {Q_T{'(%)}Z:O s'expriment & 1'aide des (2n) ; d'amutre
part, az
k
ot , ! .
£ Byl L e Ld) -l -0
£(z) TE n “n  “n dz n

de sorte que Akz-Sk « Pour k = 0, la série ne converge pas absolument, mais des
théorémes de Y. B. LEWIN et PFLUGER (voir par exemple [2], § 8.4, en particulier
p. 147) nous permettent de calculer

lim Y z—lz-.-l-+—1-g-.
>0 ‘Z ]<I‘ n R
n
Les valeurs des S montrent que la contribution principale est due & la pre-

k+1

miére racine réelle (x1 ~1,2).

b

3. Généralisations (voir [4]).

Soit & ={p(s)} 1'ensemble des fonctions analytiques pour o >-211- et telles que

1'intégrale i}
_ L / z~ ds
2i (o) €(2g) ¢(s) sin s

1 ,
converge pour 5 <0 <1 et larg 2| <g- et que la série

o

(- l)n n
2 B vw

converge pour tout =z complexe.

Alors le théoréme des résidus montre que les deux représentent-une méme fonction
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entiére, F‘P(Z) . On montre, comme dans le cas particulier précédent, ¢(s) = I'(s) ,

Sis

F(x) = 0(x~ ) et F(x) = o(xl/z) si 6 =

que pour B <1 ,

E (-y) = 2 g——(—~;—~ est une fonction entiere. Soit Cbl c & 1le sous-ensenble de
n=1
ces fonctions ¢(s) , telles que /' y'S_B/ - y) dy converge en quelque beande
%._ n < o<L§ n>0), ety represen+e une fonction holomorphe HQ— - 8) , sans
zéros pour -% <0< 0 . Alors, par 1'inversion de 1l'intégrale,
ca H(,L - S)
-a-3/2 22
G = F d_ T ctttecas s it s ama e

Ceci montre que Fcp (x) = O(xa) implique l'holomorphie de G(p(s) pour O > a —é— y

d'ou il résulte que

C(Sl):C(2s+1);éO pour 01:20+1>2a,

donc, comme pour ¢(s) =T'(s) , que F(x) est d'ordre exact g—- . En prenant, par
exemple, pour ¢(s) les fonctions de la premidre colonne, on obtient les fonctions

F‘P(X) du tableau suivant :

B ¢(s) Fo(x)
r{-) %: E(i{)— x exp(- x/n2)
n’
(u(n) = fonction de Mdbius)
816‘4(72%' %%%l x exp(- x/n°)
(AM(n) = fonction de Liouville)
I'(s) T Aln) 2, 1
cr(2s) + £(2s)/(2s - 1) % Rk exp(- x/n”) -2 Vix
(T) (AM(n) = fonction de von Mangoldt)
I (s) 5 Aln) 2, 1
s | 2
(s -FS)C(S) 2_:.‘.#(;1)] 3 exp (- x/n°) - %/6(2)
o 2 L - onp(- 20) - (rogm 2y - 2 £
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Toutes les F(p(x) du tableau sont d'ordre exact -g- , & 1l'exception, peut-8tre, de

8-+£ 8

la quatriéme, laquelle est toujours O(x ) , nais peut-8tre méme o(x)‘) .

4. Relations intégrales (voir [4]).

Pour un ¢ € <I’1 donné, soit

S(s) =8, () = I A=W
¢ 128/2 C(zm) ¢ (r)

alors, pour 0<r<2,
(_ 1)1’11

© g _ © g o _ (="
/r x~ log x S(8) ds = /r x~ log {m;é/,? e (P(m)} ds

_ 5 (- 1)® <m s _ 5 (—l)m_ 2n 1y _ Ry _ T

_mil SR /r x° log x ds = ;1 RO (x ) = F(x") - =" 5(1) ,

donc

j;w T 1og x S(s) ds = - S(1) + x~ F(x?) .

Pour r =1 , compte tenu de F(xz) = o(x) , on obtient

(4.1) lim /100 x5! log x S(s) ds = - S(1) .

X0

Plus généralement, si © <1 et 6<r (<2),

(4.2) lin [ x> 1log x S(s) ds = - S(1) ,

X0
et cette relation est fausse pour r <© ; donc, si R ={r | (4.2) est correcte},
alors

6 =1limnr .
rel

En faisant le changement de variable

\

v = log ! , u=12log log x, S(7) =TV(v)

et moyennant la définition

LA
expe’ si w>u
K (W) =
u\
O si w<u,
(4.1) et (4.2) deviennent
(4.1) lim exp(~ e%) /oo Ku(v) Viu - v) dv = - V(0)

=0

et
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(=)
(4=21) ‘ lim exp(- e2*P) /-oo Ku+p(v) V(u - v) dv = = V(0) ,
U~
respectivement ; (4.1) est toujours valasble, (4.2') l'est si et seulement si

logb<p (<0).

L'intérét de ces généralisations (§ 3, 4 et 5) réside dans la possibilité de trou-
ver peut-&tre une fonction p(s) € ®1 telle qu'il soit possible : soit de calculer
avec une précision suffisante une des sommes figurant dans le tableau (T) ; soit de
vérifier le domaine de validité de (4.2), ou de (4.21') , etc. Ceci nous permettrait

alors d'obtenir des bornes non~triviales pour 6 .

5. Un théoréme curieux.

Soit 9 €e®, me §+ . Posons

nm
V4

W(Z) =V (Z) = Zlqzm _-———T o
?,m =3 C(‘%) ‘P(’g)

Notons par M(r) le max ¥(z) et définissons 1'ensemble de fonctions
z |=r

Qm _ {th,m(z) , Tim loilM(r) = 0} .

THEOREME. - Si, pour me §+ donné, Qm n'est pas vide, alors 6 > 1 -I-% .

Esquisse de démonstration. - En faisant z -» « le long du rayon z = x exp nii/2n
(x>0),

¥ (z) == X1-2m exp ni/2n {F (x2m) + iF (sz)} ’
P,n 1 2

avec

ys ds

1 n
F. S, < L N
J(y) 51 /(0) pour Iarg y] 5 6<o<1

C(s) p(s) sin(n(s +-L-2:-l>>
+8/2m)

’

o
Deue, Fj(y) = o(y.

2m+2m (84
W,m(z) = o(x1 men( “ZE)) = o(xl'zm(l'e)+8)

Si m> -2—(—1—-»—6- , alors ‘I'LP In(z) = o(x™™) (n > 0) , ce qui contredit le théoréme
- }
de Wiman genéra:?.isé ([9], p. 275)

Remarque. - I1 est bien possible que Qm soit vide pour tout m e 2% .

6. Formule explicite.

2

Si dans f(xz) _ %" p(n) exp (- x2/n2) ’
1 n
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on remplace l'exponentielle par

1 Xy =28 1
e I - < < e
T /(o) r'(s) (n) ds (0<o 2) ,
si on interchange 1'ordre des opérations /(o) ..o ds et L (ce qui est permis

pour o < -1— -¢ ) et sion déplace ensuite la ligne d'lntegratlon a 0=1+€ en

2
tenant compte des résidus, on obtient successivement : o -2
n
T(1-p,_s5)x
a2 1 2s I'(s) 1 25 1.8 ) n/?
f = X ds = o X —mmatee ds 4 H
&) =53 /(0) C(2-2s) ami /1+°) £(2-2s) n 26,(p) ’
1 .
ici e es (- --—--) et la somme prise sur toutes les racines complexes p
Cl(pn) 5(s) S=Py n

de &(s) (bien que probablement pas absolument convergente) converge & un groupe-
ment convenable des termes. A 1'aide de 1'équation fonctionnelle de la fonction

t(s) et ensuite de la formule de Legendre pour I(s) , 1'intégrale devient

-1/2 2s
o (o) y ds avec y=1/x et o=1+¢€.
2ni (s - 1) (s - 1/2) sin g8
[ee]
Pour ce o , la série de Dirichlet ——b— = 3 7——“ (Sn) converge sbsolument, et

, . C(2s = 1) o=
1'intégrale peut s'écrire v ( ) n=ln

o) 25
N -1/2
I=mn 1/ 2 np(n) L f( ) (y/n)"" ds .
n=1 R {0) (g - 2) sin ms
A 1'aide du théoréme des résidus
1 7> ds 1o (<) g™ 1 < n z n+l 222 o
=5/ \ "-3{2 AT 1-»:+7{ > (- 1) = - /2@(22,,
O I'(s~') sin mts n=2 1“(11‘-‘2 n=1 F(n+ =) n:3
2 4 2
avee o(v) =1 Y+ Y _ _ . _em(-v/2) /v 2 at . e
o (v) 3 TS ~ /O exp t°/2 dt . Par conséquent,
VRS V2 i
L/ (y/n)"" as (2 )1/2 @3 2,2 bl 2
—_ = - (& L) eap(- y°/n%) [ exp t°/2 dt
21~ (o) T'(s —-%-) sin nis o . 0
et, en observant que, pour y - 0,
V2 y/n
/O v exp t2/2 dt =\/§Z+o(_3'.}_.)’
n n3

on obtient



N

~10

" 3 2
I=- n"1/2 np(n).21/2 n_B/; z§n21/2~%(1 + OG;E)) =
n=1 pe¥ 7
2 4 2 un) TNy 2y 6
= - 2 (1 +0(5)) = - +0(y) .
;Z-y n=1 n3 i nZ 7 C(B)
Dznc; r(1-p /2 Pp=? 2 o 6) 5 r(1-p /?) pn—2 2n? B O(x—é) ,
f - ————~—— + =4 —X
EETET Y T2 74060 = et )
de sorte que ( ) ,
r{i - 2
F(x) = x f(x) =2 Po/2 xpn/2 . 2R =Ly O(x‘z) .

n o 26 (p.) c(3)

Cette formle explicite est & rapprocher par exemple de (2.516) en [5] ; on y voit

clairement pourquoi F(x) est d'ordre exact 6/2 .

7. Considérations p-adiques. ( )?n
ues 212
Si 1'on remplace en (1.2), &(2n) par sa valeur (- 1)n—1 I (B2 = nom-
2(2n)! n

bres de Bernoulli) et fait les changements de varisbles et fonctions x = 4n° y et

F(4n° y)
Gly) = - =0 F) , alors

Ry ® n
1
o) = 5 2ar2) v
n=0 ne 2n+2

On voit facilement & partir de (1.2) que si 1'on prend la somme des termes L.
= [xe] + 1 , alors la contribution des termes négligés est d'ordre O(QZ ) .

Soit donec N = [4n2 ey] + 1 . Considérons les sommes finies

N n
o)1
Gy(y) = 2 Lo 5
n=0 ne 2n+2

Ceci étant un nombre rationnel, on peut considérer l'ensemble de ses valeurs abso-

lues, p-adiques et ordinaires.

La formule du produit s'applique et donne

[s.0]
ol =
k=0 O Pk

avec ]GN(y)IpO = jGN(y)[ , la valeur absolue ordinaire. Des bornes pour ]GN(y)]
pourraient donc, en principe, donner des bornes pour IGN(y)l , c'est-a-dire pour
|G(y)| , donc pour |F(x)/x| . Plus précisément, si pour une suite Y., (]yv] > o,

lyv!p -» 0) , on obtient soit
k



T -
1{,4@ | (yv)]pk <yv ’

soit
-0
Q}o IG(yv)lpk>> vy
3

avec é-< a < 7 on en déduit des estimations non triviales pour F(x) .

Cette tentative n'a pas eu de succés pour diverses raisons, comme par exemple,
que N n'est pas constant, mais augmente avec y , et que 1l'on ne connait pas
assez bien les nombres premiers qui divisent les numérateurs des nombres de

Bernoulli.
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