MOHAMED AMARA
Fonctions a caractéristique bornée

Séminaire Delange-Pisot-Poitou. Théorie des nombres, tome 5 (1963-1964), exp. n° 13,
p. 1-17

<http://www.numdam.org/item?id=SDPP_1963-1964__5__A9_0>

© Séminaire Delange-Pisot-Poitou. Théorie des nombres
(Secrétariat mathématique, Paris), 1963-1964, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Séminaire Delange-Pisot-Poitou. Théo-
rie des nombres » implique I’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression sys-
tématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de
ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SDPP_1963-1964__5__A9_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Séminaire DELANGE~PISOT 13-01
(Théorie des nombres)
Se année, 1963/64, n° 13 16 mars 1964

FONCTIONS L CARACTéRISTIQUE BORNEE

par Mohamed AMARA

A. Caractéristique d'une fonction. Propriétés.

1. Notations et définitions.

Tout le long de cet exposé nous ne considérons que les fonctions méromorphes

dans le cercle unité.

Soit f(z) une telle fonction ; écrivons sa formule de Poisson-Jensen due a

R. NEVANLINNA :

(1) 1og |f(z)]

2 R2 —
L /2" 2ogl (2t | oy 9 + % 10ghriyl- 3 10gleri]
=%t /o loglf(Re , 2 ey il —ay!
2t ’0 R2+r2~2Rr cos(p-6) 3 Riz bj 3 Riz aj

. if £ . .
ou z = re avec r <R , et a, et b. désignent respectivement les zéros et

les pdles de f(z) damns |z| <R .

Cette formule contient & la fois la formule de Poisson qui correspond au cas ou
f(z) n'a ni pdles ni zéros dans lz| < R, et la formule de Jensen qu'on obtient
en faisant z = O . Si ce point est zéro ou pdle de f(z) , on évite cette diffi-
culté en remplagant f(z) par g = f(z) (£(z) = W, £+ ... » oW £ 0) et la

formule de Jensen devient

(2) 1og lukl
1 T i R R
= = log|f(Re™ ™) | dy - 2 log + 2 log -~k log R .
e 70 o<|a, | 2T ™ ocly. <= 5]

A chaque fonction f nous allons associer les fonctions suivantes @

2n . 2 2
uR(z , T) ~'%E /b 1%¢|£(Re™ D) | 5 kT dy
R°+r“~2Rr cos(p=-6)

I

R°=b.7
- J
VR(Z , £) =2 loglﬁng:;yl
wplz y £) =Uplz , £) + Vp(z, 1) .



13-02
En remarquant que
1
log|f| = 1og|f| - 15
gl £| gl £| g TFT 0

la formule (1) s'éerit sous la formule :
(1) loglf(z) | =w,(z , £) - w,(z —l-) :

& = YR\ o RV PF

les fonctions wR(z , f) sont harmoniques et positives pour |z| <1 , & 1'excep-
tion des pSles b, de la fonction f (respectivement wR(z s 7 s a l'exception

des racines de la fonction f ).
De plus, nous définissons, pour toute fonction f , les fonctions suivantes s

1 1 T oo+ 1

NR, @) =NR® , 'fé"a) = /g n(t:o‘);n(osa) dt +n(0 , @) logR ;
et, pour a = o
1 2 '
nR , ) =n@® , f) = é.n.jo” 16g| £ Re™™) | dy
NR , = =NR , f) :/g n(t;“);n(ojm) dt + n(0 , =) logR,

ot n(t , @) désigne le nombre des racines de 1'équation f(z) = a situdes dans
le cercle |z| <t .

En remarquant que

5 log R. zfg n(t,O);n(0,0) at

z lOg R =/R n(t,w)—n(OLw) at ,
O<IleSR [bJT 0 t

la formule de Jensen s!éerit sous la forme

mR ,®) +NR ,®) =n®, 0 +N& , 0 + loglu ] ,

Ou, en posant

TR, ) =nR ,») +NR , =)
TR, £f) =TR , %) + logluk} ’
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la fonction T(R , f) , ainsi introduite, s'appelle fonction caractéristique ou

caractéristique de f .

2+ Remarques sur les fonctiong m et N .

~ La fonction N est déterminée par la distribution des modules des racines de
1téquation f£(z) = o » Elle nous sert & mesurer la densité de ces racines, quand
on fera tendre R -» 1 . De plus, c'est une fonction croissante et convexe en
log R .

- mR , @) , moyenne du logarithme positif 1dg -rf—_l_—a-r ou 1bg|f| sur la circon-
férence |z| =R , peut étre regardée comme un indicateur de l'intensité de la
convergence moyenne de la fonction f(z) vers la valeur o quand on fait tendre
R wvers 1 . En général, elle n'est ni croissante, ni convexe en log R , maisnous
avons le théoréme suivant dl & R. NEVANLINNA :

THEOREME 1. - Etant domnée une fonction f(z) méromorphe dans |z| <1 , il

existe une fonction T(R , £f) joulssant des propriétés suivantes

1° T(R, f) est croissante et convexe en log R s
22 mR,a +NR,a) =T®R , f) + h(R ,a) , oo h(R , a) reste borné pour
R<1.

Démonstration.

- Pour le 1°, nous nous contenterons de démontrer que TR , f) est une fonction
croissante de log R 3 pour une démonstration compléte, et pour plus de détails,
voir NEVANLINNA.

Reprenons la formule (1!), log|f(z)]| = wp (z 5 £) = v (z ,-%,-) , o z =re?
]Z' <Re.

Comme les fonctions Y sont positives, nous avons 3
1og|f(rei(p)| < wR(rej'(p , T)
1Sg|f(rei(’°)l < wR(J:‘ej'(p s )

n(r , « < 5= /gn wR(rei(P , ) de

I i 1 T i
$'§;; 0 uR(re(P,f) d(P+'2‘ﬁ'ﬁO vR(re(P,f) de «
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-21-;%- /iﬂ UR(reiq) y £) dp est la valeur moyenne de la fonction harmonigue Up  sur
la circonférence |z| =r . Sa valeur est donc égale & u,(0, f) = n@R , ®)
1 2 ip . ‘s
Le calcul de P /O VR(re , £) d¢ se fait de la méme manidre en observant
que v (z , £) =0 et que la fonction vy - v, est harmonique dans |z| g,
dtol @
1 AT
21t "0

. 27 . .
1
vR(rel(P , ©) do 5 /O [vR(rel(P y ) - vr(rel(P , D)7 do

=vg(0, ) ~v (0, ) =NER, ) -V, 9 ;

d'ol, & la fin,
mr , o gn@R , ) +VR, o -Nr, o ,
soit
T, f) TR, ©) pour r <R,
et notre proposition est ainsi démontrée.

~ Pour la 2° partie du théoréme, posons g(z) = f(z) - a = 8, 2k v , et appli-

quons la formule de Jensen & g(z)

nR, @ +NR , g —_-m(R,.? s @R ,-é-) + logle |
en remarquant que N(R , g =N@® , f) , cette équation peut s'éerire sous la forme s
TR, f) +[mR,f~a) ~aR, )] =nR ,a) + ¥R, @) +log|ahl y
soit
nR, o +Nr,o =TR, f) + h@®, a) ,
ot hR, ) =[mB , £f~0a) -=m@R , ] - 1og|ahl .

Nous allons maintenant majorer supérieurement llexpression |m(R, f=o)-n@R, f)]|.

Nous avons tout d'abord :

18g| ] < 1oel|f - a] + |a|] < 18g|f - o] + 1gla| + log 2,

dtol

nR, f) <n®R, f-a) + oga + log2 ,
soit '

nR , f) ~mR , f=a) <léga+ log2,
de méme

nR, f-a -nR, f) <1dga + log 2
’ ’ N ’
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et aussi
|m@®R , £ ~a) - n@® , f)lslsgon+log2;

ce qui nous donne :
lh® , a)] € 8ga + log 2 + logla,| -

La fonction T(R , f) é&tant croissante de R , elle admet une limite finie ou

infinie quand R tend vers 1 .

Toute fonction f telle que 1im T(R , f) < p est dite & caractéristique bornées
Rl

Nous allons maintenant introduire une autre fonction caractéristique, qui est
plus pratique que celle de R. NEVANLINNA en théorie du potentiels. Elle a été in-
troduite par AHLFORS et SCHIMIZU, indépendamment 1'un de 1l'autre 3

3+ Caractéristique au sens de AHLFORS et de SCHIMIZU.

i

Une fonction w = f(z) méromorphe dans |z| < 1 donne une représentation con-
forme du domaine |z| < 1 sur une surface de Reimann w étalée sur le plan des
W , ou plutdt sur la sphére de Reimann. Au cercle |z| ¢ R< 1 , correspond alors
une surface de Reimann sphérique v, et ne couvrant un point w = o qu'un nombre
fini de fois, soit n(R , @) . Ce nombre, évidemment égal au nombre de fois que
w = f(z) admet la valewr a & l'intérieur du cercle |z| < R, peut se calculer
par la formule

| 2n 2

R 0 1 1 fri-
nR , q) ===/ log . dy + =/ do
’ 27'[ 0 BR [f(RelkP) ,OL] T IZISR (l+|f‘2)2 ’

o [£f(Re™) , @] désipgne la distance cordale, c'est-a-dire

[f(Rei(P) ,al = lf(ReiLPZ_ﬁL pour a fini ,
VNPV

[£@®™) ; ©] = —2ee
\/l+|f‘2

et do 1'élément d'aire du plan des 2z .

Posons ¢
21

1 1

m (R CX.) e _._/ log st sttt (

1 ? @ 5
a0 [£ @) T

27 2 aire de la surface sphérique w

1 1
s(R) = ~ /O £ do = R ;

(l+|f|2)2 aire de la sphére
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nous avons ainsi la relation :

s(R)
R s

Ej&.ﬁ.&..o.t.)_q-%ml(R,Ot) =

que nous pouvons interger par rapport & R
R R
/TR ) _ 7 s®
O_Lﬁ’"-dR+m1(R’a>+K(a)—/() = dR ,

R,
ot K(o) est une constante déterminde par lim [/O P-%ﬁ)- dR + K+ m (R, 0)]=0;
R-0

R s(R)
TR, £ =/ % dR = caractéristique au sens d'AHLFORS-SCHIMIZU .

1

4o Relation entre T(R , f) et Tl(R , £)

T, (R, f) est, d'aprés sa définition, indépendante de « 3 nous pouvons prendre

a=ow,et

Bo , « 1 A 1gy 2
Tl(R,f):/O -———E-—--dt-kmfo log(l + |f®e™) %) dv + K .

Si f est holomorphe & 1l'origine,-
1

5 log(l + |f(0)12)

K=-
et
TR, D =NR, D +m®,) -3 logl+ |50 .

Nous allons montrer que m, R, o =nR , o + 0(1) . Par définition mme,

1 R + i
i Jo 1elf®Re™) dp < m R , )

= Zl?c' Ozn log(l + |£Re™)|?) dp < Z}E /Ozn 15g|£Re™) |% dp + 282,
soit
R, ©) < m R, =) g oR,s) - 252
ou
m (R, =) =n@, ) +0) ;
arod

TR, f) =TR , £f) + 0(1) .

Nous avons ainsi montré le résultat pour f holomorphe & 1torigine. Si 1'origine
est un pble de f , le résultat subsiste (voir SCHIMIZU).
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Exemple : Caractéristique d'une fraction rationnelle.

A(z) .
f= T%z-)— , Q) 0, A et Q premiers entre eux :

R 27 ipy (2
LR, =/ alt , o dt+-£——/ log L 1£@TD " 4,

v t n 0 1+ [£(0) ]

A et Q &tant supposés premiers entre eux, le nombre n(t , < désigne le nom-

bre des racines -él- de Q(z) dans |z| <t . La formule de Jensen, appliquée &

Q(z) , donne : J

1 /271: ipy R 5 1o
log'q‘ = Z_;-E 0 1Ong(Re ) I d(P + 10g Téf«‘—rg ’
J

soit
27 o |A|2 + IQIZ
12(0)]? + |a(0) |

A 1
LE Y =77 b

_ Dans la suite de cet exposé, nous nous occuperons seulement des fonctions & ca~-
ractéristique bornée. Nous allons montrer, dans un premier théoréme dfi & R.NEVANLINNA,
comment 1!'étude de ces fonctions se ramene & celle des fonctions, quotient de 2
fonctions holomorphes et bornées dans |z| < 1 ; et dans un second théoréme dfl &
FROSTMANN, montrer le lien qui unit ces fonctions aux ensembles de capacité loga-

rithmique positive.

THF:ORI‘ENE 2 (NEVANLINNA). ~ Une condition nécessaire et suffisante pour qulune

fohction méromorphe dans |z| < L soit quotient de deux fonctions holomorphes et

borndes dans |z| < 1 est que sa caractéristigue soit bornde.

l. Condition suffisante.

Reprenons la formule de Poisson-Jensen sous la forme

1 .
loglf(z)[:*R(z,f)-wR(z,-f avec z:rele, r<R<1,

en remarquant gque wR(O o, f) =TR , ) .

Nous allons montrer que la fonction harmonique et positive wR(z ’ f) admet une

fonction limite quand R tend vers 1 ,

Pour cela, montrons tout d'abord que c'est une fonction croissante de R , pour

tout |z| < 1 , ce qui généralisera le cas déja démontré ot 2z = 0 .
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Soit un point Zy =T e:Le , tel que rq <r <R <1, Nous avons déja remarqué

que 15g|f(z) | gl f) .

u (g, £) = e /27t 1g|2 e | — e a0

r*0 ? ~2n 0 & r2+r§—2rro cos(e-eo)
I 10 rz'rg
< 5% /B wp (re™ , 1) r2+r§-2rro e ae s
la fonction vr(z , f) étant nulle pour |z| =r , 1'intégrale peut s'écrire :
2 .2
& /Ozn (g wet®, ) - v @e!®, ) - 7o -

2 2
T +ro-2rr0 cos(e-eo)

La fonction wp - V. est harmonique en tout point du cercle |z| <R 3 en vertu

de la formule de Poisson, cette intégrale devient égale a
wR(zo , £) -vx_(zo , ),
d'ou
ur(ZO , ©) sz(zO y ©) --vr(zO , )
soit
ur(ZO , ) + v_r(zO s ©) :wr(zo , ©) SWR(ZO s ) e
La fonction wp(z , f) étant croissante de R , en tout point du cercle |[z| <1,

elle admet une limite finie ou infinie :

lime(z , £) =w(z , £) 3
R-1

or, puisque wR(O s £) = TR , £f) , cette limite est finie pour z = 0 , et, d'aprés
le théoréme de Harnack, elle sera finie en tout point du cercle |z| <1 , et elle
a lieu uniformément.

A partir de la relation log|f(z)]| = wp(z , £) = we(z, %) s ona:
1 . 1
wiz , -f) = 1im wR(z , ?) =w(z , £) - log|f(z)]| 3
R

les fonctions limites w(z , £f) et w(z , -i’,-) sont positives et harmoniques pour

}zl <1l , & 1'exception des pbles bi et des racines a, de la fonction f .

Notons par w(z , f) la fonction conjuguée de la fonction harmonique w(z , f)
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Elle est déterminée, & une constante additive prés ; en choisissant cette constan-

te d'une maniere convenable, on aura :

log f(z) = [w(z , £) ~ w(z ,%)] +i[w(z , £) -W(z , -%‘-)] .

Posons

oz , 1) = e (B0 -10(z,10)

oz , -lf) = e"w(zyl/f)-izf-(z,l/f) ;
dtol

ot oz ’% et ¢(z , f) sont holomorphes et borndes dans |z] <1 o

2« Condition néce ssaire.

Y (2)
Supposons f(z) = ?l-(%'f y avec Y (z) et b, (z) holomorphes et bornées dans
2

lz| <1 (11;2(0) # 0) 3 nous pouvons supposer que \pl(z) et Y, (z) sont telles
que [y, ()] et [\1}2(2)] <1 dans |z| <1, sinon il suffit de les diviser par

une constante convenable ¢

+ + N}l(z)l + 1
log|£(z) | = logwslogm',
1

A

uR(Z s 1) SUR(Z ’TP;

-

vR(z y £) ng(z y -1111_2)

WR(Z s 1) SWR(Z ’ Tt‘z') =WR(Z ’ ¢2) + 10%'[“,‘E‘JE‘;T'

or Yy, (z) est holomorphe et bornée par 1 dans |z] <1, done WR(O ’ 1112) =0,

et la relation précédente, écrite pour 2z = 0 , devient @

1
TR, £) =w (0, £) < log ,
R ~ szﬂ

et la fonction caractéristique T(R , £f) est bornée.

Si 1l'origine est un pSle d'ordre k de f(z) , on remplacera f(z) par -f—Z‘a- ,
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et comme les caractéristiques de f et —é— ne différent que d'une constante,

w
TR , f) sera bornée (TR, £f) =TR ,-i,—) + 1og|ukl , ou f(z) =-11§—+ cee )e
7

Remarques.
1°© f£(z) étant quotient de deux fonctions ¢, et Y, bornées dans |z] <1
(g @) <1 et H}z (z)| €1), on aura, en tout point du cercle unité,

1
|‘~Pl(z)l < loz ?E‘—H ’
H’z(z)‘ S l‘P(Z ’ f)l .
20 Si f est & caractéristique bornée, alors les fonctions m(R , a) et N(R, a)

sont bornées quel que soit o .

Si, pour une valeur o , lesdites expressions sont bornées, il en est de méme

pour toute valeur de a , et f sera & caractéristique bornée.

3 NR,o H <> s =2 (@ -rj(oc)) <H, o les ’rj(a) désignent
r.<l
d

les modules des racines de 1'.équati'on~ f(z) =a ,

3« Exemples de fonctions & caractéristique bornée.

a) Fonctions de la classe HP : Toute fonction f , méromorphe dans |z| <1 et

de classe HP , est & caractéristique bornée.

Définition de la classe uP

~ Une fonction holomorphe dans |z| < 1 est dite appartenir & la classe HP of

21 .
1 i
p,p(R y 8 =5 [y |2 1P dp

bornée pour R < 1 .
~ Une fonction, méromorphe dans |z| < 1 , est dite de classe H® si la fonction

1 -0, 7
J

[
; &, -
J 3 z

g(z) = 2° £(z)

est de classe HP , les -él- étant les pbles dans |z| < 1 de f(z) , et k 1lor-

J
dre du p8le d¢ f(z) & l'origine.

Posons ¢
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f(Z) =-$—%)T’

T(R,f)sT(R,g)+T(R,-3-1-).

271 .
TR, @ = 721; /0 lgglg(Rew) |dp , puisque g est holomorphe. En remarquant que
Ig(ReitP) 1 >p l$g|g(Rein)| , NOUS avons $
1
TR, o $§HP(R s 8
'G'j -z
T(R,-q-)).—.-é-ﬁfo 1og—-—---——-i’----Rk do + 2 log R|6&;] ,
L 2n B, -~z
65-,;? A logl-i—-il——e—l—-z—\ d¢ - k log R + X log Rlejl 3
par la formule de Jensen 3
1 27 .5. -2
loglej =3 /O 10g|T—‘_]_—é;]—-z-l de + log Rlejl

=> T(R ,%l-) P2 1og|6jl - log R!ejl + log R|6j| -k logR

=>TR , f) S%u_p(R s +Zlog|6j| -k logR .

kinsi, si g€ HP et i |ej| < M, la fonction f est & caractéristique bornées
J

Remarques. - g(z) € H® = g(z) est & caractéristique bornée, donc, d'aprés
g, (2)
le théoréme de Nevanlinna, g(z) = , o g (z) et g,(z) sont bornées dans
2, (2) L 2
|Z| <1 ™

si [lle.] < ¥, la fonction Y(z) est holomorphe dans |z| < 1 , et vérifie

v | <1,

et, dtaprés le théordme 2, f(z) est & caractéristique bornée.
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b) Toute fonction, méromorphe dans |z| < 1 et bornée au voisinage de |z| =1,

est & caractéristique bornée.

1 .
Soient ¢(z) une telle fonction, et =— ses pSles dans |z| <1 (]I QBI <M

0.
J
Xk 1 -0, 3 '
£(z) =2z oz [ — ( k¥ = ordre du pble & 1'origine).
j ©, -2
J
. X 1 -6,z
Me,| <M = |z —d=d| g1 lz] <1
J j 6, -2
J
¢(z) étant borné au voisinage de |z| =1 , nous aurons alors f(z) holomorphe
et bornée dans |z] <1,
_ £(z)

? = Jar
quotient de 2 fonctions bornées dans ]zl <1, donc ¢(z) & caractéristique

bornée.

4. Engemble de capacité positive et fonctions & caractéristique bornéee

THEOREME 3 (FROSTMANN)+ ~ Si la fonction N(R , ) , mesurant la distribution
des racines de 1'équation f(z) = a , reste bornée, pour tout a € S , ensemble de

capacité logarithmique positive, la fonction T(R , f) est bornée.
Reprenons la définition de la caractéristique au sens Q'AHLFORS et SCHIMIZU

R
TR, 0 =NE, 0 +nR,d = f =2 at.

Nous gardons la mfme notation que pour les fonctions introduites par Re NEVANLINNA,
en n'oubliant pas qu'elles ne différent que d'une quantité bornée pour R < 1 .

On stassure immédiatement que, pour R fixé, m(R , a) est une fonction conti-
nue de o 3 il en est alors de mdme pour N(R , a) , puisque la somme est indépen~
dante de a « Ces fonctions sont donc susceptibles d'une intégration de Stieljes
par rapport & une fonction additive p(a) s donnant une distribution de masse sur

la sphére de Riemann,
En supposant p > 0 et la masse totale 4gale 1

TR , f) = /wN(R , a) dupla) + ‘fd nR , a) dula) .

w désignant la sphére de Riemann 3
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1
*Te®e®) , o

2n
fym@® , @) ap(@) = 5= [, aul@ f  lo dp

l L]
= 5 /O de [ o dp @) 3

1
g .

v [f(Rel(P) ’ a]

or

potentiel logarithmique de la distribution u »

du ()

1

f log .l
Yo [£@e™) , a]
= u(f) ,
et la fonction caractéristique devient égsle a

TR
TR, f) = wa(R y @) dula) +§-7;/0 u(f) do

Or, par hypothése, a oppartient & un ensemble de capacité logarithmique positive ;
nous pouvons choisir une distribution de masse de maniére que le potentiel wu(f)
soit borné, et comme nous avons supposé N(R , a) bornée, il en est alors de méme
de la fonction caractéristique.

Remarques. - Nous avons déja vu que NQR , @) et 2 l-r.(@ (r,@

rj )<t J J

désignant le module des racines de 1'équation f(z) = a ) sont bornées ou non en
méme temps.

Si 21 - rj (@) est bornée pour une certaine valeur a y €lle ntest pas néces-
sairement bornée pour tout autre valeur de o « Mais si 21 - rj (@) est bornée
pour tout a € S de capacité logarithmique positive, comme f est & ce moment a

caractéristique bornée, il en sera de mfme pour toute valeur de a .

5 Fonctions a caractéristique bornée et déterminant de Kroneckers

Nous allons maihtenant établir un dernier résultat, dfi & CANTOR, qui montre que

toute fonction, & caractéristique bornée, et admettant un développement de Laurent

by

& l'origine & coefficients entiers rationnels, est une fraction rationnelle.

Commengons tout d'abord par établir le lemme suivant

LEMME. - Soit f(z) & caractéristique bornée, holomorphe & 1l'origine ¢

n
f(z)..uo+ulz+...+unz + eew

U, oeo U
0 °*° “p

Dn: u, u, 5
n voe on



13-14
alors

lim |D ll/nz 0.
n

N>

Démonstration. - f(z) , étant & caractéristique bornée, est d'aprés le théoréme

2 quotient de 2 fonctions holomorphes et bornées dans le cercle unité s

z) _ n .
f(z)_c%%z-}-_uo+ulz+...+unz + eee §

n
ﬁo+|31Z+ono+BnZ + eee

p(z)

1l

n
a, + a a
a(Z) 0 lZ+-.o+ nZ + es0 o
Mais, pour plus de commodité, nous pouvons choisir ay = 1.,

Avant de majorer D, par 1'inégalité d'Hadamard, nous allons, suivant un procé-
dé devenu classique, exprimer le terme général de D, en fonction des coefficients

a., et "
J ﬁJ

Soient Ao s Ay eeey An les colonnes de Dn 3 remplacons

Nt
A.n— « ZJ a. An s o9
J j=0 * D%

puis recommengons la mfme opération sur les lignes, ce qul nous donne

Dy = ]dh,kl '
ol
h ok
Uk = 2 0 %1% vt *
Nous pouvons remarquer que dh X est le coefficient de zh+k dang
’

h 5 k . o n
glz) = 2 a, 2t x 2 a, zt x2u z" 3
i=0 * j=0 t 0

en utilisant la relation

o X oz

2 u, gt =2 ,

j_:O:L Za,zl
o

g(z) peut s'éerire
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He

h
g(z):(za.zi+ OLz Zazl)Zﬁz.
i=0 * 1=0 i

i i=0

En posant

h
®n,k = .ZB %5 Pnik-i

i=

k
b = i%o %3 Prik-1

h+k

2, By s s
ky,h 30 * htk-1

o
il

nous avons d = 8, Jk e oy bk,h , et en appliquant 1'inégalité de Schwarz,
b4

ldh,k‘z $ B(lah,k‘z + lak,hiz + ‘bk,hlz) .

Majorons maintenant D =~ en utilisant 1'inégalité d'Hadamard
h n
b 12s I3 fa, 0%
h=0 k=0 4
en appliquant 1'inégalité des moyermes arithmétique et géométrique au second mem-

bre de la précédente inégalité, nous obtenons 3

2/ (n+1) 2 I 2
Iy | O <ot T HEO Ezo ldh,k\ .

Nous nous sommes proposés de montrer que 2 2 ldn klz = O(n) j pour cela, il

n=0 k=0
suffit d'établir que 3
2: Z; = 0(n)
h=0 k=0 2, k‘ ®
53 ENMEERCY
h=0 k=0

Pour montrer ces deux derniers résultats, nous allons utiliser 1'hypothése que les
fonctions a(z) et p(z) sont holomorphes et bornées dans |z| <1

Congidérons la fonction

 d
w0

P(z) = alz) °Z° By 2
k
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& ¥ est le coefficient de zh+k dans le développement de Lp(z) y d'ol, en uti-
’

lisant la formule de Gutzmer pour (z) ,
2 1 %" igy (2
2| |2=lim—-/ lwRe™) |~ ap 3
beo | Bsk' T oy 270

or afz) est bornde, soit |a(z)] <& (|z| <1),,

1/2

27 0

A 2

n . 2n .
Wre™) |* dp < = % ligk Py # 1% g = 2

en posant Ek = .Z iﬁilz y dloh
i

> <88 ;

S|
oo | Bk
or, les Bk forment une suite de nombres positifs tendant vers zéro, d¥ol

n
2 = 0(n) , ainsi
k=0 Bk

n o)

S 3 o |*=0@ .
1=0 heo | oK
Vd Vd ° 3 [ h*k
Par la mfme méthode, en remarquant que bh Xk désigne le coefficient de =z dans
b4
le développement de la fonction bornée g§(z) 0 (3) , nous svons
S LNE
= O(n) .
k=0 h=0 bk’k

n n
Nous venons aussi de montrer que 2 2 |d

2
l = 0(n) , soit
h=0 k=0 h,k

vim o |YP -0,
N-oo n

En utilisant ce dernier résultat, nous avons le théoréme suivant

THEOREME 4. — Toute fonction f(z) & caractéristique bornée dans le cercle unité

et & développement de Laurent & 1'origine & coefficients entiers, est ume fraction

rationnelle.

Soit k 1'ordre du pble & llorigine de f(z) . La fonction o X f(z) est holo-

morphe & l'origine, et sa fonction caractéristique est bornée

zkf(z)=u0+ulz+...+unzn+... u €7 o
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1im anll/n = 0 et comme c'est un nombre entier, D =0 powr n >N et 2¥ £(z)
nNaoe
est une fraction rationnelle.

Remarque., - Ce dernier résultat de CANTOR généralise les résultats de SALEM et

de Mlle CHAMFY.

Mlle CHAMFY a montré que s'il existe un nombre a et un polynfme P(z) tel que

?f.—(-rzzé-z-):—liz a(z) € H° (donc a(z) holomorphe et bornée dans |z| <1 ) et si £(z)
est & coefficients entiers, donc c'est une fraction rationnelle

o= ak) = () =2E avee pl) =P@) + ax(a) 3

- ainsi, f(z) est quotient de deux fonctions holomorphes et bornées, donc & carac-

téristique bornée.

A partir des théoremes 3 et 4, nous avons @

COROLLAIRE. - Soit f£(z) méromorphe dans le cercle unité, avec développement de
Laurent & 1l'origine & coefficients entiers. S!'il existe un ensemble 8 de capacité
logarithmique positive telle que, pour tout o € S , la fonction N(R , @) associde
aux racines de 1l'équation f(z) = a est bornée, alors f(z) est une fraction ra-

tionnelle.
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