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Séminaire DEILANGE-PISOT 11-01
(Théorie des Nombres)
5e année, 1963/64, n° 11 2 mars 1964

CONJECTURE DE MINKOWSKI SUR IE
CORPS DES COMPIEXES

par Hassan SAFFARI

La conjecture suivante, que nous appelons "proposition A", est attribuée &
MINKOWSKI ¢

PROPOSITION (A). ~ Etant données n formes lindaires

n
jil G’ij Xj (121,2,...,n) ou aijeaRa‘-,

a4 tout point a = (al y oee an) € En correspond au moins un point

X = (Xl y soe Xn) € Eé tel que

n n
Ul 2 a,x, +a,lg 18] ’
szl gm 13 AT o

\

o A= Igi #0 est le déterminant des coefficients des n formes.

5l
Cette proposition a été démontrée pour n = 2 y, 2 et 4 (voir [11]).

Dans ce qui suit, nous donnons d'abord une équivalente de cette conjecture sur
le corps des complexes, puis nous étudions cértains cas ol cette conjecture équi-

valente est vraie :
PROPOSITION (B). - Etant domnées n formes lindaires

jil ﬁij Zj (l = l ’ 2 9 see n) ou ﬁij (S 9 [
a4 tout point b = (bl g eee bn) € En correspond au moins un point

Z = (zl g ese zn) s dont les coordonnées sont les entiers d'un corps quadrati-~
que imaginaire K(ivm) , tel que

i
—

( }n/2
L +2i IA[ si nm

ou 2 (mod 4)

2
1ELiZ§lE£— Al si m =23 (mod 4)

o |A] £0 est le module du déterminant de la matrice des coefficients.
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Cette proposition qui, sous sa forme générale, est nouvelle a été démontrée dans
lescas n=2, m=2 (voir[4],[1] ,[8 et[9]) et n=2, m=3 [&.
\
THEOREME L. - (B) => (4) .

Démonstration. - Considérons, par exemple, le cas ou les coordonnées du point 2

appartiennent au corps de Gauss X(i) . Supposons que les Bij = oy sont tous

ps . . \ n
réels, et appliquons la proposition (B) au point b=a +ia oi ace€ R" 5 ona

alors :
n n
i A *
Ml 2 o, 2z, +a, + ia, lj}- )
i:l\j:l A R 1l$2n2 (
Soit Zj = Xj + iyj s QU Xj et y, sont des entiers rationnels ; on a alors
J
n n n
A
(2 o, x, +a,) +i(2 oy, +a,)l g-l~%§ ,
e I T R j=o 42 21
soit

n n o ] ]2
D102 oy, %, +8) +i(2 a, 7 +a)|? <o
i=1 j=1 3 J 1 j=1 td * 20

mais, pour tout i , on a :

n n n
n a8 ) n
| (2 aij Xj+ai) +i( 2 aij yj+ai)‘ >2| 2 aij Xj+aiH 2 aij y.+ail,

j=L j=1 =1 j=1 J
donc :
n n n n 2
M ] 2 a,, %, + a.l M \ 2 a,, Ve * a.| s'L%L~ .
EPR I N R At N SE R A B N

Cette inégalité montre que 1l'un au moins des 2 produits du premier membre est

<l

2

D'aprés le théoréme L, & toute proposition concernant le cas complexe correspond

une proposition pour le cas réel.

Le théoréme suivant est une généralisation d'un théoréme de A. M. MACBEATH [ 7]
ou [12].

! A
THEOREME 2. - Si la matrice des coefficients des n formes est décomposable

sous la forme DUIV ou :

(*) On a employé le méme symbole i pour V- 1 et 1l'indice, mais cela ne préte a
D Y s !

aucune confusion.
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D est une matrice diagonale,

U est une matrice unitaire (c'est-a-dire vt =T )s

T est une matrice diagonale supérieure dont tous les éléments diagonaux ont
méme module,

V est une matrice unimodulaire, dont les éléments sont les entiers du corps

quadratique K(ivVm) considéré,

alors la proposition (B) est vraie.
La démonstration de ce théoréme repose sur les 3 lemmes suivants

IEMME 1, - Si la proposition (B) est vraie pour n formes dont la matrice des
coefficients est M , elle est également vraie pour n formes dont la matrice

des coefficients est DM, ob D est une matrice diagonale.

IEMME 2, - Si la proposition (B) est vraie pour n formes dont la matrice des
coefficients est M , elle est également vraie pour n formes dont la matrice
des coefficients est MV , o V est unimodulaire et ses éléments appartiennent

au corps quadratique K(ivm) .

IEMME 3. - La proposition (B) est vraie pour n formes dont la matrice des
coefficients est de la forme UT , ou U est une matrice unitaire et T une

matrice triangulaire supérieure dont tous les éléments diagonaux ont méme module.

Démonstration du lemme L. - Etant domné un vecteur X de C" ou de R" , nous

o~

appelons II(X) 1le produit des modules de toutes ses coordonnées :

O(X) = |%; %, eoe x|
et
I2)1/2

| X

= (fxl!z + oees lxh

L'inégalité entre la moyenne arithmétique et la moyenne géométrique entraine :

(1) L2 5 (/e

o .

I1 est évident que si, pour un certain vecteur X , oan a
nx) <a ’

oi d est une certaine constante, on a également

(2) nmx) < |pla ,

o1 D est une matrice diagonale et |D| le module de son déterminant.
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Cela posé, pour démontrer le lemme 1, il suffit d'écrire la proposition (B) pour
un point D-l b , puis appliquer la relation (2) ou le vecteur X a pour coordon-
nées

n
2 B
j::l

-1
1 = l s o990
15 %5 % d; by (i y 2, , 1)

.. s —l
et les dil sont les éléments de D .

Démonstration du lemme 2. — Ce lemme est évident en remarquant que, si a est
un vecteur dont les coordonnées sont des entiers d'un certain corps, 1'équation
VX =a, oo V est une matrice unimodulaire dont les éléments sont des entiers du

méme corps, posséde une solution entiére dans le méme corps.

Démonstration du lemme 3. - Soit

/,"‘: t'll t12 eosn aee tln \\\\

:,; O t22 L N L IR .tzn \.z
T = g Xy ece cooe sen see {

|

\% 0 0 e n~1,n-1 n-l,n |

y‘:-:'o se 0 es e O tnn /

ou on a
‘tll‘ = "b22‘ = eee = ‘tnn\ = d .

D'aprés la notation employée au début de la démonstration du lemme 1, il suffit de

démontrer l'existence d'un vecteur entier Z tel qu'on ait :

1 ou 2 (mod 4)

| T
N(urz + v) si 2"
ntd |uT] i m=3 (mod 4) .
40

les vecteurs colonnes de la matrice unitaire U forment un systéme orthonormé ;
projetons le vecteur UTZ + b sur ce systeme. Sodent B , B, , «es , ﬁn les
coordonnées du vecteur b ; on vérifie immédiatement que les coordonnées du veCs

teur UTZ + b dans ce nouveau systeme sont les suivantes
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+ % + P

Yot = tn—l,n-l n-1 n-l,n n n-1
Yo = tnn 2, + Bn .
on a alors :
vl =1t Iz, + 74 =dlz, + T .
n m''n tnn n m

Si m=1 ou 2 (mod 4), les entiers du corps quadratique K(ivm) sont de la

forme x + iyVﬁ ou x et y sont des entiers rationnels j; alors si on pose

Bn

T =p+ig ( p et g réels quelconques),
nn

on &

P
IZ +jb-p—l :l(x+p) +i\/ﬂ(y+%m)l ’

n
nn
et on peut choisir les entiers x et y tels que

o1 1
lx+pl $5, ly+3H <33

done

Ainsi, on peut choisir 1l'entier Z, tel que

lYnJ < 2

ayant choisi z, s On peut ensuite choisir z 1 tel que

puis, de proche en proche, Zoo s s+ 5 % tels que lYn—Z‘ s oo o |Yll véri-

fient la mBme inégalité.

Si m=3 (mod 4), les entiers du corps quadratique sont de la forme x -% +—l§ vin

oi x et y sont toujours des entiers rationnels § on a donc :
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lzn+%l—{ :\(X—%-i—‘p) +-§'-\§E(y+§%n)§ .
nn

Dans ce cas, on peut choisir d'abord y , puis x , tels que :

2 1 1
ly+& 5, Ix-F+pl <3,
ce qui entraine

< d(m + 4}1/2
‘Yn\ - 4 *
Puis on choisit z _, , «s. , 7 tels que lyn_l] y eee s lyll vérifient la méme
indgalité ; on a ainsi dans l'un ou 1'autre systéme de coordonnées :
/ 5
{ E@_l%%i;ll si m
2 1
| 012 + B|” <

; nd2§m + 4) .
16 si m

1 ou 2 (mod 4)

i

3 (mod 4) .

|

L'inégalité (1) entraine alors :

{ n/2
(m + ;! dn si m

2

Il

1 ou 2 (mod 4)

[i(urz) + b) <<

n/2
(M—dn si m=3 (mod 4) .

n 2
4

1

Compte temu de ce que |UT| = d” , le lemme 3 est démontré.

Remarque importante. - La validité du lerme 3 ne dépend pas de la forme trian-
gulaire supérieure de la matrice T , mais plutdt de l'existence d'une approxima-
tion simultenée pour les n formes non homogenes Y; , Y, » e+ » Y, § donc le
lemme 3, ainsi que le théoréme 2, restent valables lorsqu'on remplace la matrice
T par une autre matrice déduite de T par un changement de lignes ou de colonnes,
et en particulier pour une matrice triangulaire inférieure ou pseudotriangulaire
supérieure ou inférieure. Cependant, il faut remarquer que toutes ces matrices se
déduisent de T en la multipliant, & gauche ou & droite, par une matrice unimodu-
laire ; done, on ne trouve pas un théoréme plus général que le théoréme 2. Au con~

traire, s'il existe une matrice B & coefficients complexes :
F P P e By \
Pr B coe F&n }

\\ es o L LR L ] ’

\P P e By /
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qui ne soit pas le produit d'une matrice triangulaire supérieure (vérifiant la
condition ltlll = |t22] = 0eo = ltnpl ) et d'une matrice unimodulaire, et telle
qu'il existe n entlers z, , ..., z. d'un corps quadratique vérifiant le sys-
teme p
< _.T\{Z i = - see A: O
“33]_ Z]_*sz Z2+”'+Bjnzn+bj|\c A (=1, 2, , 1) , |B| #

(3)

m+li/_2

5 si m=1 ou 2 (mod 4)

i

C =

1/2
o+ H7 oL

v} 3 (mod 4) .

i

Alors, la proposition est valable pour toute matrice de la forme DUBV , et on

trouve un théoréme plus général que le théoreme 2.

Je dois affirmer que, dans les exemples concrets que j'ai pu construire, les
matrices vérifiant la condition (3) sont toujours le produit d'une metrice trian-
gulaire de la forme précédente et d'une matrice unimodulaire, de fagon que je ne

sais rien sur l'existence d'autres matrices vérifiant la relation (3).

;A
THEOREME 2. - Si tous les coefficients des n formes appartiennent & un méme
corps quadratique imaginaire et euclidien, la proposition (B) est vraie avec des

entiers appartenant au corps des coefficients.

Remarque préliminaire. - On sait qu'il existe exactement 5 corps quadratiques
q Ps g q

imaginaires et euclidiens K(ivm) , & savoir
m=1,2,3, 7et1l .

Démonstration. - On peut toujours supposer que tous les coefficients sont des

entiers d'un tel corps ; sinon, A étant la matrice des coefficients, il existe

une matrice coalaire D' telle que
Ale Al
et que A' soit & coefficients entiers. On applique & la matrice A' le procédé
ordinaire de triangulation des matrices & coefficients entiers rationnels, qui
consiste en l'application de 1'algarithme d'Eaiclide, et on trouve ainsi
=TV
ou V est unimodulaire. Enfin, par une infinité de maniéres, on peut choisir une

matrice diagonale D" telle que
Tl :D" T
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o0 T vérifie la condition

ltll‘ T oeee = ltnnl 3

or: a donc
A=D'D" TV =DIV .,
I1 suffit alors d'appliquer le théoreéme 2, oi on remplace U par la matrice iden-

tique.

COROLLAIRE. - la proposition (A) est vraie si les coefficients des n formes

réelles appartiennent au corps des rationnels.

*

THEOREME 4. = Si 1a proposition (B) est vraie pour tout systéme de r formes &
r variasbles, alors elle est également vrale pour un systéme de n formes & n
variables (n > ), & condition que les coefficients de n - r de ces formes ap~

partiennent & un méme corps quadratique imaginaire euclidien.

Remargue préliminaire. — D'aprés J. W. S. CASSELS, ce théoréme a été démontré,
pour les formes réelles, par un mathématicien Soviétique, KARANIKOLOV (voir [6]).

Démonstration. ~ La matrice des coefficients des n formes peut &tre écrite

sous la forme suivante

[ P Pra o Py

i \
( \
i sz. p22 aee ﬁ2n a‘_‘
} L N ] LI I ) [N N ] [ N ) !\“
A o= | ]
{ Par,t Porz oo ﬁn_r,n ;
L%y %2 eee 4 f‘
\ oo e e 0 e o LN 2 ”
\ ,/

\ ' ax‘l OLr2 cee ern f/

on les a sont des nombres complexes quelconques, et les [ appartiennent & un
méme corps quadratique imaginaire euclidien. On peut toujours supposer que tous
les B sont des entiers du corps quadratique considéré, car dans le cas contraire
il existe une matrice scalaire D' telle que

A =D' A
et que dans A' les P sont des entiers du corps.

J'applique la méthode de triangulation aux n - r premiéres lignes de A' ;
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cette méthode qui consiste en 1'application de 1'algarithme d'Euclide, est équiva~
lente & la multiplication de A' , & droite, par plusieurs matrices unimodulaires.
On trouve ainsi s

At = A"V

ou les éléments de la matrice unimodulaire V appartiennent au corps K(ivm) eu-

clidien considéré, et

f BY, 0 0 ces ese  osee \
![;’ By, By, 0 cee  ses O ‘\2
( cee o ces  eue ces  ese  eee x\
N'=i &wﬂ- &wﬂ e gﬂ5m¢ 0 ess O §
QA e e SO
eoe LA L XN 4 L XX eee es e ese f’}
\ cgl oy cas  see ceeeee OB
on peut toujours supposer
(4) I8y, | = Il e eee = latty, ol =4,

car dans le cas contraire on peut choisir d'une infinité de maniéres une matrice

diagonale D" qui, mltipliée & gauche par A" , donne la relation (4). On trouve
ainsi ~

A=DA"V ,
o A" vérifie la relation (4).

D'aprés les lemmes 1 et 2, il suffit de démontrer le théoréme pour des formes
dont la matrice est A" . Pour cela, on applique exactement la méthode du lemme 3
du théoréme 2 aux n - r premiéres lignes de la matrice A" , et on trouve ainsi
n - r entiers du corps considéré tels que chacune des n - r formes linéaires
non homogénes représentées par les n - r premiéres lignes de A" soit, en modu-

le, plus petite ou égale a

1/2
o+ )77 0 o )

5 m= ou 2 (mod 4)
1/2
.(Lt:)__ d si m=3 (mod 4) .

Si on substitue ces n - r entiers dans les r formes linéaires non homogénes
représentées par les r derniéres lignes, on trouve r formes lindaires non ho-

mogénes & r variables pour lesquelles, par hypothése, la propriété (B) est vraie,
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et on trouve ainsi

1 ou 2 (mod 4)

i

(i@;i_%lf{i |6]  si m
i 2

.+ b.\ <
i=l 3=l *

e e 2
i ]
3 (mod 4)

[H}

r/2
L_-)—-m*fj / |5 si m
, 4

ou les Ki. sont les éléments des r dernidres lignes et les r derniéres co-

lonnes de A" , et |8 est le module du déterminant mineur composé de ces élé-

mentse.

Le théoréme se démontre dans toute sa généralité si on remarque que

o] = LBl e L ol 18] = a%l0]

I1 importe de savoir dans quelles conditions une certaine matrice & coefficients
complexes est décomposable sous la forme DUIV . Le théorems suivant donne une
condition nécessaire pour une telle décomposition.

O, . 0
yl #0,
soit décomposable sous la forme DUTIV , c'est qu'il existe n entiers vj

s \d
THEOREME 5. - Une condition nécessaire pour qu'une matrice (aij) y |

(3 =1, eee , n) appartenant au méme corps quadratique que les éléments de V ,

tels que

n n
Nz a, vjl <

i=l 3=l n/?

N,

o |A] #0 est le module du déterminant de la matrice (aij) .
Dans le cas n = 2 , cette condition est & la fois nécessaire et suffisante.

Démonstraticn. - Soit (aij) = A = DUTV , donc

U =p~t ay~t gt .
Soient @
61 O & e O all L N )
9 0 62 cee 0 % eos
D™ = , A=
O O ee e 6 a e e 0

n % nl



Ll=ll

Vll V21 see 'V'nl \:‘ tll oe e see tln
0 t see t
Vip Vop o ese Voo 22 20
-l -1
V = ’ T = cee ese see L)
v 0 0 sse tnn
Vln coe see nm \
ou, pour Tl comme pour T , ona [t = ees = \tnnl .

Appelons o , @, , «ss , @ les vecteurs lignes de A, V5 ees , Vv, les

vecteurs colonnes de vt , et (ai.vj) la somme des produits 2 & 2 des coordon-
nées des vecteurs a et vj . Chacune de ces sommes des produits est une forme

linéaire homogéne aux coefficients aij et aux variables vji .
Un calcul immédiat montre que les éléments de la premiére colonne de U sont :

by, 6l(al.vl) > By 62(a2.v1) s een s by 6n(an.vl) ;
on a donc les 2 relations suivantes :
2 2 2
(5) Lo, 12 18,17 1oy v )12+ vee #1817 | (@ ev))]

(6) [0, 0y een 8ty by e b []4] =

L'inégalité entre la moyenne arithmétique et la moyenne géométrique entraine :

18,17 @ ov )R+ en o 1821 (@ v ) P2 n(l6, 8y vee & [laywv,| en fo v, PP,

ce qui, d'aprés la relation (5), entraine :

6,178, 8, eee 0 [0 wv o er | ven oo | s nj/z ;
compte-tenu de la relation (6) et du fait que
[t 17 = 1), gy «ee t |
on trouve
(7) jayor oy, | v oo .s;l-%,

qui, d'apres les notations employées, est équivalente & la condition de 1'énoncé.

Si on écrit explicitement le produit des matrices, qui donne la valeur de U ,
on vérifie immediatement que cette condition, dans le cas n =2 , est & la fois

nécessaire et suffisante.
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Le théoreéme précédent raméne 1'étude de la possibilité d'une décomposition sous
la forme DUTV , & 1'étude de l'existence des solutions entiéres pour 1'inégalité
(7)+ Malheureusement, nos informations sur les minima arithmétiqués des produits

des formes lindaires homogénes, méme dans le cas réel, sont trés réduites.

Dans le cas complexe, on connalt seulement certains résultats de FORD, PERRON,
POITOU, etc., qui donnent, pour n=2 , des conditions pour l'existence d'une infi-

nité de solutions. Voir par exemple [3] et [10].

On ne comnait, méme pour n =2 , la meilleure constante C quil assure 1l'exis-

tence d'au moins une solution pour 1'inégalite

lal.vlllaz.vll <cly .

by

I1 y a deux exceptions & cette affirmation s
1° Un résultat de HOFREITER (voir [5] ou [9]) montre que, dans le cas de K(i) ,

cette meilleure constante est
1

comme 1l'inégalité (7) exige la constante C :'% , 11 en résulte que, dans le cas
du corps de Gauss, la décomposition n'est pas toujours possible.

20 Le résultat classique de Hurwitz et Markoff nous assure que 1'inégalité

ial'vlllag°vl| S'&%L 9

dans le cas réel, possede toujours des solutions entiéres, et méme, d'aprés [2],

cette inégalité possede une infinité de solutions.
On peut vérifier facilement que cette infinité de solutions assure une infinité
de décomposition pour la metrice réelle, et il en résulte la proposition suivante :
COROLLAIRE. - La proposition (4) est vraie pour n =2 , et posséde une infinité
de solutions.

Conditions nécessaires et suffisantes pour la décomposition. Bn suivant la mé-

thode de démonstration du théoréme 5, on trouve des conditions nécessaires et suf-
fisantes pour la décomposition d'une matrice sous ls forme DUTV . En raison de
l'extréme complexité des calculs et la difficulté d'une interpretation comcréte de

ces conditions, j'ai renoncé a les exposer.
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