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Séminaire DELANGE-PISOT 301
(Thénrie des Nembres)
5¢ ennée, 19A3/f1, n° 3 9 Adventwa 1953

DIAMEITRE TRANSFINI DANS UN CORPS V[-LLUF:,
APPLICATION AU PROLONGEMENT ANALYTIQUE

par Mme Frangoise BERTRANDIAS

1 Diamétre transfini.

K désignera un corps valué, & valeurs absolues réelles.

La notion de diamdtre transfini, définie par FEKETE [2] pour un compact du plan
complexe, peut &tre étendue & un ensemble borné A d'un corps K .

1,1, Premiere définition. ~ Soit S, systéme de n éléments x; , «e0 5 X
de A et

' 2
An=séu:hi|xh-ﬁl .

1/ (n(n~1)
n

La suite A converge. On pose ¢

a(t) = Un Ai‘l/n(n"l) .

n—o

by

La démonstration est analogue & celle du cas classique. S1 A est compact, il

existe un gysteme Sn au moins donnant le maximim A mais ce n'est le cas géné-

n ’
ral,

1.2, Deuxieme définitien. — Soit @

n n-1
Pn(X) =X + )\.n_-l X + see + }\.O

un polynéme unitaire de K[x] et @

T = inf sup |P_(x)]| .
n > el n

. 1
La suite 'cn/ % converge. On pose ¢ <t(A) = lim ftl]/ n,
N0

Ici encore, démonstration analogue au cas classiquee Si K est localement com-

pact, il existe un polynbme Tn(x) au moins donnant le minimum T, ¢ on 1tappel~
lera polynéme de Levidev de degré n de A . Dans le cas général on désignera par
polynéme de Gevicev de de gré n de A relatif & la valeur & tout polynfme

Tz(x) unitaire de degré n ‘tel que @
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A
T, < Sup lTn(x)l <@+e) .
xel,

1.3: Equivalence des deux définitions. — On démontre, comme dans le cas clas-

sique, que les deux définitions fournissent le mfme nombre d = t qu'on appellera

diamétre transfini de L et qu'on notera <T(4) .

l.4. Propriétés.
ledels Si AcB, <(b) <z(B -
lage2s  T(M) = [N t(a) (AeK) .
L3+ T uixg)) = <(h) (x5eK) -«
ledodo Soit K 1%adhérence de A dans K. Ona: <) = z(d) .

la4e5. Soient P(x) un polynbme unitaire de degré k de K[x] et A4 wun

L

ensemble borné de K . Op considére, dans la cl8ture algébrique Q de K , l'en—
semble B(A , P) défini par :

B(A,P) ={xeQ"'. P(x) =y pour tout yea}
On a : <(B) :'z:(A)l/ko

( © est supposé valué, sa valuation étendant celle de K ).

Application. - La lemiscate B(r , P) ={xeQ: [P(®)] <r, P® ek} (ou

r est un réel positif) a pour diamdtre transfini :

«®) = ) ¥

(v étant le diamdtre transfini du disque |x| <1 .de K ).

le4ebs A étant un ensemble borné de K et n un réel positif, il existe une

lemiscate Arl de K

Ar]:{xeKs P(x)] < a}

(P(x) polyndme unitaire de K[x] , a rdel positif)
telle que A cAn et t(h) < 'c(An) < +n) w@®
Ces propriétés se démontrent facilement en utilisant la premidre définition

(systeme S, ) pour 1.4.3 et l.4a4, et la deuxidme définition (polynémes de
ﬁebi‘éev) pour le4.5 et 1.4.6 (dans l.4.6, P(x) est un polynSme T‘:’l(x) de A).
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l.5. Exemples.

1.5.1s - Le disque unité |x| €1 de K a un diamdtre transfini v< 1. 81

K est algébriquement clos ¢+ v =1 (on obtient les mémes résultats pour le

disque ¢ |x| <1 et pour la circonférence : |x| =1 ).
Démonstration. — On a sup |X| = 1 . Ceci entrafne (deuxidme définition)
|x|<t
. l/n
. <1 .D%h v=1lim <1l.
n < n
N300

2
Si K est algébriquement clos, la lemniscate B(l , x2) ={xek: |x°] < 1}
l N 3 .
4 pour diametre transfini -c(B) =v 2 (d'aprés 1.4.5) et elle est identique au

disque unité x| <1 . Il en résulte v =1,

1
lo5¢2., = Si K =Q corps des rationnels, avec la valuation ordinaire, =5

3 1
Considérons 1l'ensemble B(A , P) du § l.4.5 avec A ={y: |y - -2-\ <5l
P(x) = x2 et K =R corps des réels ( v a la mdme valeur dans Q et R d'apres

1.4+4). On a
@) = T2,

D'autre part, A étant un disque de rauon %— et B le disque unité,
<(B) = 2t(A) (dtaprés 1.442) ,
I1 en résulte

d@:v:%, .

lo5¢30, ~S1 K =Q , avec la valuation p-adique (telle que ] { =
v = p—-l/(p—'I)' . Considérons 1'ensemble B(A , P) avec A ={y: |y|
P(x) =x(x=1) oee (x-p+1) et K= Qp s corps des nombres p-adiques.

1
Pl
<
\p}’

B(A , P) est le disque unité |x| <1 de Qp ten effet si yeh, P(x -y
a toutes ses racines dans le disque unité de Q_ , d'aprés le lemme de Hensel, et
inversement, si !xl <1 dans Q_, P(x) € A, puisque les disques [x - i{ < 'ilg'
1=0,1, cee y p=1) forment un recouvrement du disque unité.

D'autre part <(B) = <(A) 1/p et (B) = pt(h)
Diolh "L'(B) = v= p-l/(p-l) .

Un raisonnement analogue permet de démontrer le résultat plus général :

K éfant non apchimédien, lscalement compact et sa valuation non triviale,

solent II une uniformisante de K et p°  le nombre d'éléments du corps des
restes d¢ K . Ona: v=|[I] V) |
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1.6+ Application & une généralisation d'un théoréme de Fekete.

THﬁbRﬁMEq - T1 n'existe qu'un nombre fini de nombres © algébriques sur Q

appartenant, ainsi gue tous leurs conjugués, simultanément aux ensembles A de

C et A de Q tels que

10 Ap est contenu dans le disque ]x]p.s 1 de Qp , sauf au plus pour un

nombre fini de premiers p (pe€ P)

20 @) I =) <1,
pep P
( G désigne le corps des complexes, Qp la complétion de la clotude algébrique

de Qp ).

lebele La démonstration s'appuie sur le résultat suivant

1EME. - I1 nlexiste qu'un nombre fini de nombres © algébriques sur Q de

degré donmé s appartenant, ainsi que tous ses conjugués 6 =6, 92 g ses 5 BS,
similtandment 3 des ensembles bornés {IGil SR de C et {le l R } de Qp
tels que le produit infini 1 Rp converge absolument ( R , Rp reels positlfs)
1Y
s=1

Démonstration du lemme, - Soit P(x) = &y %> + a 1 X + eee + 8y le poly-

nbme primitif de Z[x] dont O, , ... ; & sont les racines.

I1 résulte des hypotheses

1 8 pe-i -1

e @t o 2 <t

a i p

s
Pour tout p , il existe un indice i = au moins tel que |ay lp =1 . D'odh

p
< _ Y _-s S 8
a|l >R-"RFP>R inf {R 1} = inf {R_~ , 1},

C Z H - o= -S i !
omme a €7, o0na !aslp 1 si Rp <1, las|p ;;Rp si Rp > 1 . Dlautre

part Iasl M las]p =1 (car = £0 ). D'ol
b
-1 s
- 1
|al ﬂ\asp (hr)”
P

ou le produit infini J[I' est pris sur les premiers p tels que Rp >1 et con-
verge d'apres l'hypothése ¢ II absolument convergent. Il en résulte :

Y R®™

|2y | < (E' R)® @
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Les Rp étant donnés, les entiers a

0 * B 2 e B sont donc en nombre

fini.
1.6.2. Démonstration du théoréme. — Supposons qu'il existe une infinité de nombres

©  vérifiant les hypothéses du théordme : d'aprés le lemme précédent, il en existe

de degré s arbitrairement grand.

Considérons le Van Der Monde des © @

A(ei) = n(6; 5 ©

o 9 cae o eS) = n' (ei"ej)!

1£]

clest un nombre rationnel non nul.

Pour s suffisamment grand, d'aprés la premidre définition du diamdtre trans-

fini, on a 3
|acey) |l/n(n"l) <1+ 9 =)
|A(ei) \ ;/ n(n-1) <(l+ ¢ t(Ap) (pe?P ensemble fini),

Comme pour p g P , |eilp <1 et done {A(ei)lp <1, il en résulte

’

FCRL lA(ei)[p <1
P
ce qui est absurde puisque A(Gi) £0 .

2+ Application au prolongement analytique dans € .

2.1e Soit Q un corpsvalué, complet, non archimédien, algébriquement clos.

On sait que dans un corps XK wvalué comrlet non archimédien on a la notion de fonc-
tion analytique dans un disque, mais que la méthode de Weierstrass pour le prolon-

gement analytique ne donne pas de résultat. L'étude des séries de Laurent
+oo

£(x) = gw &, X permet de définir des fonctions analytiques dans une couronne

R'* <r < R et ces fonctions vérifient, dans le cas d'un corps Q , les inégalités
de Cauchy :

]anl <M, ) = sup |£(x)]
x|=r

pour tout n€Z et R'< r <R

On doit & Marc KRASNER [3] une méthode de prolongement analytique uniforme dans
Q : un é1ément analytique de support D est la limite f(x) d'une suite de
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fractions ratiomelles f (x) n'aysnt pas de pSle dans D et convergeant uni-

formément dans D , D étant un domaine quasi comnexe. Cette notion dtanalyticité

coincide avec la précédente dans le cas d'un disque et diune couronne, et on a la
propriété fondamentale s si un élément analytique f (x) de support D est nul
sur un sous-ensemble de D ayant un point dlaccumulation dans D ; f(x) est

identiquenent nul.

On se propose de démontrer le résultat suivant @

THEOREME- - Si la série de Taylor

+oo
—n--1
f(x) = u, X n (u, € Q)

n=0

est prolongeable dans un domaine quasi connexe D de Q , dont le complémentaire

A est borné, on a 1'inégalité

2
1lim sup [Dn(f) il/n < t(a)

n->co
ol Dn(f) = det (uha-k) (0<h, x<n) (déterminant de Kronecker)., Ce théoreme
est 1'analogue diun résultat connu dans C , corps des complexes [4], D étant

alors un domaine simplement connexe.

Plusieurs résultats intermédiaires seront nécessaires pour la démonstration.

2.2, P(x) 4tant un polynbme de degré k de Q[x] et r un réel positif,

la lemmiscate B(r , P) définie par :

Bir , P) ={xeQ s IP(X)‘SI‘}

est formée de la réunion de h disques circonférencids disjoints (1< h< k) 3

h
Br ,P) = U {xeQ: |x-x|<r,}
i=1 t +

(r; réel positif, |xi - xj[ > sup (ri s rj) si 1#4j§)o

Démonstration. —~ L'étude du polygéne de Newton de P(x) montre que tout y e B

est centre d'un disque contenu dans B . Soit ®(y) 1le plus grand disque de cen—

tre y contenu dans B -

On montre que ®(y) est circonférencié et contient au moins un zéro de P(X)

&) » ece 5 & étant les zéros distincts ou non de P(x) , il en résulte aisément :

k
B= U (D(Ei) .
i=1
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g(x) = E 8 & (an e )

convergeant dang la couronne R} < |x| <R (0 <R!'<R) et prolongeable, dans le

disque |x| <R' , dans le complémentaire d'une leminiscate B =B; U eee U B

( B, est le disque |x - xil <RI, les disques B, sont disjoints) .

1 g(x) est décomposable d'une manidre unique en la somme 3

g(x) = gy(®) + g (x) + oo + g (x)

ol go(x) est une fonction analytique dans le disque |x| <R . gi(x) est ana-
lytique dans le complémentaire du disque B, et nulle & 1'infini (i=1,2,00h).

2° On a les inégalités :

Mgy » 7o) <Mlg,x) R <1 <R

M (gi s ri) < Mg, ri) Rl <r, < inf |xi - X
1 J#d
j=1,2,...h

(v M(f , r) = sup |f(x)]| et M (f , T) = sup £ ]| )e
| x|=r x-x; |=r

Démonstration. - g(x) est analytique dans la couronne

i il -

Elle est donc développable en série de Laurent dans cette couronne @

Ri<|x-xll<;nf lx, - x

g = 2 sl (x - x)" = g, () + &'

en posant
g () = ()(x—x) et gl(x) Z a()(x xl)r1
Q0O
g, (x) est analytique dans le complémentaire de B, , nulle & 1'infini, et g’f(x)
est analytique, dans le disque |x| <R , dans le complémentaire de By Uees UB
De plus les inégalités de Cauchy appliquées & la série de Laurent en (x - xl)

montrent que ¢

-1
M (g, ) = avp lﬁ()lr = sup {aup |a()|r ’ supla()lr
1 N=—co n=—co n=0

- X
- Sup {Mxl(gl H rl) ? Mx]_ (gl 2 rl)}
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pour R} <r, <inf |x, -ule 5
On développe ensuite la fonction g? (x) en série de Laurent en |x - le dans

la couronne

R! < |x-x|< inf |x, - x|
2 2 3j=3,eeeh Y %

et 1'on a ¢
g =g, + g

ou g, (x) est analytique dans e complémentaire de B, et nulle & 1'infini,
g, *(x) est analytique, dens le disque |x| <R , dans le complémentaire de
BBUOOCUBh et sz(g,.r)_.sup{M (g2, ) ,sz(gz,r)},e'bco

* k)2
On aboutit 3 g ,(x) =g (® + g X
h--1 n h
ol gh(x) est analytique dans le complémentaire de B, et nulle a4 1'infini
g;:(x) est analytique dans |x| <R
* .
on a donc obtenu la décomposition cherchée, en posant & = & » et les inégalités.

Reste & démontrer 1l'unicité de la décomposition.

Supposons qu'on ait trouvé un deuxieme systeme gc') g] oeo g}'l de fonctions ana~

lytiques répondant & la question. On a :
- | R— — ! — 1 - {
& "EpTE TE B TE T TG TG

Au premier membre on a une fonction analytique dans |x| <R et au second mem-
bre une fonction analytique dans lx| > R!' ¢ ces deux fonctions coincident dans
la couronne R! < |x| <R . Elles sont donc identiques et définissent une fonction

entisre dans Q , et nulle & 1'infini : c'est la fonction identiquement nulle,

ot = 1 i = s
D'ou & =8 Et de maniere analogue g = gJE_

+co
2.4, ~ Soit une série de Laurent g(x) = 2 a, & (an eQ) convergeant
Lad @]

dans la couromme R!' < |x| <R et prolongeable, dans le disque |x| € R® , dans

le complémentaire d'un disque B, ={xeQ s [x- x| <R} (avec |x| <R

R <R ). On a les indgalitéa :

= -
si n<o0 : Ianl <r; eup {1, (——--) 1 M (g 5 R) ®R]< r, <R)
1
(o M (g, r) = SuT le(=)| X
1 X=X, |=r,
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Démonstration. - Elle est inutile dans le cas lxll < Ri car les disques B1
et {x3: |[x| <Rj} coincident. Liinégalité n'est autre que 1%indgalité de Cauchy

relative a . Dans le cas

a_, xl] > Ri ¢ la fonction g(x) est analytique dans
la couronne. R} < |x xll <R . Elle est donc développable en série de Laurent
en (x - Xl) convergeant dans cetie couronne. On démontre que ce développement

se déduit de la série de Laurent en x en posant x=1x + X eten réordonnant

par rapport aux puissances de X :

0 n e
2 a (x + 0N =2 o, X~ .
<nCO .G

Ce résultat est connu pour les puissances positives de X , et pour n<0 , on
utilise 1'égalité

- -]l ~n-1
I k) X a + cas + ('— 1)n xln a._l

—~eel k
b =a - ( )xlal+°”+("'l) (k X 83

n n 1 n+

vec0
. . n . ’ s
dou il résulte que la série 2 bn X" a un rayon de convergence inférieur ou
n=-1

*=CO

’ by . 2, . n Id 0 2, 3 2

égal & celui de la série 2 A On en déduit que les deux séries repreéesen—
n=-1

tent la méme fonction.

Les inégalités cherchées se déduisent des inégalités de Cauchy pour la série de

Laurent en X -

2.5 — Dea résultats 2.3 et 2.4 on déduit le lemme suivant ¢

+c0
IEMME. - Soit une série de Laurent g(x) = 'ﬁ 8, %' convergeant dans la couronne

R! < \xi <R de Q et définissant une fonction analytique prolongeable, dans le

disque |x| < R' ; dans le complémentaire d'une lemiscate B =B, U «eo UB

( B; = {xeQ: |x- xi] < R:EL} ; les disques B, sont disjoints) on a 1'inéga~

lité, pour n < 0 :

|a | < {r7® sup {1 <'Xi'>““”1}m (g, ry)}
a | < sup T, sup p g o Ts
B 4=1,2.06.0 F T3 I

pour un systéme de réels r; rérifiamt 3 R} <r, < izf |x, - xil o
jEL

Démonstration. ~ Avec les notations du § 2.3

g.(x) =2 a_x .
i=1 7 - B

i

aéi) = 8, (n<0) .

P

.?

[

i
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En appliquant & g, (x) lies résultats du § 2.4

12D | < r2 sup {1 (lxil)mnnl} M (g 5 T.)
% S Ty sup R x. &1 ¢ Ty
i 1
et d'apreés 2.3 2
(1) n | %, |, -n-1 : )
BRI Fe s S TR
i i

L*inégalité |a | < sup largl)l donne le résultat cherchés
" P n-1
2¢6. Démonstration du théoréme 2.l. -~ Par hypothése f(x) = > u X
n=0

est limite uniforme dans D d'une suite de fractions rationnelles ayant tous

leurs pbles dans A .

Dtaprés 1.4.6, quel que soit le réel positif n , il existe une lemiscate A
contenant A et telle que <(h) < —c(An) < (L +n) ©(h) o Daprés 2.2, cette lem-

niscate est formée de la réunion d'un nembre fini h de disques circonférenciés

disjoints B, de rayon R} de centre x, (i=1,2, «ea h) « Par suite Dn ;
complémentaire de AT\' est quasi convexe. Les fractions rationnelles fj (%) »
qui convergent uniformément dens D wvers f£(x) , sont uniformément bornées dans
D, car s ¥V xeD , yeD |x -y > inf R
n i=l,000h
sup [£,(0)| <M , d'oh sup |f(x)| <M
f(x) est bornée dans Dﬂ -

v
Soit Trrlx(x) (ou pour abréger Tn(x) ) un polynéme de Cebicev de degré n de

la lemiscate Ar1 . relatif & la valeur n (voir § 1.2) on a 3

;1113” T, @] < @ +n) 7 (&)

or pour n >no(q) 3 —cn(An)l/n < +n) 'z:(An) < (1 + 'q)2 7(4) »
Dlou

sup lTn(x)[ < (0 + n)2n+l ()" pour n >n0(11) '
xeh

‘ 2. n by
Considérons un systéme Ty pooeo » Ty de réels tels que R:!L < Ty < inf ]xj - X [ °

Pour r-,L suffisamment voisin de R:!L :

suf T, @] <@ +n)  su T, ()]

XmXo | =T, ~X. |<R!
L | Xxl\i
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on peut done trouver un systéme (ri) tel que 1'inégalité précédente soit véri-

fiéepou.’r' i-—-lyzyooc,hoD‘Oﬁ.

TR A N2 d@)®  (owr n>ngly) ).
X=X, |=I.,
1 i

1—'—-1:2,#:«9}1
On congidére le déterminant de Kronecker Dn(f) et on le transforme par les
combinaisons entre les lignes et les colonnes définies par les polyndmes Tn
(voir [4])
D, (£) = det(w, ) = det (T, (T, (w ,))) 0<h, k<n

< (n+1=k)

Tk(un) (avec n >k ) désigne le coefficient de de la série de

laurent en x de Th(x) f(x) . Par suite Th(Tk(uh+k)) est le coefficient de

x 1 de 1a séric de Laurent en x de Th(x) Tk(x) f(x) .
D'aprés le lemme 2.5 3

T (T, (o)) < sup rM(TTf,r.).
h 'k Vhek i=1,2 0eun 1 h 'k i

Comme

2 (h+k) +4 hk
M (Tthf i)sMn(l+n)(+k) z(a)

pour le systéme (ri) choisi et pour h , k > n (n) , on a, dans ces conditions @

ITh(Tk("h,,k)) |<p Mn(l + n)2(h+k) +u 'C(A)h"'k

avec P = sup |x, - X,
a st

4
I1 existe donc une constante ¢ = p M"l(l +n)  telle que, pour le systéme (ri)

<

choisi et quels que soient h et k > O

T )1 <e(( + D @)™

on majore ensuite IDn(f)I sur son développement @
(D (f) l s 3up IV Vv ees V l
n hO’kO h, ,kl hn’kn

h,k désigne Ty Tk(Vh+}() et ot (hy , ees hn) et (kO y ose kn)
sont des permutations de 0 , 1 , 2 , cee , N &

ou V

Dlol

[D 0| < n““l (1+n) (A)\n(n"l) n=0,1,2.
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I1 en résulte

2
Lm sup [D_(2) 75 € (14 0P v |
oo

D'ol le résultat cherché,
. l/n
2.7. Exemples. — On a dans tous les cas ’U(Af)) <R(f) = 1lim sup !unl
l — l e
si f(x) :;expxl , on trouve <T(A) =p/(p 1) =R .

si f(x)

1}

1, ~1
Log (1 - ')-c) , on trouve T(A) =1 =R «

3» Application & une généralisation du théoréme de Polya et Carlson (4]

8

3.1. THROREME. ~ Seit une série de Taylor f(x) = 2 u Ty (un e Q)

telle que lunlp <1 sauf pour un nombre fini de premiers p (p € P) on suppose

que f(x) est prolongeable dans le complémentaire D simplement connexe d'un

ensemble borné A de € , et dans le complémentaire Dp quasi-connexe d'un en-—
semble borné Ap de Qp (pep) .

si @) I <) <1, f(x) est rationnelle.
pep P

Démonstration.

. l/n2
1im sup D, (£) | < t(a)

2
. 1/n .
lim sup |Dn(f) lp < r(Ap) si peP .

2 _
m g (10,0 T 10,0 ()Y <ot 1w
peP =P
I1 résulte de 1'hypothése <(A) [1 (A ) <1
pep P

D, (2) | pEP ]Dn(f) Ip <1 pour n suffisamment grand (n > no)

1 S o i
or an(f)[p\< pour pd P . Done si n >n,

D \8) | 2 ]Dn(fjlp <1

I1 en résulte Dn(f) =0 pour n >n, .

Remarque, - Les ensembles A , Ap (p e P) étant fixds, tels que

() Tl 'C(Ap) < 1, les péles des fractions rationnelles f(x) sont en nom-
peA

bre fini d'aprées le théoréme 1.6.
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3.2, = Ie théoréme 3.1 peut se généraliser en remplagant le corps des ration-

nels Q par un corps [ avec formule du produit des valuations [1]a

Soit ' un corps tel que 1l'on puisse définir sur T un ensemble de valuation

| ‘P non triviales et non équivalentes telles que

Id

si x=0
ﬂ lxl pour tout xeTl.

-n-l

THEOREME. — Soit f(x) = (w el ) une série de Taylor telle que

Uy
lunlp <1l sauf pour un ensemble fini P de valuation Py On suppose que, pour
P, €P , f(x) est prolongeable comme fonction analytique uniforme, dans € ,
dans le complémentaire d'un ensemble borné A si |l F(AP ) <1, f(x

Py — p4€P i

rationnelle.

QP désigne la complétion de la clbéture algébrique de Fp (si la valuation
i i
P; est archimédienne, Q_ est le corps des complexes 6 )e
i
La démonstration est analogue & la précédente,
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