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Séminaire DELANGE-PISOT 17-01

(Théorie des Nombres) ,
5e annde, 1953/64, n° 17 27 avril 1964

r ’ ,
MATRICTS DE COMPAGNON GENERALISEES

par Bugéne MALEK

l. Notations utilisées et rappel de quelques résultats connus.

Soit K un corps quelconque dont on précisera la nature par la suite. On désigne-
ra per K[x] 1'anneau des polyndmes & coefficients dans K .

Soit P(x) € K[x] , P(x) = x" - a_ 4 £l &, %X - a5 un polynSme de degré
n sur K (ai‘e K) . On désignera par (P(x)) 1'idéal principal de polyndmes dans
X[x] engendré par P(x) .

Considérons 1'anneau quotient X[x] = X[x)/(P(x)) . lLes remarques suivantes sont
immédiates.

1.1. - E[x] est une algibre lindaire de degré n sur K avec pour base 1'en-

2 n-=l}

semble {1 ,x,x", ... , x . Autrement dit

- n-1 i
- —_ S < ,
K[x] ={ 2 by x| b, € K}.

1.2. = K commtatif <=> EK[x] commtatif.

1.3. - ¥ x] intégre %= P(x) est irréductible sur % . Si de plus K est

commitatif, alors -K[x] est isomorphe & un corps de rupture de P{x) sur X .

Soit E un espace vectoriel de dimension n sur X , on désignera par £(E , E)

1l'ensemble des transformations lindaires de E dans E .

Soit Te€£(E ,E) et u el ; on désignera ver {u} le plus petit sous-espace
vectoriel inveriant par < ,

{fu}=[u, w, 12 Wy eee y T5 U, oue]

engendré par u et <t . {u} sera l'espace cyclique (relatif & < ) engendré par u .

L'espace E est cyclique (relatif & < ), et T sera cyclique s'il existe un
vecteur v € E qui engendre E , c'est-a-dire {v} = E . Dans ce cas, le polynbme

minimal de <t est &gzl au polynfme minimal de T relatif & v .

1.4, - On démontre que " 7 e RF , I) est cyclique <=> son polynéme minimal

P(x) est de degré nrn sur K ", donc s'derit :
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P(X):Xn—anm]_ Xn_l-ooo‘alxﬂ'aoo

1.5. = De 1.4, on déduit facilement que

0 1 -1
te (@ , L) est cyclique <=> {t , T , -2v 7
9 o

N 0 .
est un ensemble linéairement indépendant sur X , ou T est la transformation

neutre.

r

. . . . 2 .
Dans £(E , E) , qui est un espace vectoriel de dimension =n~ sur X , on desi-
gnera par K[t] 1'anneau des expressions polynomiales en T sur K , et par

Ko[t] 1tensemble des expressions polynomiales en T qui sont éoales 3 Oe 2(E , E).

1.6.- Dans K[t] , l'ensemble KO[I] est un idéal principal engendré par 1'ex-
pression polynomiale P(t) , ol P(x) est le polyndme minimal de T . Onen déduit

que 1'anneau quotient
K[/ (P(r)) = K[x)/x (] = E[z]

est une algebre sur K avec multiplication modulo P(t) . Le degré de K[t] sur

K est égal au degré du polyndme P(x) sur K .

Dans tout ce qui suit on supposera que K est commtatif. On désignera par Kn

l'espace des n-uples sur X, par {e; , €5, --¢ sn} 1s base orthonormele de

n’
g, = (1, 0,00, 0) 4 evey €. =(0,0,000, 1,0 ) B an:(o yaeeyl)
et par £(K K ) 1'espace de transformaticas linéaires de K dans K . On dé-

n’ n n n
signera par M(Kn s Kp) 1'espace des mavrices carrées d'ordre n sur K . On a donc

£(X

1 ..,
LK)~ ME X ),

n
clest-a~dire les deux algébres sont isomorphes par un isomorphisme VPR

Pour une matrice carrée A € M(Kn , Kn) on désignera per K[A] 1'enneau des ex-
pressions polynomiales en A sur X , et par KO[A] l'ensemble des expressions

polynomiales qui sont égales & la matrice nulle.

Dans K[A] 1'ensemble KO[A] est un idéal principal engendré par l'expression
polynomiale P(A) , ot P(x) est le polyndme minimael de 4 . Onen déduit que 1'an-

neau quotient
K[AJ/(P(4)) = k[A)/X,[4] = K[a]

est une elgébre commtative sur K , avec mltiplication modulo P(A) . Pour
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9 ] 0y
K[7] :1 K[A] et K[z] _~_1 K[(A] -

1.8. = I chaque polynfme unitaire P(z) = X - a1 xm"'1 = ees = 8 X = 8j de

degré n sur K , on peut associer une matrice carrée d'ordre n dont le polyndme
minimal est P(x) , et dont le polyndme caractéristique est (-1)™ P(x) . Cette ma-

trice, qu'on appelle "matrice compagnon® de P(x) , est de la forme

0. 1.0
A = \\\1
:i::i::::::
\\\ >
oo o0 a.

0 &1 n-1

0

o
1

2. La matrice de compagnon généralisée.

2.1, - Soient 7t e E(Kn , Kn) une transformation linéaire cyclique quelconque,

et P(x) son polyndme minimal ; alors 1l'algebre commutative

— n-1 .
K[z]/(P(x)) = K[7)/(0) = ¢[x] ={o | & = X by ™ b, € K}
G

est isomorphe & K[x] par 1'isomorphisme

n-1 ;¢ n-1 P
AN M, = K
® = 2 by T <> 4% b, X € Kix] ,

ot la mltiplication s'effectue modulo P(¢) et P(x) respectivement.

. n-1 c s
En effet " t cyclique => {1, T, «-. , T } " est un ensemble linéairement
indépendant sur K . Donc K[z] est un espace vectoriel de dimension n sur K .

D'ol 1'isomorphisme naturel des deux espaces vectoriels X[t] et K[x] .

D'autre part, pour @, , &, € K[r] , le produit 2,.0, se raméne & o,

n-1 .
(mod P(t)) € K[t] , en utilisant la formile <t' = % a; 7t . De méme, pour

@l(x) s @2(x) e K[x] , ®l(x).®2(x) se raméne a @B(X) (mod P(x)) e Klx] . Dtol
1'isomorphisme

5 (1).0,(1) (mod P(1)) <> & (x)-3,(x) (mod P(x))

Donc si T correspond & une certaine matrice Ae M(Kn R Kn) , on a

¢ -
K[4] 2L k(7] 22 Tlx] .
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D'old 1'isomorphisme K[A] LXK[x] , ou ¢ = ¢5.9, .

2.2. - La "matrice compagnon”

. s n n-1 .
associdée au polynbme P(x) =x - 8, 4 X - ... - a; x - a; est cyclique.

? .
Puisque E£(K , F ) ~' M(K, , K ) , il suffit de démontrer que la trensformation

linéaire T , correspondant & A , est cyclique. Or les lignes de A sont les coor-

données de transformés de vecteurs e

19 €35 o0 s E € Kn par T . En effet on a
Telzegz(o,l,O,o ,O)
TSZ:SB:(O,C,I,O, , C)
Tﬂ1:a081+3182+°°°+a,4 n_(ao,al,,,, ,%%0 .

n-1

Ceci entrefne que [e, , Te , el =1{e} = K, - D'oh, d'aprés la défini-
tion, T est cyclique, et par conséquent A aussi.
Donc d'apres 2.1.,

k(2] 2 ¥(x] ,

n-1 .
A R . i L
K[A]:{B,B_%biA,bieK},

2.3. - B e K[A] => B est engendré par récurrence de la manidére suivante
n-1 5
B = % bi AT =
.bl < bi o bn—l
b,181 * P Poo1®s * Py bpo1fn1 ¥ Pp2
Pi2 big Pin
b. a, + b,

in"1
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c'est-d-dire dans la (i + 1)-iéme ligne, on a

b(i'l'l)j :bin aj—l +bi(j—l) , ou biO =0 (j=1,2, ... ,n)

Il

En effet nous avons vu plus haut que, & T considéré comme transformation lineuire

par rapport & la base {81 5 E5 5 ooe

€

5 % . 0
V4 ’ T by e

A~ , et en général a T correspgg?

3
i
&

” ~ 2
} , correspond A .Donc, & T  correspond

i=1,2, ... ,n-1) . Considérons

.

. . s i , N -
donc la treansformation linéaire % bi T™ par rapport & la base {sl » €5 g0, enL

n-1 i n-1
(% by T)eey = % by &5y
n-1 5 n-1 . n-l
—_ m —
(% by T7).ey = (% by T7).Teey = s (b, 18y + o5 1)es,; s
ou b =0 .
-1
n=-1 i n
Soit ( % b, T )Sk = p§1 b,y & , alors
n-1 5 n-1 1 n n
(% by T7).e, (% by T7).T.e, = T(}El by &) kzl(bin 81 * by (n1)) By
ou biO:O o
Ce systéme équivaut a
fgl\
€.,
n-1 i - n-1 5
2 b, T L: > b, A
O 0
ts,ﬁ/

et on constate que les coefficients sont ceux précédemment indiqués.

2.4. - Soient B, Ce K[A], B=(b,.), C = (Cij) , alors la multiplication

B.C s'effectue de la meniére suivante :
Soit (b, , ... , b, ) le premiére ligne de B , et soit

(byy » vev, by )0 = (d

1 n i1 5 cee 5 d

)

In

la premiére ligne de D = B.C .

D est engendré par récurrence partir de (dll g een dlr) de la maniére indi-
1

quée dans 2.3.
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En effet

L i-1 g i-1
B,CekK[A] = B=2Xb, a7 et C=Xcy A7 .
1 1

Or A corrSSpond a T par rapport & la basg_l{8l s €5 5 een Sn} . Donc B cor-
respond 2 % b, Tl et ¢ correspond & % cyy pi-l par rapport & la méme base
' . P 5 .

{sl s € g wee sn} . D'olt, puisque K[T]::l K[A] , D correspond &

; -1y (3 o. . i1
(% b1j T )(%-Clj ™)

par rapport & la base {e, , &, , ..., en}u

Pour simplifier 1'écriture, posons

n : 1 n i1
2Dy 97 =p(T) et I ey s TV = e(T)
1 T

On aura donc

b(T) <(T) = b, c(T) + by c(T).T + oo + b

La premiére ligne de D gera

n-1
b(T) c(T)ael =by, C(T)nel + by, c(T).,TQSl teen v by c(T).T €
=by, c(T).,Sl + b, c(T).,S2 + + D, c(T).€
n n n

=Dy, % cIJ Sj + by % ®2; SJ + +b % an SJ

o -
= g blj( S Sk sk) = (by; 5 o0 bln)gc = (d11 y eee dln)

J_J. k:l

n Y 5.1
:% dlj 63 = (ZL d_l__ T >°€l .

La deuxiéme ligne de D sera

b(T) <(T).e =b, c(T),,s2 +b

2 12 B 02 60 o Y 2

De méme la m-idme ligne sera

2 j=ly om-l n
(Zldle ).T gelz(Zdl
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On voit donc que ce systéme donne lieu av méme type de récurrence que celui préci-
sé en 2.3. Autrement dit, D est engendré par récurrence & partir de sao premieére li-
)C = (d ) .

On voit facilement que la multiplication de deux telles matrices ne nécessite qu'au

gne (byy 5 «o0 , by L1 s e s

9]
plus 2n° - n multiplications et 2n2 - 3n + 1 additions.

2.5, - L'inverse d'une matrice B € K[A] , s'il existe, peut se déterminer de

la manieére suivante :

Soit © =Bl = (cij) , C est engendré par récurrence & partir de sa premitre
ligne (cy; , -+« , ¢y,) . Pour déterminer (cyy s oo s Cln) il suffit de résou-

dre le systeme d'équations linéaires

e

c1n \L)

En effet soit f(x) 1le polyndme minimal de B ,

*

o B® est la transposée de B .

— m — - - ~; p—y
f(x) = x 8. _q X s =8 X = 8y, a. e K .

Donc

=
i
e}
1

natrice nulle.

51 B est inversible, alors

=1 _ n-1 -2 .
B™ = 1/a,[B -2 ;3B - oo -3 I].

Dot Ble K[4] , et, d'aprés 2.3, est engendré par récurrence & partir de sa pre-

miere ligne de la maniére qui y est indiquée.

—l ,
Or B™ =C = (cij) = (c11 , eee Cln)B =(1,0, ... , 0) . Ceci équivant &

R 1
C11 0
* ° o AS 3 N 2 2’
B . =f . ], ou B* est la transposée de B . D'ou le résultat cherché.
. ‘ o
Cln/ 0
n-1 5
R.6. - La matrice B = b, A e K[A] est régulidre si et seulement si
n-=1 e

( %. bs x" , P(x)) = 1 . Ceci permet donc de déterminer par isomorphisme le groupe
G “des unités de TK[A] .
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En effet, soient {OL1 , e an} les racines de (- 1)" P(x) , alors

Nl 5 n-1 .
{ % by @7, eee é_ by o}
: , n a-l 5
seront les valeurs propres de B et dét (B) = (- 1) [} (X by aj) . Or
n-1 . j=1 1i=
( %. by xT , P(x)) = d(x) de degré > O —~>1 il existe un o (3 =1,2 ,000, n)
e

tel que d(ocj) =0 . D'ol, puisque d(x) | Z b, x

n

aét(B) = (- 1) rﬁ (2 by a)

=0
j=1 i=0
et B n'est pas régulire.
D'autre part
(z_bix,P(x)):1:->v<xj (j=1,2, .. , n) Zbiajzéo,
0 i=0
car n-1 n-1 5
Lba:O:>(Lbnx,P(x));£1,
1 =0 d G 1

D'ot dét(B) 20 et B est répulidre.
Remarquons qu'on pourra déduire le méme résultat & partir de 1'identité de Bezout.

2.7. - Remarque. lious avons récemment démontré le résultat suivant : Pour une

matrice carrée quelcongue ! d'ordre n , il existe n + 1 matrices Ai d'ordre
n+l
n du type défini dans 2.3, telles que M= !\

i=1

3. Applications.

3.1. - A chaque élément b(x) = 3 b, x" ¢ K[x] correspond un polynfme (qu'on
0 ,
%ellera polynéme normal de h(x) ) qui est le polynéme caractéristique de

Z b, A* =Be K[A] , o A est la "matrice compagnon' de P(x) .

Puisque les puissances de B s'obtiennent par récurrence, la méthode de Le Verrier
permet, dans ce cas, de calculer rapidement le polynbme normal de b(x) (& partir

de la formule de Newton pour les traces

ke, =8, - c s (k=1,2, ... ,0),

o == ck—l 1

1 sk—l -

ol Sy est la trace de Bk ). En particulier ceci donne une méthode efficace pour

calculer le polyn8me normal d'un nombre algébrique quelconque.



17-09

3.2. - Considérons y =2 v Y e K[A] = Q[A] , X étant dans ce cas le corps

des rationnels A la "matrice compagnon' de P(x) € [x] .
3

det(y) est une forme homogéne de degré n en y, (1 =0,1,2, ... ,n=1)

& coefficients dans Q .
n-1
D'aprés 2.6, det(y) =0 si et seulement si ( Z. v x , P(x)) 1 . On en dé-

duit que si P(x) est irréductible alors la forme homogene det(y) = C n'aura pas

de solution rationnelle autre que zéro.

Par contre, si P(x) est réductible, il y aura une infinité de solutions ration-

nelles et méme une infinité de solutions qui sont des entiers rationnels.

En effet, tout n—uple (jr s Ty s o0 s yn—l) & coordonnés entisre sera une solu-
tion si ( 2: v x*, P(x)) A1 .

3.3. = Supposons que K est un champs de Gslois, X = C,G(ph) = C.G(g) et A
est la "matrice compagnon" de P(x) polynSme unitaire de degré n sur K , alors
le nombre d'unités B < K[A] est égal &

m O, -
ou P(x) = i Pil(x) et 9" P.(x) =B, , Py(x) (1=1,2,...,mn) irréducti-
izl -
ble sur X . D'ol "1'ordre du groupe des unitdés G c K[x] = 1'ordre du groupc das
unités G' c K[A] " est égal & U .

G' est un sous-groupe commtatif du groupe .5 d'automorphismes de l'espace vec-

toriel kK" , od l'ordre de G est r (" ) .

n—l
En effet on a vu plus haut que K[X] @ K[A] . Or d'aprés 2.6, B Z b, At oest
-

réguliére si et seulement si ( X b, xl , P(x)) =1 . I1 suffit donc de determlner
iz
le nombre d'unités de Y[x] . Nous a1101u donc démontrer que le nombre d'unités de
I
K[x] est g .ﬂ (l/g 1) , ceci par récurrence sur le nombre m de facteurs

distincts et i%?éductlbles de P(x)

m=1 = Px) = P (x) => 1e nombre d'éléments non muls divisibles par P (x)
est (g -1) .

Donc le nombre d'éléments de K[x] divisibles par PI(X) est

(gn-ﬁl - 1) +1 = 'n—ﬁl .

D'ol, le nombre d'éléments relativement premiers & P(x) est

. n-f g
g T=o1-1/gt)=U.
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% % rn s o
m=2 = P(x)n:ﬁP1 (x) P, (x) => le nombre d'éléments non nuls divisibles
par PI(X) est g - 1.

Le nombre d'éléments non nuls divisibles par PZ(X) mais pas par Pl(x) Pz(x) est

est
N~=(n
6 2 - 1) - (g

Donc le nombre d'éléments qui ne sont pas premiers & P(x) est

n-p;-po ).

n—ﬁ1 n—ﬁZ

n-g,-p
(g '-1)+ (g ;bR

-1) - (g

D'ol le nombre d'éléments reletivement premiers & P(x) est

e N

- 1) +1.

g - (g rg T)+g
- B BB ~P -
=g(l-g "-g “+g  T=gU-g N1-g ")=0.
o, a, o
m=3 = P(x)= P, (x).P (X),P3 (x) = 1le nombre d'éléments non nuls divi-
Nn—
I

siples par Pl(x) est (g -1) .

Le nombre d'éléments non nuls divisikles par PZ(X) , mais pas par Pl(x) Pz(x)est

=P n-Py-F,

(g -1) - (g 1) .

Le nombre d'éléments non nuls divisibles par PB(X) , mais par par P

P1 P2 P3 est

L B35 By By

- B-p _B,-B,-B,
IR - B A BT

Donc le nombre d'éléments qui ne sont pas premiers & P(x) est
-, n-B, n-B,  n-B-B  n-B-B  n-p BB
g 1 ‘g gé + g 3 - g 13 i 2 '3 172773

ag +g’ .
D'ol le nombre d'éléments relativement premiers & P(x) est

n n-’gl n"182 n_ﬁj n'“ﬁlﬁﬁz n‘"ﬁl"ﬁB n""ﬁz"pB n—Bl-BZ—%]
-8 + g

g -z +g + g -g - g
-p -p -B -B,-B -B, =B -B,-B -B,-B-B
1 2 3
= &1 - . g - 3, g 172 . 173 g 23 _ g 172 3]
- - -
=g"l-g Ni-g Hi-g 2)=0.
m-1 a, o
Supposons que la forrmle soit vraie pour P(x) = c}& Pil(x) avec O Pi(x) =B
o 1=

n i
et démontrons-la pour P(x) = iDl Pil(x) evee 0 Pi(x) =B, (B=1,2,...,m.
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Le nombre d'éléments non nuls divisibles par Pm(x) , mais relativement premiers a

Pl(x) Pz(x) eee P . (x) est égal &

m=-1
n-f3, n-1 n-B_-f. n-1 n-p -B.-B.
(g "-1)-(gg " "-1)+(3g g "7 7-1)
i=1 i,j=1
m iéj
m-1 nnzlﬁi n"Bm -1 -P i
~ oo + (= 1) (g -1)=g T (1-g 7).
i=1
Donc le nombre d'éléments qui ne sont pas relativement premiers & P(x) est
n-1 ~Bs n-f_ m-1 -B;
gh-g" N (1-g D+rg T (1-g 7)o
i=1 i=1
D'ol le nombre d'éléments relativement premiers & P(x) est
n-1 -B, n-f m-l -B.
n , T
g -"-e" 1 (1-g H+eg "N (1-g ]
i=l i=1
m-1 -8, -B yal -0,
n T
=g M (1-g D1-g "=g"T (1-¢g H=0U.
i=1 i=1

D'ol le résultet cherché.



