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Séminaire DELANGE=PISOT 901
(Théorie des nombres) '
4¢ amnde, 1962/63, n° 9 21 janvier 1963

FQUATIONS DE LA FORME A w pf = v
AUX INCONNUES x , y (entiers > 0)

par Gérard RAUZY

le Forme générale.

Soient o 4 B, A, B, vV des entiers algébriques donnés non nuls, Soit K un
corps algébrique de degré fini sur Q corpsdes rabimcls, contenant les entiers
@, B, Ay B, Ve Nous noterons a, b, oe. les idéaux de 1l'anneau des entiers
de K, p, q, ees les idéaux premiers et [a] 1'idéal principal engendré par
les multiples de l'entier o o Nous appellerons o 1'idéal unité, c'est~a-dire
1! ensemble de tous les entiers de K o Enfin nous désignerons par (a P b) 1le

Do gc Co do des iddaux a et b -

Nous dcartons dans la suite le cas oy o ou P sont des racines de 1'unitéo
Si alors n est le degré de K et oy , ese 5 & 5 Py s secy By o Ay oee sy
Wy s eos s Bpo Vi voe s Yy les conjugués respectivement de o, P, Ay B,V

on a alors

X . p'd v _
M—}lﬁyz'\) <:::>V l:l,csc,n’ }\,iai-piﬁi..'\)i.
Comme o n'est pas racine de 1'unité, on ne peut avoir laili =1, V i. Mais
= 1 i
Hlonil lNal >1, donc 3 i tel que locil > 1

Si nous supposons alors Iﬁil. < 1, pour toute solution (x, y) de 1'équation
mx-ppy=v, on a s

Ixi' lail.xs l\)il + l“il lﬁily$ ‘Vil +

il
d'ol, comme lail >1,
Log|v,| + lul

—

Log|a, |

D! autre part si (xl ’ yl) s (x2 ’ yz) sont solutions de 1'équation

J1 y
X =y, => B =8 2 ot comme B n'est pas racine de 1l'unité

yl = YZ ‘
Dans ce cas, 1'équation n'admet donc qu'un nombre fini de solutions et 1'on peut

donner une borne pour la plus haute solution en X o



G U
Nous supposerons donc dens la suite que ce cas est dcartd et nous poserons

(cn prenant o = o, ﬁi=ﬁ)
la] >1 et || >1 .

Dlautre part si ([a] , [])#0o, 3 p premier ol ([¢] 5 [B]) et comme
v£0, 3 ¢ tel que 1o (VN

Par conséquent 1'équation Aa™ - pﬁy = Vv ne peut avoir de solution avec
mn(x , y) > c .

Dans ce cas 1'équation n'admet encore qu'un nombre fini de solution et nous
pouvons donner une borne pour min(x , y) . Nous supposerons donc dans la suite

que ([a] , [B]) = 0 o

Alors 3 (XO A yo) tel que s

X y
(DT, DD = (D1, %) ¥ (x, 9, x2x,, v2v,
en effet si

a a ¢ c, c! ct
1 A 1 A 1 B
[CX.] = Pl e%0 pA ’ ai >/ 1 > }\.‘:: pl see PA ql see qB { » Ci 2 0 9 C:'i_ >/ 0
1 $
b bB dl d dl da

1 B
[BJ = ql esc qB 5 bi > 1 s H= Pl Xy PA ql cee qB m di 2 0 s d:,l > 0

Piiqja V i,73, Pilrlp Piyms Clj/yr: qj/}/m

gxo—: max di
i::l,ﬂ'.’A X
/Yo= max ot [ TOF X2Xgo Y2yp => (M, )
J

\

J=lyeoe,B B

A d, ct
=(I:m) I Ps ﬂq-J
=1t =1
qui est indépendant de (x , y) .
*0 o) x
En posant A' = Ao ", pfo- g pour résoudre Ad - pﬁyz V on sera ramené

(sauf pour un nombre fini de solutiors pour lesquelles on peut donner une borne pour
X oupour y ) & résoudre AMa’ e p'p'=y et
([)\.'QXJ 9 [}J.'p)yj) = (?\.’ ) }J—') ’ V x s Yy = 0.

Finalement nous considérerons dans toute la suite des équations du type 3

Kax-p,ﬁy:v
avec lal>ls Iﬁlv>1

(IA] 5 [pD)
([, (w1 s ¥ %320, 320 (ce qui entratne ([o] , [gl) = o).

o
]

il
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Nous poserons

(M =ba, [p]=20bb, donc ([] w, [F1RH) =0o.

¢ X a

Nous dirons que les dquations & : Ad- = pﬁy =v et & ¢ AMar¥ . prpd oo

sont assocides si a=a' ; B=p , et A/A' et W' sont des unités. c'est-
a~dire [A*] = [A] et [w]=[u], si & vérifie les conditions précédemment

imposées, il en est alors de méme de &' »

2c Group~e des classes Qremiéres avee amed O .

Un nombre o est dit premier avec a si ([a]l , @ = oo

G premier avec «, [ premier avec a ==> af premier avec « , car si

pla et pllap] , plla] [8], d'od p|lo] ou o|[B] ce qui est contraire
1* hypothése

s

a premier avec ¢, B =o (mod @) ==> [ premier avec « , car si PIC‘ >

Pl[ﬁj o comme al[ﬁ -] s B~a€alSp => ae p => p|:[a] contraire a
1! hypothése-

Une classe mod @ gera dite premiére avec o <=> tous ses &léments sont pre-—

miers avec 4 »

@ premier avec o <=> 3 8, aB=1 (mod o)

Eneffet 5 ([a} , =0 = 3 Aela], pea, A+p=1, mais
Mela] <=> A=po , B entier, donc Pa=1 = p =—> o= 1 (mod ) »

o

Récirvoquement si ap=1 (mod a) , of= 1+ p s hea = 1e([a], q

=> (o] : @) =[1]=0o.

I1 résulte de ce qui précéde que les classes mod a premiéres avec « forment

un groupe multiplicatif 90: N

On montre aisément que 1fordre ¢(a) du groupe ga est égal & ¢
pla) = Nall (1 = 1/Mp) |
pla
(Pour cela il suffit d'établir la formule de récurrence
Na= 2 (p(b)
b|a
mais si 1'on considére le nombre de classes mod @ telles que ([a] , a) = b
o bdla et od o est un représentant quelconque de la classe, on voit que leur
nombre est précisément cp(%) et réciproquement & tout a correspond un idéal
dla o)



3. Ordre d'un élément de ©_, fomction I(a, a) .

Nous appelons ordre d'un élément A de Qa 1'ordre du groupe cyclique engendré

par les puissances successives de A o Cet ordre divise donc o(a)

Nous définissons alors une fonction I(a , o) de 1'idéal a et de l'entier a -

I(ay &) = 0 si o n'est pas premier avec «
= Ordre de A dans 8 , si o est premier avec a et appartient &

la classe A4 _@ﬁ Sa o

On a alors

oF =1 (mod @) <=> 3 h entier >0, k= hI(ad , a) »

En effet, si o =1 (mod a) et si k=0, onabien k= Ox I(a, a) ; si

k>0, o xa®¥ =1 (mda) => a premier avec G => I(ay a) > 0 ; mais

si a € A classe de 8_ 3 ock e &* et par conséguent 1 € ¥ A¥ est la

?
classe unité de 8 _, on a bien alors k=hxI(e,a), b0,

Réciproquement si k= hI(a , o) oubien I(a ,a)=0 = k=0,

=1 = df=1 (mod @) , ou bien I(a , @) >0 et o premier avec a si

k ,k I(a,a))h

A est laclassede a , o € A" = (A classe unité donec otk= 1 (mod a)

4o Calcul de I(a , a) »

I1 suffit de le faire pour les idéaux « de la forme pk s k entier positif,
en effet @

si (ay b)=0o alorss I(ab, a) = I(a, o) A I(b , a) (le signe A dési=

gnant le po pe Co me) et plus généralement V a et b, Hanb)sIla, a) A I(p,0)s

a- Soit & un entier algébrique alors d eanb <> dea et debe

k

bo Soit k wun entier quelconque > O, posons & = a = 1, alors :

deanb <= akzl (mod o nb) <=> 3 h entier >0, k=hI{(lanb, a).

e

De nmme

dea
<=>3 b, k=h I(a, a)

beb
et 3 by, k=h I(b,a) <> 3 ', k=h"I(a, a) nI(b, a),

Finalement tout multiple de I{(a n b, a) est multiple de I(a , @) A I(b , a)

et réciproquement, on a donc bien égalité entre ces deux nombrese
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, k
Nous sommes donc ramenés au calcul, pour k >1 , de I(p , @) nous supposons

que (pk s [0]) = 0, is 6o que pft o
Nous posons Np= pf 5 [p]:;g q, p}fq (g=1, si pfA 1le discriminant du corps) o
ma: L<fg<n (n degré de 1'extension K)o

; let 1
ae Soit & tel que pkli s k>1, alors (1 + ?,)S =1+ 8§ (mod p )

en effet @

s
(1+E’,)S=l+s€+ 2 Gcsjc“;o
0:2.
or

plq'é = szlao, V o022 et k21 = k+ 1< 2k => #ﬁ-llpo?,k

bo Soit & tel que piE, k1.

Supposons soit p>g+ 1, soit k> g (p>g+ 1 sera vrai pour tout p
— k+g+l) ,

ssuf pour un nombre fini) alors (L + &)P =1+ p& (mod p

En effet si p> g,

grl -
(1+8P=2 ¢8%4 2 c2¢f°
1
Pk+g+ ka(g+2) 15g+2|50 VA

car : k+ g+ 1< k(g+2), donc s

grl 0 O ktgsl
(1+8)P= 2 Cp«i (modp+g+)
0=0
mais Cg: p(p = 1) '“GSP—O + 1) si 0=2, cee 4y g+ 1, o} est premier

avec p , donc

legy 2
A | (P=1) eee (Pmo+ 1) => pICCI’J => pé’zlcg g€ => p* +glpk*glcg g’

Ce Qo Fo Da
Si maintenant k > g , alors
(1 + F;)p =14+ p& + E‘,z x entier et Pk+g+1|}32kliz .
Ce Qe Fe D&

cs S1 nous supposons alors p > g+ 1l , posons k(p ’ o) = max-k tels que

pklanp’a) «~ 1 (en supposant que a n'est pas racine de 1'unité).

(n a alors @

Xk max(0,1+[.lf:_l?_£££.):_];])
I(p~ ,a)=p g I(p, a) «
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En effet, on a : OLI(P’Q) =1+ & avec Pk(P’a)la 9 T’l+k(P’a)F. e Si
K=14+X(p, a), I(pK , 0) est donc différent de I(pK"J’ s @) =I(p, a) .
Mais
ahz i (mod ;oK) => ah—:. 1 (mod p

donc : I(pK s Q) = sI(pK"l , @) oi s est un entier >1 (car pja ).

K=l )

Pour que (L + &% =1 (mod pK) , 8&=0 (mod pK) d'apres (a)

<= pls => Hpllls => p'|s® => pls
on a donc néccssairement I(pK , a) = th(sz',.l » 0) mais nous devons prendre t

minimume Or pour t= 1 en vertu de (a)
P =0 (mod pK) = (1+&P=1 (md pK) .
Donc on a I(pK s a) = pI(pK"l 5 &)

Mais comme d'aprés (b)
(1+ &P =1+ P& (mod pK"'g)

et que @
K=l K
p Elpg et p - EfpE

(pret , a) = (pS, o) = pI(p , @) et (p €, o) £ I(p°, a) .
De manidre générale si I(pKH-’g , ) # I(;:K"'tg""l s @) , on montrerait de la mlme
maniére que I(pk s Q) = pI(pK"'JE'g"1 »a) si K+ tg<k<K+ (t+1)g, et
que I(PK+(‘bi-l)g , ) £ pI(pK+tg—l , o) .

Onadone, si t >0 et K+ tg<k <K+ (t+1) g, I(pk,a)—_—p(t’*'l) I(p,a)
mais alors 3

k+ g=K

(t+ 1) < <(t+1)+1

d'ol la formule annoncées

de Si p < g+ 1 nous pourrons faire un raisonnement analogue si k(p ’ a) > g o
Mais de maniére générale @

. — k I(pg'*'l a)
Si nous posons ki (p, a) = max k tels que pa 9%/ w1 (en supposant

toujours que o n'est pas racine de 1'unité) on aura kl(p y @) > g, donc,

V k>g+ 1,

keI, (pya) 1
k max( 0, 1‘“["“‘“5‘_“ o1
I(p" y @) = p (g™, @)

et par ailleurs

1
I(Pg+ 90‘)=PhI(P9OL) avec 0<h<g o
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e« 51 a est racine de 1'unité et pfo alors évidemment dés que k est assez
grand on a @ I(;ok , @) =m si o est racine primitive m~iéme de 1'unité.

5. Théorémes sur les équations associdese

1° THéOR%.‘.IVEO -~ Soit une équation € 3 A - pﬁy = v avec les hypothéses faites

dans le paragraphe l. Soient (xo s Yo) un couple d'entiers > 0 ¢

Nous considérons l'ensemble des couples (x 9 y) avec X > X5, ¥ > Yo tels
qu'il existe une équation &' associée &3 & admettant (xo s yo) et (x, y)
comme solution, cet ensemble sera noté E(N , p, o , B) (il ne dépend évidem-

ment pas de v )e

Alors ou bien E(A , p, a , B) est vide
ou bien 3 (x; ,y) €EQM 5, p, a, ) tel gue
X = Xolx = %,
v (x,y)eE(}\,p,a,B){

;\ yi = yOIY"' 70

2° COROLLAIRE. - Si L , M, A , B, I sont des nombres entiers > 0,
(A, B)=1 et si (x1 s V1) s (x2 ) yz) , (x3 , y3) sont trois golutions con~
sécutives (c'est-a~dire telles que x; <X < X5, dtol y; <y, < y3 et tolles

qu'il n'existe pas de solution avec x; <x< X, ou X, <x< X4 ), de 1'équation

X .
IA -MBy-_:N,onaalors: XQ"X1|X3"'X1 et 3’2"3’1!5’3"3’1‘

En effet nous prenons K= Q , les quations assocides & IA* = ¥BY = N admet~
+ X J

tant la solution (xl s yl) sont de la forme & A% 1 =L 1A L ' w 1 (car
. x y
- sont les seules unités de Q ) soit LAY + MBY — IA L + 1B L et

X X Il
I =B = IA " wiB - (= N) .

: X %1 I
Mais si x>x19y>yl,LA+MBy>LA + MB 7 .

Dans ce cas, 1l'ensemble E(L, M, A, B) est réduit aux seules solutions de

1'équation donnéeo Le corollaire suit alors immédiatemente

En fait, il fallait supposer (LA™, M¥) = (L, M) , V x>0, y3> O, mais
1% équation a la forme

x ¥
TS AN TR

d'oh si x>x; , Yy >y

X, X=X y=y
TR 1

-1) = MByl(B 1)



9= 08
et en posant
X1
IA M =
g y x y
1 91 1 1
(1A . MB ) (LA~ , MB )

les solutions (x, y) de & aveec x 2% 3 ¥ 2y, correspondent biunivoque-

J1
' = B

ment aux solutions (u, v) avec u>0, v3>0 de & , LA®~1rB = L' -
par la correspondance x = Xy+ Uy J=y + Vo Il suffit donc de montrer que
1'on peut appliquer le théoréme & &' . ‘
. ! V1

Or sl 2, =X, = 5 Jp =¥ = Vyo (A~ = 1) =M(B "~ = 1) si
p| (Lt A* . M BY) s alors plh et M ou p|L' et B puisque (&, B) = (L', M")=l,
meis p|M' => p|L! (Aul -1) => plAul - 1 incompatible avec plA .

La démonstration s'applique donc bien & &' puisque (Lt4* , M BY)=(L* s M)=1,
vV x20, y>0.

-

3° Démonstration du theorémes = Nous posons : (A, p) = > et [A]l=ab,
(k] = b,

@ = afo 0] , b =b[p% .

" . X 3
Alors : (a? , b*) = o puisque (a'd, b'd) = (M O, pﬁyo) = (A, p

1l
[og
.

Pour toute équation associde & & on aura [A'] = [A], [p']= [p]

Qe (Xl,yl)eE(k,H:a,ﬁ)

cb! = [a -1], X1 > X

<=> 3 un idéal c¢ tel que
] cal

il
—
pe)

| - 1], 1> Yo
En effet s*il existe une équation &' : AMoX - pe py = V' associde & &
admettant (xo s yO) 5 (x1 , yl) pour solution avec x; > Xy, ¥, > Ygs On &

X y X v
Nocl..p'pl:?\'ao-p'ﬁo

soit X X.ex vy
0, *17 =y
Mo ot Pl g%t On g
soit — 5
-’ —y
abla © 0= 1]=pept 0n 1] = [E]

alors d|[g], [g]l= ® y mais alors %= a'fa -1] => aofu.

De mBme b*|% , mais (a' , B') = 1 => a'b!' |4 soit

¢ ) Xq=X
1]

I1™Vo

A= ca’b' alors
ca?

[p

1

/

Ce Qo Fo Do
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K ymX
Réciproquement si 3 ¢ tel que 4
Y190
ca! = [p - 1]
on aura ¢ h
X=X x, x
bealh? = ba'[a Lo, 1]=[Ma ™ =a O)]
et de mBme
71 J0
bea'bt = [u(p "~ Il
D'ody

X b4 y ¥y X X y ¥
1 1 1 0 1 0
Mo = a D] =[uEt=-p] = Mo madd)=en(f'-p0
ou € est une unité.
X J X y
Soit A 1. eup R VA epp O v . m équation A - e:pﬁy = v! admet
les solutions (x5, ¥o) » (%, 5 ¥y) et est associde a 1'équation & .«

Ce Q. Fo Da

ch! = [au - l] . ..
- v alors il existe des suites infinijes
cat = [p° = 1]

d'idéaux « et b~ non nuls tels que s
anlc JETJC s Ip= 0

I(cz“'an-- B) )

b.§i 4 ¢ telgue{

¢ o'b = [p 1]

I(b*b ,a)
bta . = [a w 1]
n+l

En effet appelons

H 1'hypothése : ay, by s ses @ 19 Poi s @ existent, sont non nuls et
alc -

K, 1'hypothése : a5, by, eee , & , b existent sont non nuls et bn|c .
Evidemment Hy est vérifiéen
Montrons que Hn —_> Kn == Hn+l °
En effet si Hn est vraie :
anlc => ana'lca'=[i3v"1] = f =1 (md a, o)
come v >0, ([ﬁ],anq')zo.

t
Done I(ccn at , B) >0 et v= hI(cxn at 4, B) BI(ana sP) - 140 car
I(a a' , B) >0 et B n'est pas racine de l'unité.



De plus

V-l ﬁm:((‘znm"m

donc

D? autre

I+ #,9)
1o (p ® T

avec bn non nul et

heb) (1 t’:’

9~10

+ eeo 1)
ﬁ:[((Incc'gﬁ) _ l‘ﬁv .
part I(a at,p) I(a a'yB)
a|fp ® 7 1] = [p ® -1l=bya
bn a*l[ﬁv - 1] = cat => bnlc => Kn.

On montrerait de mme que K, => H 4o

c» Réciproguement s'il existe des suites a

que

alors 3 cle tel quej

n?
’ a?bn _ [ﬁl(aean;ﬁ) 3

/ b“an= [al(b'bn,a) _
agle et bnle

Y

alc = [pI(CC?C,ﬁ) - 1] 9

tb‘c = [aI(b'C’a) -1],

bn

1]

1]

non nullsset un idéal ¢ tels

I(afc, B) >0

I(btc, a) >0

En effet : a'b ~n'est pas nul, donc
I(aaccn_,’ B)
B ~1#£0 = I(d'a , p)# 0 =>d o  est premier avec g
et (
I(ata ,p) I(a'a 4 P)
T 21 (mod a an) =~ af anl[p n

de mdme b_|q 0
n' n+l

On a donc «

La suite «

v nznoa
Si ¢=a
)
D'oy

Olall cce 'anl noec le °

est donc constante &

, comme ¢=a_ |b_ |a
ny 0

- 1]: (I‘bn == o'hlbn

» ' 3 ° - —
partir d'un certain rang : ie. e o, = rho
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et cle
bie a [FLI(WC‘”"') o 1]
Co Qo Fo Do

do Démonstration. = S'il existe une solution (xl s yl) eE(M, H,, B),
alors 3 &, telle que &, , associée & &, & , admet une solution, alors les

Y \
suites a et b existent, et ccn]c1 , bnl-cl ( ¢, correspondent & & )
d*aprés (b) et (a)e

1
G - [ﬁI(a Cg:p) 1]
Mais alors 3 Czlcl tel que _ (bt Czsa') - dtapres (c),

btc, = [a - 1]
Donc d'aprés (a), 3 &, correspondant & ¢, de solution (x, , y,) avec
Xy =Xy = I(a'cz : B)
Yy = Vg = I(b'c2 g O)
Mais alors
coley => dglae; = Iatc, , P)|I(Fc, , P)

I(ac,,R) I(a'c ,R)
(car B T =1 (mod cz'cl) = B LR (mod a'c2)).

‘ Xq=X
D’ autre part come [f+ O wm 1] = a ¢ 9

X X
BT =1 (mwddc) = Iac , p)lx -x,
et finalement
x, = xolxy = %g
Co Qe Fs Do
(Car ¢, est indépendant de 1'équation &, dont on est parti, puisque, les

T bn le sont par leur procédé de construction.)

De nmime
Jog = YQ‘Y]_ =~ Yo

6o Cas particuliers ox A et v sont racines de 1'unitée

4 ]
THEOREME. = 51 A et v sont racines de 1'unité, 1'équation- A = p@ = v
n'a pas de solution (x, y) avec y>0(a, p, A, p, V) o1 C est calcule-
ble effectivement




b b
En effet posons [g] = pll ene prr s by
high g

XL
Mpy=pm [ed ey g

> 1

A et v étant racines de 1l'unité, 3 m et
m= ml A m2 o
Si MX-pﬁy::v,onaz:

( Pi'( qi)

A =y (mod [By])

soit encore

o™ = 1 (mod [By]) N

D'oy

me = hI([p"] , @) , h entier

- ou bien x= 0, d'oy

A -
Tog| =]

b= A my = ¥ <,
Leg|p|

~oubien x££ 0 = xg%l([ﬁy],a) .

Or ¢

r yb.
W1, @)= A Upy b, o).
i=1

Des que y> g, + 1, yby 2 g
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vné =1, soit
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On peut donc éerire finalement x> '1'1'1}' 2y/ € & C, est une constante effec~
tivement calculable en fonction de a , B
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et ¥, est calculableo
Finalement si C = mex(yy 5 ¥ » Yo) » ¥<C, et C est calculables
Remarqueo ~ Les résultats de GEL'FAND ou, dans le cas des nombres entiers, de

MAHIER sont plus généraux, mais ils ne prouvent pas que la constante
Cloa y B, A, py V) soit calculables




