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FORMULES INTÉGRALES DE CAUCHY DANS UN CORPS p-ADIQUE

par Mme Yvette AMICE

(d’ après Le SCHNIRELMANN [3])

Séminaire DELANGE-PISOT
(Théorie des nombres)
4e année, 1962/63, n° 8 14 janvier 1963

Cet exposé a été rédigé dans le but de permettre au lecteur français intéressé

par l’article [3] do SCHNIRELMANN di en trouver un résumé plus accessible que
l’original qui ne se trouve actuellement en France, à notre connaissance? qutà
la bibliothèque de l’Institut de France [en russe]? La plupart des applications
des "formules de Cauchyff données par SCHNIRELMANN sont maintenant classiques et

peuvent être retrouvées, d’une façon souvent moins laborieuse, en utilisant les

polygones de Newton ~5~. Certaines d’entre elles se trouvaient déjà démontrées

par des méthodes différentes dans la thèse de SCHODE [4] que SCHNIRELMANN ne
semble pas connaître. Récemment M. LAZARD [2] a étendu les théorèmes de décompo-
sition en produit au cas des disques "ouverts" : on trouvera, au début de son

article, un élégant résumé des propriétés du polygone de Newtono On peut aussi se

reporter à [1] pour les démonstrations élémentaireso

Définitions o
Nous désignerons par K un corps valué complet algébriquement clos et par A

l’anneau de valuation de K c

Le disque D de convergence d’une série entière

est l’ensemble des points x e K tels que

ce peut être un disque "ouvert" ou de K . Nous dirons qu’une fonction f

est "analytique sur le disque p " (analytique stricte) si elle y est définie par
la somme d’une série entière dont le dis que de convergence contient 0394 . Une fonc-

tion entière sur K est une fonction analytique sur K r

Suite contour 0

r Une suite de g. (X) E A[X] , i ~ N , est une "suite contour" si :



On ... , 03B1i, ni 
} l’ensemble des z éros de g i o

Contour discret.

Soient a r E Ii et gi une suite contour: le "contour discret" de cen-

tre a et de rayon r déf ini par g . e st la suite de s ensembles:

{03B1 + r03B1i,1 , ... , 03B1 + r03B1i,ni}i~N ,.

On note cette suite

et + rg. B

Intégrale d’une fonction sur un contour discret.

Etant donnée une fonction f définie sur 03B1 + rg , son intégrale sur le contour
e st définie, si la limite ci-de s sous existe, par :

Soit par exemple p(x) un polynôme de degré n : pour i assez grand
a ~:lors

. 
-

oh (p est une fonction symétrique des de degré au plus égal à n
donc = 0 pour i assez grande Par conséquent un polynôme est intégrable
sur tout contour discret et son intégrale est égale à sa valeur au centre du
contouro

Intégrale sur un cercle.
x "x" """~ 

_.

existe quelle que soit la suite contour g et est indépendante
de g , on note f(x) la valeur commune de f f(x) et on l’appelle
"intégrale de de " f sur le cercle" de centre a et de rayon |r| .llr’ intégrale de f sur le cercle" de centre a et de rayon ‘r .

En particulier un polynôme p(x) est intégrable sur tout cercle et, quel que
soit r $



2. Les "théorèmes de 
r

théorème de Cauchy).

(b) résulte immédiatement de (a).

pour > n ~ on a

qui tend vers zéro et

qui ne dépend pas de i e Donc,

ce qui démontre le théorème.

THÉORÈME 2 (Second "théorème de Cauchy").



si  cette expression est équivalente à

et tend vers 0 , l’intégrale est alors égale à 1 ; si )x) 1 > jrj 1 p est

analytique sur D~ ,,r et nulle au centre i on applique le théorème la

Démonstration du théorème 2o ~ Si )x! > jr) p 2014~2014 f(z) est analytique sur"~’~ "*’ ~ ~~T’ i ~ ~ ir .1 t~-.2014 r L~~~~c~~T-..~.~ r..nu-jr ’ 

D~ ,r et nulle au centre ~ on applique le théorème lo

Si |x| > |r| , f(z)=f(x) ’h (z - x) (p(z) eu (p(z) est analytique sur 

alors

on applique J..e lemme et le théorème lo

THÉORÈME 2bis. - Avec les hypothèses du théorème 2, et pour N  0 ,

En effet, pour 1 xl Î > ~ r I , on applique le théorème 1 à la fonction 

qui est analytique sur et nulle au centreo 
,



_ ~, , _ _

cÙ !f>N est analytique sur D0,r , et le théorème 2bis résultera du l.emme suivant :

. 
Pour N > 1 et |x|  |r| 1 

et un calcul tout à fait analogue à celui fait au lemme précédent montre que cette
quantité tend vers 0 quand ~, -~ ~ $ en utilisant le fait que -~. + . .

r 
COROLLAIRE la Inégalités de Cauchy.

COROLLAIRE 2. Théorème g£ Liouville.
( Une fonction entière bornée sur Ii est constante.

COROLLAIRE 3 . Théorème dgs 

r Soient f(z) une fonction analytique pour )z ) 1 5 )t i et Q (z ) un polynômenI ayant aucun zéro sur )z 1 = )r i , alors

_ 

z = somme des résidus de f Q aux zéros de Q intérieurs à D0,r .

3 . Applications aux fonctions entières.
, .

THEOREME .du produit.

Toute fonction entière ~~~~ ~ ° ° * ~ ~n ° ° ° qui un

polynôme a une infinité de racines OEi , . o . , 03B1N , ... qu’on peut indexer de
façon à ce que lim la Î = + ~ , et la fonction se décompose en produit convergent ,



La démonstration est faite suivant le schéma suivant ! on montre d’abord que,
, 
pour presque tout p  R (rayon de convergence d’une série entière f )p
jz) ~ p ==> )f(z)j 1 = T(p) eu T(p) est une fonction croissante de p a

On en déduit que, si

le nombre des zéros de f dans un disque ‘x~  p  R est constant pour nn
assez grand, en majorant des intégrales

~ 
u 

Si f~ sont des polygones de degré n tels que et si

a et p ~ K sont tels que g n’ait aucun zéro sur le cercle )x - aj = f6)
~ et que de plus on ait jur ce cercle

alors f et g le même nombre de zéros dans D  o_ ~P
Ce lemme permet de montrer que les ensembles des zéros des polynômes f  dans

un disque fixe, dont on sait qu’ils ont chacun N points (eu N est indépendant
de n pour n assez grand) forment N suites convergentes dont les limites
sont précisément les ?éros de f dans le disque considérée

_ 

COROLLAIRE.

Si f(x) =1 est entière sur K . et si les coefficients a 
n 

sont
n$0 ~ 

dams un sous-corps complet k de K , f(x) se décompose en produit convergent
de polynômes à coefficients dans k.
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