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Séminaire DELLNGE~PISOT 8..01
(Théorie des nombres)
4e annde, 1962/63, n° 8 14 janvier 1963

FORMULES INTéGRAlES DE CAUCHY DANS UN CCRFS p-/DIQUE

par Mme Yvette ALMICE

(d'aprés L. SCHNIRELMANN [3])

Cet exposé a été rédigé dans le but de permettre au lecteur frangais intéressé
par 1'article [3] do SCHNIRELMANN d’en trouver un résumé plus accessible que
1'original qui ne se trouve actuellement en France, & notre connaissance, qu'a
la bibliothéque de 1!'Institut de France [en russe]s La plupart des epplications
des "formules de Cauchy" données par SCHNIRELMANN sont maintenant classiques et
peuvent 8tre retrouvées, d'une fagon souvent moins laborieuse, en utilisant les
polygones de Newton [5]s Certaines d'entre elles se trouvaient déja démontrées
par des méthodes différentes dans la thése de SCHBBE [4] que SCHNIRELMANN ne
semble pas connaitre. Récemment Me LAZARD [2] a étendu les théorémes de décompo-
sition en produit au cas des disques "ouverts" : on trouvera, au début de son
article, un élégant résumé des propriétés du polygone de Newton. On peut aussi se

reporter & [1] pour les démonstrations élémentairese

1. Définl'bions °

Nous désignerons par K un corps valué complet algébriquement clos et par A
l'anneau de valuation de K o

Ie disque D de convergence d'une série entiére

"
B

(l) ao+ al A+ coo F {J,n 2T 4 see
est 1'ensemble des points x € K tels que

lim |a | |x|®= 0 ;
N0 n

ce peut 8tre un disque Youvert! ou ifermé" de K o Nous dirons qu'une fonction f
est "analytique sur le disque A " (analytique stricte) si elle y est définie par

la somme d'une série entiére dont le disque de convergence contient A o Une fonc~—

tion entiére sur K est une fonction analytique sur K -

Suite contour.

[' Une suite de polyn8mes gi(X) € A[X], ie N , est une "suite contour" si :
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- g;(x) n'a pas de racines multiples.

n, n, n

= * lyl sce X i,}J.+ Cc aves . =1,

- gi(x) =x " 4o % + T 1, | 1,p+1‘
i o =1
2, ot ny =y g ok quand i - + o, |ni|
( | | est la valeur absolue dans X ).
1 . R

On notera {ai,l P owee s Oy ni} 1'ensemble des zéros de g,

Contour discrete

Soient aeXK, reK et g, ume suite contour ¢ le "contour discret" de cen-

tre o et de rayon r défini par g; est la suite des ensembles :

On note cette suite

a+rg ..

-

Intégrale d'une fonction sur un contour discrete

Etant donnée une fonction f définie sur o + rg , son intégrale sur le contour

est définie, si la limite ci-dessous existe, par :
X : 1 E
/ f(x) = Lim (E-Z flo + ra, ,)) .

L atrg it 71 k=l Lk

Soit par exemple p(x) un polyntme de degré n s pour i assez grand

n:L "'ni 1 >n o Llors

9
n

L3
% kel
(e VIR () 1 est une fonction symétrique des ai,k , de degré au plus égal & n,

p(a + mi,k) = pla) + 04

donc ¢ 4= 0 pour i assez grand. Par conséquent un polyndme est intégrable
sur tout contour discret et son intégrale est égale & sa valeur au centre du
contoure

Intégrale sur un cercles

Si /a+rg £(x) existe quelle que soit la suite coptour g et est indépendante
de g , on note /a,r f(x) 1a valeur commme de /a+rg f(x) et on 1l'appelle
"intégralelgle f sur le cercle" de centre a et de rayon |r| .

En particulier un polyndme p(x) est intégrable sur tout cercle ety quel que

soit r,

/a}:r p(x) = pla) «
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2« Ies "théorémes de Cauchy"e

s
THECREME & (ler théoréme de Cauchy).

Soit f(x) une fonction analytique sur le disque
Dy = x| |x=-al <[]},
alors @
x
(=) JE, 2 = 2() .
x
(b) /%r (x = a) £(x) = 0 .,

(b) résulte immédiatement de (a).

Soit
n
£(x)= 2 a x° ( £ étant somme de la série (1)) ;
n n
k=0
pour n, =n, , >n, ona
17 Byl ;
1
—2 fla+ra )=7f(a).
0y 11 nl :L,,k) n

sup lfn(x) - £(x)| = e(n) ,
x€eD
Qyl

qui tend vers zéro et

4+

< €(n)

1 ¢ L 4
?’;k-_-l £ (a + mi,k) " kil o mi,k)

qui ne dépend pas de i . Done,

Joprg £ = n L5 2 () = 2(a) ,

e OAE TN

ce qui démontre le théorémee

4 h)
THECREME 2 (Second "théoréme de Cauchy™).
r Soit f(x) analytique dans D, .y » olors :
2

£(x) si |x| < |r|

J 2 2fz)

QL Z = X
0 si x| >|r|
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LEMME.,
[ — j" ot x| < ||
3 B | s
: l

Orz -x 0 si |x| > |r]
En effet @
(ﬁ 5
z z L ik
Or z =x iteo \ 4 el r“i,k ~X
. n '
= lim /1 + L % x/—r--iv-‘
Smpico \ B kel OL:L,k =¥
. .~ \
= llm l « .}.{- .}_— gi( r) [}
L-ypoo - r nl g:l. %/r)
Or,

n,
3,
1 g;‘-(x’/r) (:’;/4.) (n ) C l(X/r) 4 soe0

n; g /) - B7E) ¢

<o

a, n, 1
(X/I') - Ci l(X/r) s + ooa

si |x| < |r[ , cette expression cst équivalente &

n_‘, .. ni —-el l
2= e, (x/x) M —
. op Toptl

Z

e 351
2 -~ X

et tend vers O , 1'intégrale est alors égale a L3 si [x| > |r| ,

analytique sur Dy r et nulle au centre : on applique le théoréme l.
)

Démonstration du théoréme 2. ~ Si |x| > |r = £(z) est enalytique sur

8

Y

DO r et nulle au centre ; on applique le théoreme lo
Si |x| > e, £(z) = £(x) « (z «x) o(z) & ¢(z) est analytique sur Doyr’
alors

O-Jrzm, £(z) = £(x) /oz Tt OrZ‘P(“)

on applique le lemme et le théoréme lo

N
THEREME 2bis. ~ Livec les hypothdses du théoréme 2, et pour N 20,

{ /m £ M) s1 x| < x|
P Z f('7 J
| 093" (o o .« e
] (z =z | 0 si x| > |z
En effet, pour lxl > Ir[ ¢ on applique le théoréme 1 & la fonction ( Z f(;
Z = X

qui est analytique sur DO r et nulle au centreo



Pour |x| <|r|] ona 8=~05

N
P ___ﬁ_mf z) . > L o) 2 .
(z = x) j=0 T £ () x)“”-'J g ‘PN(Z)

& ¢y est analytique sur Do,r 5 et le théoréme 2bis résultera du lemme suivant s

2 =

IEMEs - Pour N>1 et |x| <|r|,

2 2 =0
O r (z ~ X)N
Or,
n, n n
1§ Mk 1 b Ll 3 L
e N= 1., N-l * n, e 1 -
1kl (mi,k - X) idel (rai,k - X) ir kel(a 1k */r)

2,

et un calcul tout & fait analogue & celui fait au lemme précédent montre que cetie
quentité tend vers O quand i - o, en utilisant le fait que n, pt o
9

CROLLAIRE 1, Inégalités de Cauchy.

-
Soit f£(z) analytique pour |z| € |r| et telle que
lz| = |r| => |£(z)| M.
Alors, pour |z| < |r|
|£(z)| < M
M
lf(n)(z)[ < T

CCROLIAIRE 2+ Théoréme de Iiouville.

-

Une fonction entidre bornde sur K est constante.,

-

COROLLAIRE 3. Théoréme des résidus.

I‘ Soient f£(z) wune fonction analytique pour |z| € 4r| et Q(z) un polynbme
n'ayant aucun zéro sur [z| = [r| , alors

Jo

2
£z , . f . 4 s .
7 Q—E?g- = somme des résidus de T aux zéros de Q intérieurs & D .

s o,r

3+ Applications aux fonctions entidres.

THEOREME du produit.
-

Toute fonction entidre f(x) = 8) t 8 X 4 .eu A 4 . qui n'est pas un
polyn8me a une infinité de racines % 5 ece 5 @, «.. qu'on peut indexer de

fagon & ce que 1im Ianl =+ o, et la fonction se décompose en produit convergent ¢
Ny :

SER LT S P
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La démonstration est faite suivent le schéma suivant : on montve d°abord que,
_ pour presque tout P <R (rayon de convergence d'une série entiére f ),
|z = p => |£(z)

= T(p) ou T(p) est une fonction croissante de p o
On en déduit que, si
()= 2 o 2
f (x) = X
5

I k=0 X
le nombre des zéros de £ ~dans un disque |x| € p <R est constant pour n
assez grand, en majorant des intégrales
? :

J* x(_..:?_"”_lf... oy
O, r fm-k 'f;

TEMME o

~

| Si f,g,h sontdes polynbmes de degré n telsque f =g -h , ot si
{ a et peK sont tels que g n'ait aucun zéro sur le cercle |x - a| = [B]
}L et que de plus on ait sur ce cercle

|n(x) | < |e(x)
Log
n 2
R ? <2 | g (X)l .
,h(x)l v Ih (X)l ‘lPI —lg(xll +1g1—(x)"u v

alors f et g ot le m@me nombre de zéros dans D, 8>
L 9

Ce lemme permet de montrer que les ensembles des zéros des polyndmes fn » dans
un disque fixe, dont on sait qu'ils ont chacun N points (o4 N est indépendant
de n pour n assez grand) forment N suites convergentes dont les limites

sont précisément les =éros de f dans le disque considéré.

COROLLAIRE.

2 a_ " est entidre sur K , et si les coefficients a_ sont
a0 ° n
dens un sous-corps complet k de K, f(x) se décompose en produit convergent

8i f£(x) =

{ de polynémes & coefficients dans Xk .

-
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