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Séminaire DELANGE-PISOT 5-01
(Théorie des nombres)
4e annde, 1962/63, n° 5 10 décembro 1962

GENERALISATION . DEUX VARIABLES, PAR MAX SCHIFFER,
D'UN THEQREME DE POLYA~CARLSON

[D'aprés une conférence de G. POLYA, & Philadelphia, le 7 février 1962]

par Charles PISOT

Diamétre transfini d'un ensemble compact de C .

~

La notion de diamétre transfini est due & FEKETRE [2]. Soit A wun ensanble com~
pact de C , on définit le diamétre () de A par d(L) = max ]zl - zzl pour
z) €L, 3z, el , Plus généralement, posons

d (A) =d_ =max |l |z, -3z |
n n sA 9 k
pour j , k=1, cce ,n et 75 € Ly, 2 €4 o
On a donc
1 l ® ¢ 3 I
Zl 22 000 Zn
2 N
dn = max ‘V(Zl » cee o Zn)' ou V(Zl 9 vea ¢ Zn) = |eee
l a0 n
Or
2 i 2 2
d = Izl - z2| eee |7y - znl ]V(z2 y seo zn)}
2 2
\< lzl - Z2l coe ]Zl - an dn-ml .

En miltipliant les inégalités analogues obtenues en remplagant z, par
z

5 5 *ee 5 3, , On obtient
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(a )1/(1’1(1'1“1)) < (4 1)1/((!1-1) (ne)) .

n 2 n
a, < dn(dn__l) , ou encare

L/(n(nl’ , .
La suite des nombres positifs (dn) /(aowL) est décroissante ; elle a donc

une limite et ncus poserons :

DEFINITION, -~ On appelle diamétre transfini d'un ensemble compact A ge E
'y L =1) .
le nombre <t(A) = lim (dn(“)) /(n(n-1)) o
-0 i

2 ‘ R
dn(.fa) = max lV(zl y see zn)l pour 7 ehy, j=Ll, 000 ,mn .,

THEOREME de Max Schiffer. - Soit

co oo

S a
F(X 0 y) - 2 2 N
n=0 n=0 xm+1 yn+l

une Série & deux variables complexes : x €6, y &l et a n € C . Supposons

Iy
que F soit holomorphe et uniforme lorsque, & la fois, x gL et ¥y £B, _o_l‘i

A et B sont deux ensembles coupactss Llors on a

2
1im sup [D_|*/0 < 2(8) ~(5)

N0

ao O LN aO,n—l

5

D = ocee

n
a.nml . 0 oee an-]- ,n—l

L et B étant compacts, on peut entourer L et B de courbes analytiques
Iy » Iy de longueurs finies, telles que 'c(FA) < tlh) + e, 'c(FB) < t(B) + €
[2], [4]. Alors il vient :

a oy /FBF(x,y)xmyndxdy.

n,m (2ni) Ty
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Etablissons d 'abord un lemme préliminaire.

IEMMEA = Soient ¢ ; oec , L Y o eos wn des fonctions d'une variable

complexe 3 ~0oit [ wun chemin d'intégration. Llors on a 1'identité :

/I‘ (P]_(Z) lPl(Z) dz eeo /1" QPl(Z) q)n(z) dz

L 2 [+]

Jo0(2) ¥, (2) @z oec Jpoo (a) ¥ (2) az

@l(zl) o..(pl(zn) l(zl) see wl(zn)
1
:'Hr/f' ooc/I-. e o 3 5 & o le cepn dzno

@n(zl) ace ¢n(zn) fq;n(zl) aso wn(zn)‘

Démonstration. ~ En développant les déterminants qui figurent dans le second

membre de liidentité. celle-ci s'écrit

i
~
_

5, )t LPil(Zl) M.,apin(zn)):’z(‘w ¥y, () seo ijn(zn)) dzy ows Q7

ol (il y 035 5 in) est une permutation de (L , 2o , n) de parité (- l)I et
(3, 5 eeo s jn) une permutation de parité (- l)J o En effectuant le produit et

en séparant les variables, on obtient

(- l)I+J {/} ¢il(z) ¢j (z) dz) cos f/} ¢in(z) wjn(z) dz) .

;er

©

L

On voit qie 1l'on retrouve dans cette somme le produit des mémes facteurs & l'ordre
prés n! fois, nombre des permutations de i; 5 s+ , i par exemples En réunis-
sant facteurs égaux, il reste le développement du déterminant de gauche de 1¢énoncé

du lemme.

frite de le démongtration du théoréme de Max Schiffer.

Nous remplagons a o dans Dn par son expression par une intégrale et; en
b4
considérant y fixe, nous appliquons le lemme avec la courbe FA s



o) =/p P P ey, gy e R

1

D = -—/ eoa / U dX oace dX
Y Iy 1 n
“/fé F(Xl,y)dy cee /fB F(xn,y)dy L oeee 1
O'l‘,l U = € 2 2 ¢ o @

n-1 n-1
/FB F(x,7)5 Y oo /FB F(x,7) v dy| X oo x

Une nouvelle application du lemme au premier déterminant de cette intégrale, avec

y variable, I, courbe d'intégration et ¢j(y) = yJ-l s 43(Y) = F(Xj 5, V)
donne
1
D = / eco / / ooe/ de ves dX dy Xy dy
D 2m i) a T Tp Fg ™ 1 n 1 n
Flx;syy) oec F(xl,yn)
ot W = T e e V(Xl,..:-,xn) V(yl,aon’yn) .
F(Xn;yl) coe F(Xh’yh)

Soit M =1(e) le maximm de |F(x , 7)| pour x e Ty » ve Iy alors

F(x)557) oeo F(xi,yn)

<ol M pour xel, , yerT

A0 B °

F(xyy) oee Flx ,y,)

Désignons par %A la longueur de Ty s par LB celle de FB e« On a alors
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1

e

1
D |-
12, (27)*D (nt)

2 (LA I&B)n n} Mn['C(A) w* c](n(n‘&))/‘z [-3(5) " Bj(n(nwl))/% .

I1 vient donc

) 2/5?
1im sup iDnl L [@A) + €l[<(B) + =],

Nco
clest-a-dire
2
2 /s
lim sup anl /H £ TA) ©(8) ,

n-»xo

Applications.

10 THEOREME de Polya-Carlson. - Soit

u
n

f(z) = [}

n

I M g

n+l
Z

oi u_€ % , une fonction holomorphe et uniforme & 1l'extérieur d'un compact A

tel que A) <1, alors f(z) est une fraction ratiommelle [1], [5].

Démonstration. -~ Posons

i) - £G)

F(X,Y) y-x .
alors

1 i

i@ e N R 1 1

F(XQY)z_‘_)‘u'—_r—'__‘“;[-"'—=“'—zu__+'—T——+.o¢+—-)
X n=0 2 ;;—.é. a0 P Iy N
g 2 %m,n
= ﬁib nzb ;ﬁif";iii avec a 0 = um+n .
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On a donc ici

uo ul ooz un-l

ul 1.]2 - U.n 2/n2’ , 2
D = et lim sup anl <[z <1,
n N—oo

unml un ese 1)2n_2

Or D €32 , donc cette inégalité montre que D =0 pour n>ny. Il est bien
connu que cette condition est nécessaire et suffisante pour que f soit une frac-
tion rationnelle [3]

2° THEOREME de Bieberbach. — BIEBERBACH a démontréd s Si A est un compact avec

©(A) < 1 , alors le complémentaire (A contient au moins deux points =x et vy
tels que xy =1,

Démonstratione — Considérons la fonction

o0
1 < 1
Flx , y) s = 2 ——— .
¢ - 1 ntl
Xy n=0 * ym-
On a ieci
' 0 ..
lo l [oNo I <]
Dn::‘ ) =1 quel que soit n .
0 0 a0 1

Soient L et B deux compacts tels que, quels que soient x¢ A , y¢ B, on
ait xy #1 , alors

T(A) ©(B) = lim sup D=1

N-—»co

donc 1l'un au moins des nombres t(h) ou T(B) est au moins égal 3

1
PV ]

Nous pouvons ainsi 4noncer la géndralisation suivante du théoréme de Bieberback :
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Généralisation. - Soient A et B deux compactsq A* 1'ensemblo inverso do &

(ctest-a~dire l'ensemble des x - tels que &- ed ). 81 T(h) ©(B) <1 , alors ie

complémentaire C (t¥ U B) n'est pas vides

Remarques. - Pour avoir des applications arithmétiques analogues & celles du
théoréme de Pdlya~Carlson, il semble souhaitable de savoir ce que signifie pour
une fonction F(x , y) le fait que D =0 pour n3>mn, . Il est facile de voir

que le fait que F(x , y) soit de la forme

k

Zf(x)g(y),
j=L

ou fj et g. sont holomorphes & 1'infini, entraine D =0 pour x> k o Mais
une telle condition n'est pas nécessaire, comme le montre le contre-exemple

1

F(Xﬂy)zz
Xy =%

oh D=0 pour tout n . Voir aussi [4].

On peut encore remarquaer que Dn ne change pas si on remplace x par

b b

I- ’ Y rd \ . Y

X = bO bk oeo * —-—-ﬁ + 6sa (representatlon conforme égale & une translation a
X

1'infini) ; de méme pour ¥y o En particulier Dn est invariant par translation sur
(x,75) -

Enfin, on peut caractériser les fonctions F(x , y) pour lesquelles D £0

pour tout n . Nous allons montrer que : La condition Dn Z 0 est nécessaire et

suffisante pour que

ol tpn(x) 5 q;n(y) sont holomorphes & 1l'infini avec tpn(oo) £0, Ll)n(oo) £0

. s 1 1 ]
Au lieu de séries en e et —}; nous allons raisonner sur des séries

o0 (o]

Gx,y) =2 2 a =y .

=0 n=0 ™"

i



Remarquens dfabord que si

Blx s 3) = mﬁb nib bm’n
et que
B(O , 0) = B, 0 £
alors
C(X.y):E ;C
] m=0 n=0 ™

vérifie C =0
m,0 o,
ot C,(x ; y) est holomorphe en (0,
Posons
am+k'°n+k
p{®) _
m9 n .0 3
aO,.n+k
(k)

On a alors Dk = DO 0 °

0)

am+k,k—l

8-l ;n+ke 81 yk~1

20, k-1

X

m

0
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n
y

1
nxmy‘n:B(x,y) "T)-—-—-B(X,O) B(O’Y)

0,0

0Oee

280

Supposons d'abord Dk = D(k) £ 0 pour tout k .

Désignons par A

D(k o Formons le prodult ligne par ligne

le coefficient de 1'é1lément a. 13

Am.+k,n+k Am*k,kﬁi Am.+k,k-2
Mt meke Motk Aen 2
p(¥) 0

m,n

o =0 quels que soient m et n , donc C(x , y) =xy Clﬁc, y)

am.+k,0

®k-1,0

dans le développement de

LN

Am,+k,0

oo Ak-l,O




5=09

On obtient

m, 0 am+k,k—2 cee am+k,0

mn “k-l,k-2 *** %k-1,0

0 O o x2 *** %20 -(D(k))z (-2) .

O,k-z LN ] ao’o

D'ou, aprés division par Dé#% (d'abord supposé non nul, ensuite par continuité),
$]
il vient 1l'identité suivante :

Relation de Sylvester.

pleml) ple-d) _ (kel) penl) _ (k) (k) |
O 0 m+l,n+l m+1,0 “O,n+l = “m,n 0,0

Cette relation joue déja un rdle important dans la démonstration de KRONECKER

Posons
v e p®
G(x,y)= 2 2 —7£h£%'xp'yn .
kT2 m=0 n=0 D k-1
0,0
On a

XYGl(X9Y) =G(X:Y)"ET6"]"‘"O_)—G(X’ 0) G(O’y) .

En effet, le coefficient de x" y© dans G, est

Lo ® (1)
o tl,0 On+l  “m,n
a'm-t'l“,n+1. a5 o - D(é’

4 0,0

Montrons que pour tout k , on a

Xy Gk(x » V) = Gk-l(x > ) -.Gk.__-]_—(.é_—’_oT Gk-l(x s 0) Gk_l(o s ¥) o
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Le coefficient de xm'yn de Gk(x , ¥) calculé a partir de l'expression de
droite est '

(k1) plk=1) o (k-1)
m+l , n+l m+l,0 70 n+l
SR T DTkl L (k2)
20,0 Po,0 " Po,0

.

5 ()
La relation de Sylvester montre que cette expression est égale 2 ~§%ETT , donc
p (k=
0
2

notre récurrence est &tablie-

Par suite
60 5 ) = gy 8, 0 60, )+ 2 KL () 6 e, 0) 6,(0, )
Xy V. BRCICIN)N X WY ¥+ et —5;— Xy VX s K\ 2 T e
La condition D_# 0 est donc suffisante.

I1 est cleir qu'elle est nécessaire, car ¢ .

$ () v, )

P2 7) = 2 e
=0 {xzy)

on a

Tiel

Dn = kzo (pk(oo) q:k(oo) .
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