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Séminaire DELANGE~.PISOT 3.01
(Théorie des nombres)
4e annde, 1962/63, n° 3 19 novembre 1962

ENSEMBLES D!ENTIERS ALGEBRIQUES

par Mme Marthe GRANDET

Nous allons considérer, dans cet exposé, des ensembles d°entiers algébriques,

sur & ou sur un corps quadratique imaginaire K , ayant des propriétés analo-
guese

Soit S 1'ensemble des entiers algébriques sur 2 , ayant un conjugué extérieur
au cercle unité et aucun conjugué sur la circonférence unité (nombres de Pisot
Vijayaraghavan) ; soit ¥ 1'ensemble des entiers algébriques sur un corps qua-
dratique imaginaire X . ayant un conjugué intérieur au cercle-unité et aucun con-

jugué sur la circonférence~unité.

Si P(z) est le polynBme irréductible sur le corps de base ( 2 ou X ) ayant
pour zéro © (appartenant 3 S ou X ). P(z; est a coefficients réels si et
seulement si © est réel, c'est-d-dire si 6 e S o 51 © est imaginaire,

8 e Eé ;, ensemble des entiers algébriques sur 2 ayant deux conjugués imaginai=-
res extérieurs au cercle~unité et aucun conjugué sur la circonférence-unité, de

plus © n*a aucun conjuguéd réel-

Les nombres © € 8 peuvent 8tre caractérisés par la propriété suivante

n
3 regld) ¢ M =u * e

o

N . . N s 2

caou, est un entier rationnel et ou la série 2 e, gconverge j de mBme les
n=0

nombres © peuvent &tre caractérisés par la propriété suivante

n
3 AekK(B) : N = w o+ ey

© n
o4 u  est un entier de K et o la série > IgZI converge [8].
n=0
On sait que les ensembles S [2], [9] et S u T, [1], [7] sont fermése Nous
allons voir qu’il en est de méme des ensembles 3 » Pour ceci nous allons utili-

ser une méthode analogue & celle qu'ont utilisée Mv¥, DUFRESNOY et PISOT pour

1lfensemble S [2]. A tout nombre 6 € ¥ on peut associer au moins une fraction

rationnelle ayant les propriétés suivantes s

1o A(z)/Q(z) admet le seul pble 1/8 & 1'intérieur du cercle-unitée

2° En tout point de la circonférence-unité on a s

[4(2)] < la(=)] »
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3° Au voisinage de l'origine A(z)/Q(z) admet le développement en série de

%é—:-;—: U.O* no-v%zn«q- 2609

a1 les w sont des entiers de K o

Taylor

Si l'on pose @
Q(z) = z° B(1/z)
o1 s est le degré de P(z) ; les fractions P(z)/Q(z) possédent ces propriétés,
sauf peut-8tre si 6 est une unité quadratique sur K , mais alors on peut mon-
trer par un calcul simple que 1/Q(z) répond & la questione Dans la suite nous
appellerons I 1‘ensemble des fractions rationnelles ayant les propriétés (1),
(2) et (3). Nous allons montrer que ces fractions forment une femille compacte,

d*ch nous déduirons que les ensembles I sont fermés.

Principe de la démonstratione

On peut écrire :
A(z) A

Wz) 1 .52

+ €(2)

ES n
e(z) = 2 g, 2
n=0

est holomorphe pour |z| <1 ; on a donc 2
—n
u, = AD T+ S
Au voisinage de la circonférence~unité A(z)/Q(z) admet le développement en

série de Laurent 3
o b o0

A(z) ~ n n
(=) - réo Y nzzo R

d*oy
1 2n |agei®)[? © 2 @ 2
SRS L a2 b e 2 e ]
Z”T 0 Q(elkp) n=0 n =0 n
et - -
(1) SR e 2 Je]® gt
n=0 n n=0 n

et, pour tout n,

or, pour |z| > 1/|6],
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donc : b
Te=was et: [A] < lof
on a aussi s © 1
M2 D
car 1'indgalité inverse est incompatible avec (1).

Si 1'on considére une suite de fractions rationnelles associées & une suite
convergente de nombres © € X , les ku associés sont bornés inférieurement et
supérieurement, et de la suite des KH > on peut donc extraire une sous~suilte
tendant vers un nombre A 0 o On en déduit que les e (z) forment une famille
normale de fonctions holomorphes & 1°intérieur du cercle~unité, donc que les fonc=-
tions AH(Z)/QH(Z) forment une famille normale de fonctions méromorphes & 1%inté-
rieur de ce cercle, dont on peut extraire une sous-suite convergeant vers une
fonction 2

£(z) = Uy + ceo + U Z% 4 eoo
au voisinage de 1%origine, ol w, = lim u 3 on a donc

poe B2

~~11 2
— .
M =u +e_ avec 2 |e_| <1

on en déduit que f(z) est une fraction ratiomnelle ayant un seul pdle 1/F
intérieur au cercle-tnité, qui est d’aprés le théoréme de Fatou un entier algé-

brique [8], donc 6 € % . et ll'ensemble ¥ est fermée

Nous allons deansr une caractérisation des fractions limites A(z)/Q(z) € rt
analogue & celie qui a éué donnde par MM. DUFRESNOY et PISOT pour les fractions

assocides & des nombres 0 ¢ S' (ensemble dérivé de S ) [2].

THEOREME 1. - Pour quiun nombre O € I , appartienne & I' , il faut et il suf-

fit qu'il existe un polyndme A(z) 2 coefficients entiers de K tel que, en

tout point de la circonférence-unité, on ait 1'inégalité s

[A(z)]| < |Q(z)]

17 égalité n’étant vérifide quien un nombre fini de pointse.

by

La démonstration se fait de la mPme manidre que pour les fractions assocides 3
des nombres 6 € S' [2] ; on considére les valeurs moyemmes sur la circonférence=
unité des fonctions Au(z)/Q“(z) et A(z)/Q(z) , soit respectivement T, et T3
on obtient alors

lim t < T+ -ér s
H-ro0 e

1
’C<1¢u -
0"



30
on a donc 1'égalité |&(z)| = |Q(z)| , au plus en un nombre fini de pointse
Réciproquement, soit ure fraction A(z)/Q(z) ayant les propriétés (1) et (3),
et la propriété
(2') en tout point de la circonférence~unité, on a 1'inégalité 3

|A(=2)] < [Q(z)] .
1*égalité ayant lieu, au plus, en un nombre fini de pointse. Nous noterons G 1le

et

sous-ensemble de C , formé par les fractions vérifiant (2%)

Formons les polyn®mes @
A(z) + e2'"3% P(3)

il

PH(Z)

Qp(z) = Q(z) + 2" B(=z)

A

ot a et s sont les degrds respectifs de A&(z) et Q(z) et o

B(z) = z° E(1/z)
d'aprés le théoréme de Rouché Q (z) &, au plus, un zéro intérieur au cercle-

unité, donc fh(z)/Qp(z) a, au plus, un pdle intérieur & ce cercle, si 1'on

pose :
P (z oo
H( ) = u Zn
Q.szj =0 Ho1d
au voisinage de 1'origine; les u.}‘l sont des entiers de K et
’
u =1u pour n<N
Ho 11 n
up,N;é Uy
avec
N= H si a<s
N=p+a—-s sl a>s
N=p+r si a==s ot r est le degrd le plus bas de

A(z) B(z) = P(z) Q(z)
ce qui prouve que P (z)/Q (z) n'est pas holomorphe 3 1l'intérieur du cercle=
unité, et que A(z)/&(z) peut &tre considérée comme limite d'une suite de frace
tions appartenant & T .

Caractérisation des ensembles S" et =M [6].

4 A Y
THEOREME 2+ = Pour qu'un nombre 6 € S (ou X ) appartienme & S" (ou )

il faut et il suffit qu'il existe trois polyndmes & ceefficients entiers du corps
de base ( 2 ou K), 4(z) , A,(z) et Q,(z) tels que A(0) £ 0, A (z) ou
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Ql(z) pouvant éventucllement 8tre identiquement nul, et que, en tout pnint do la

circonférence~unité, on ait

|A(z) + 2* A (2)] < |G(z) + 2* Q;(2)]

pour tout entier positif p , 1'égalité étant vérifide, au plus, en un nombre

fini de pointss

Principe de la démonstration : [4], [5].

Un nombre 6 € S® (ou =" ) est limite d'une suite de nombres {Gv}eES' (ou
$? ) 3 & chaque nombre ev s gn peut aisocier une fraction rationnelle
Av(z)/Qv(z) appertenant & € (ou I” ) ; de la suite de ces fractions, on peut
extraire une sous-suite tendent, & 1'intérieur du cercle-unité, vers une fraction
rationnelle A(z)/Q(z) associde & © o

Considérons les polynbmes
+a =S

th(z) = v(z) + eZp vy Pv(Z)

va(Z) = Qv(z) + ezt Bv(z) e=T1

N,

ox a et s sont les degréds respectifs de AV(Z) et Qv(z) et ou

P,(2) = 2V q (1/2)
Bv(z) = zav Z;(l/z)

N

les fractions va(z)/pr(z) peuvent 8tre assocides 3 une suite de nombres

B8 €S (ou ) et
g Pw(z) Ap(z) . .
RORNG €C ou T

. . ) Voo UV
et 1l'on voit facilement, que

Ap(z) A(z) + ezt &, (z)
QQ(Z) B Wz) + ed Q,(z)

lim

?

d'ol le thdéorémee.

Caractérisation des ensembles S(m) et Z(m) [6]e

Soient S(m) et Z(m) s lem ensembles dérivés m—-iémes des ensembles S et Ij
a ces ensembles, on peut associer des ensembles dc fractions rationnelles " et

I'™ , définie par récurrence sur m o
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THECREME 3¢ « Pour qu'un nombre 6 €S (25 % ) appartienne 2 S(m) Qgg Z(“o »
il faut et il suffit qu'il existe 2m = 1 polyndmes & coefficients entiers du
corps de base A(z) ;5 A(z) 5 eee 1(z) Q, (2) 5 ooo Qmpl(z) , tels que

A(0) £ 0, certains de ces polynbmes pouvant étre identiquement nuls, et tels qu'en

tout point de la circonférence-unité on ait :

el

m
|A(z) + zpl Al(z) 4 ses + 7 z)l |Q(z) + z Ql(z) 4 ees + T -1 mel(z)l

pour tout systéme d'entiers p, , oo Wl 2 1'égalité étant vérifide, au plus,

en un nombre fini de pointse.

La démonstration s'appuie sur les deux lemmes suivants que 1'on démontre par

récurrence sur n 3

IEME le - 31 A(2)/Q(z) € ¢* (ou T'™ ), et si 1'on pose &

ﬁi(z) = B(z) + e""¥*® P(z)

Q (z) = Q(z) + ez 4L(z)

alors, la fraction P (z)/Q (z) peut &tre associde A un nombre 8}l €

=t ) pour p>pg e

IEWE 2. - Soit {0 } une suite de nombres de (™) (ou s(m=9 et
Ph(z)/Qp(z) la suite des fractions rationnelles de module 1 sur la circons-

férence-unité qui lui est associde, si
F(2) n(z)
},l«)oo f j t )

Mors A(z)/a(z) € ™ (ou ™).

Ces lemmes sont vrals pour m= 1 , et on les démontre pour m quelconque par

une méthode analogue & celle qui a permis de montrer le théoréme 2.

Démonstration du théoréme.

Elle se fait par récurrence sur m , nous avons déji vu que ce théoréme est

vrai pour m= 2 ; supposons-le vrai jusqu'a l'ordre m - 1 .

On construit une suite de fractions AH(Z)/QH(Z) e o=t (ou ety ) et ten~
dant vers A(z)/Q(z) . D'aprés 1'hypothése de récurrence, il existe des polyn®mess
A(2) 5 eee, Amrl(z) : QZ(Z) y ceo Qm”l(z) s tels qu'en tout point de la cir—
conférence-unité on ait 3
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p Mo H By
|A(z) + z 2 Az(z) + eee + 7 O 1Am_'l(z)Ls 1Q(z) + z 2 Qz(z) R thl(z)l

1'égalité ébant vérifide, au plus, en un nombre fini de points, ceci pour tout
systéme d'entiers p; , py 5 ceo M.y 3 on peut donc trouver les polyndmes
Al(z) et Ql(z) , et le théoréme est démontré.

Ce résultat conduit & écrire des inégalités entre les U s qui expriment une
condition nécessaire pour qu'une fraction A(z)/Q(z) € C* (ou '™ ). Ce sont ces
inégalités qui ont permis d'obtenir les plus petits éléments de S' , et ont per-

mis de montrer que 2 est le plus petit élément de S" [4], [5].
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