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ENSEMBLES D’ENTIERS ALGÉBRIQUES

par Mme Marthe GRANDET

Séminaire DELANGE-PISOT
(Théorie des nombres)
4e année, 1962/63~ n° 3 19 novembre 1962

Nous allons considérer, dans cet exposée des ensembles d’entiers algébriques,
sur 2 ou sur un corps quadratique imaginaire ayant des propriétés anale--

guesc

Soit S l’ensemble des entiers algébriques sur 2, ayant un conjugué extérieur

au cercle unité et aucun conjugué sur la circonférence unité (nombres de Pisot«.

Vijayaraghavan) ; soit F l’ensemble des entiers algébriques sur un corps qua-

dratique imaginaire K ~. ayant un conjugué intérieur au cercle-unité et aucun con-

jugué sur la circonférence-unité.

Si P(z) est le polynôme irréductible sur le corps de base ~ ~ ou K ) ayant
pour zéro 6 (appartenant à S ou E ) ~ P(z) est à coefficients réels si et

seulement si e est réel, c’est-à-dire si e E S , Si 03B8 est imaginaire,
6 E ensemble des entiers algébriques sur 2 ayant deux conjugués imaginai-
res extérieurs au cercle-unité et aucun conjugué sur la circonférence-unité, de
plus 8 n° a aucun conjugué réel-.

Les nombres 8 E S peuvent être caractérisés par la propriété suivante :

00 

eu u est un entier rationnel et eu la série ~ e convergea de mme les2014 n 20142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014 n 20142014201420142014

nombres 6 peuvent être caractérises par la propriété suivante :

00 ~

OÙ u est un entier de K et où la série 1 1 converge ~8~ ~- n 2014201420142014201420142014201420142014 _ 20142014201420142014

On sait que les ensembles S [2], [9] et S u S2 [1], [7] sont fermés. Nous
allons voir qu~ il en est de même des ensembles ¿ 0 Pour ceci nous allons utili-
ser une méthode analogue à celle qu’ont utilisée DUFRESNOY et PISOT pour
1~ ensemble S [2J. A tout nombre e E ~ on peut associer au moins une fraction
rationnelle ayant les propriétés suivantes :

1° A(z)/Q(z) admet le seul pble à l’ intérieur du cercle-unité.

2° En tout point de la circonférence-unité on a :



3~ Au voisinage de l’origine admet le développement en série de

Taylor s
r / ~ _ .

eu les n sont des entiers de K o

.....__.~..,. n 2014201420142014201420142014201420142014201420142014.

Si pose ;

où s est le degré de P( ~~ ~ les fractions P(z)/Q(z) possèdent ces propriétés,
sauf peut-être si e est une unité quadratique sur K ~ mais alors on peut mon-

trer par un calcul simple que 1/Q(z) répond à la question. Dans la suite nous

appellerons r l’ensemble des fractions rationnelles ayant les propriétés (1),
(2) et (3). Nous allons montrer que ces fractions forment une famille compacte,

nous déduirons que les ensembles X sont fermés.

Principe de la démonstration.

On peut écrire :

est holomorphe pour Z ~ t  1 ; on a donc :

Au voisinage de la circonférence-unité A(z)/Q(z) admet le développement en
série de Laurent :

et, pour tout n ~



car l’inégalité inverse est incompatible avec (1).

Si l’on considère une suite de fractions rationnelles associées à une suite

convergente de nombres 8 ~ 03A3 , les 03BB  associés sont bornés inférieurement et

supérieurement, et de la suite des 03BB  , on peut donc extraire une sous-suite

tendant vers un nombre 03BB ~ 0 . On en déduit que les e ( z) forment une famille

normale de fonctions holomorphes à l’intérieur du cercle-unité, donc que les fonc-
tions A (z)/Q (z) forment une famille normale de fonctions méromorphes à l inté--
rieur de ce cercle, dont on peut extraire une sous-suite convergeant vers une
fonction ~

au voisinage de 1? origine, où lim u n ; on a donc :

on en déduit que f(z) est une fraction rationnelle ayant un seul pôle 1/?
intérieur au qui est diaprés le théorème de Fatou un entier algé-
brique [8]p donc 03B8 ~ X :. et 1? ensemble E est fermée

Nous allons donner une caractérisation des fractions limites A(z)/Q(z) e r
anal.ogue à celle qui a été donnée par MM. DUFRESNOY et PISOT pour les fractions
associées à des nombres 0 ~ S~ (ensemble dérivé de S ) [2]~

.." ~

THEOREME la - Pour qu’un nombre 0 e 03A3 , appartienne à 03A3’ , il faut et il suf-

fit qu’il existe un polynôme A(z) à coefficients entiers de K tel que, en

tout point de la circonférence-unité, on ait ,1’inégalité :

l’égalité n’étant vérifiée un nombre fini de points.

La démonstration se fait de la même manière que pour les fractions associées à
des nombres e E S’ [2] ; on considère les valeurs moyennes sur la circonférence..
unité des fonctions A et A(z)/Q(z) , soit respectivement 03C4

JJ’ 
et T ;

on obtient alors



on a donc l’égalité |A(z) | = |Q(z)| , au plus en un nombre f ini de pointso

Réciproquement, soit une fraction ayant les propriétés ( 1) et ~~~ 9
et la propriété :

(2’) en tout point de la circonférence-unité, on a l’inégalité :

1 ~i(Z) I : ~ I
l’égalité ayant lieu, au plus9 en un nombre fini de points. Nous noterons C le

sous-ensemble de C 9 formé par les fractions vérifiant ~~~ ~.

Formons les polynômes :

où a et s sont les degrés respectifs de A(z) et Q(z) et où

diaprés le théorème de Rouché Q (z) a, au plus, un zéro intérieur au cercle-

unité, donc a, au plus? un pôle intérieur à ce cercle, si l’on

pose ; 
-

. . . . 

’ 

e

au voisinage de l’origine, les u 
n 

sont des entiers de K et
~’i

ce qui prouve que P (z)/Q (z) n’est pas holomorphe à l’intérieur du cercle-

unité, et que A(z)/Q(z) peut être considérée comme limite d’une suite de frac-

tions appartenant à r ~

Caractérisation des ensembles S" et E" [6]«
y %

THEOREME 2. - Pour qu’un nombre 6 e S (ou I: ) appartienne à (ou ?’ )
il faut et il suffit qu’il existe trois polynômes à coefficients entiers du corps
de base ( Ë ~ K » A(z) ~ et tels que 0 ~ ~



Q ~ z ~ pouvant éventuellement âtre identiquement nul et en tout do la

circonférence-unité, on ait

pour tout entier positif )~ ~ 1~ égalité étant vérifiée ~.u plus en un nombre
fini de points.

Principe de la démonstration : [4], [5].

Un nombre 8 E 03A3" ) est limite d’une suite de nombres 
t (ou

03A3’ ) ; à chaque nombre 6 , on peut associer une fraction rationnelle

appartenant à C (ou r ) 9 de la suite de ces fractions, on peut

extraire une sous-suite tendant, à l’intérieur du cercle-unité, vers une fraction

rationnelle A.(z)/Q(z) associée à 8 0

Considérons les polynômes :
u + a -s

où a 
v 

et s 
v 

sont les degrés respectifs de A 
v 
(z) et Q 

V 
(z) et où

lea fractions P (z)/Q (z) peuvent être associées à une suite de nombres

8____ &#x26; 

E S (ou Z) et

et l’on voit facilement, que

d’où le théorème.

Caractérisation des ensembles S (m) et [6j~

Soient lea ensembles dérivés unièmes des ensembles S et Z~
à ces ensembless on peut associer des ensembles de fractions rationnelles cm et

.JD. , définie par récurrence sur m o



THEOREME 3. - Pour qu’un nombre 6e S (ou S ) appartienne à sem) ( 
il faut et il suffit qu’il existe 2m - 1 polynômes à coefficients entiers du

corps de base A(z) ~ ~.. ~ ~l~~ ~ ’" ~ tels que

A(0) ~ 0 , certains de ces polynômes pouvant être identiquement nuls, et tels qu’en
tout point de la circonférence-unité on ait s 

’

JA(z) + z~ A~(z) + .~ ~ z~"~ Q~(z) + -. + z~~ 1

pour tout système d’ entiers 1 , ... , m-1 , l’égalité étant vérifiée, au plus,
en un nombre fini de points~

La démonstration s’ appuie sur les deux lemmes auivants que l’on démontre par
récurrence sur m :

alors, la fraction P (z)/Q (z) peut ’être associée à un nombre 6 e S~** (ou
.2014201420142014201420142014 ~ ~ 201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014 ~ 2014

I. ) pour 

LEMME 2. -. Soit {6 } une suite de nombres de S(m-1) (ou 03A3(m-1) ) et
P(z)/Q(z) la suite des fractions rationnelles de module 1 sur la circon-

férence-unité qui lui est associée, si

Alors A(z)/Q(z) (ou rm) c
Ces lemmes sont vrais pour m = 1 , et on les dériontre pour m quelconque par

une méthode analogue à celle qui a permis de montrer le théorème 2.

Démonstration du théorème.

Elle se fait par récurrence sur m ~ nous avons déjà vu que ce théorème est
vrai pour m = 2 ; supposons-le vrai jusqu’à 1? ordre m - 1 ~

On construit une suite de fractions A (z)/Q (z) e (ou r~ ) et ten-
dant vers A(z)/Q(z) * Diaprés l’hypothèse de récurrence, il existe des polynômes;
A2(z) , ... , Am-1(z) ; Q2(z) , ... , Qm-1(z) , tels qu’en tout point de la cir-
conférence-unité on ait s



3-07

~~CZ~ ~ CZ~ + ... + 1~CZ! ’j ~’ Z ~’~ ~ 2 ‘Z! r 1 ’~ %pl~~~ Î
l’égalité étant vérifiée, au plus, en un nombre fini de points, ceci pour tout

système d’entiers 1 , 2 , ... , m-1 ; on peut donc trouver les polynômes
et le théorème est démontré*

Ce résultat conduit à écrire des inégalités entre les u , qui expriment une

condition nécessaire pour qu’une fraction C (ou Ce sont ces

inégalités qui ont permis d’obtenir les plus petits éléments de S’ , et ont per-

de montrer que 2 est le plus petit élément de ~~~ ~4~J ~5~e
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