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Séminaire DELANGE=-PISOT 201

(Théorie des nombres)
4e annde, 1962/63, n° 2 12 novembre 1962

b Id
CRITERES D’éQUIREPARTITION MODULO UN

par Jean~Paul BERTRANDILS

le Définitionse Théoremes fondamentauxe

Etent donnée une suite {u } (n=0, 1, 2, ees) , de nombres réels, on étu~
die sa répartition modulo un c'est-d-dire la répartition dens 1'intervalle

(0, 1( de la suite {uh} des parties fractionnaires des nombres u e

Soit (a, p( un 1ntervalle contenu dans 1'intervalle (0, 1( « On note
N(a 4 B) le nombre des termes de la suite {uh} d'indice inférieur d N et

dont la partie fractionnaire u appartient & 1'intervalle (a, Pl o
WV,

DEFINITION l. - On dit que la suite {un} est équirépartic modulo un (es me
mod 1 ) si, quel que soit 1'intervalle (0y plc(0, 1(, 0na:
lim.N(a )

N-oo

= pB=a .

Des conditions nécessaires et suffisantes d!équirépartition sont données par

les théoremes suivants Ghéorémes de He WEYL) 3

¢ *
THEOREME l. ~ Une condition nécessaire et suffisante pour que la suite {uh}

goit ee re mod 1 est que, pour toute fonction f(x) intégrable au sens de

Riemann sur 1'intervalle (0, 1[ , on ait ¢

z £(u) = [y £(x) ax .
N»w \/

’ h)
THEOREME 2. = Une condition nécessaire et suffisante pour que la suite {uh}

soit es ro mod 1 est que, pour tout entier ¢ positif (£ >0) , on ait :

Nmol

lim-ﬁe 2 exp(Rint u ) .
Moo & n=0

Une condition suffisante d'équirépartition est la suivante ¢

’ “
THEOREME 3. (Critére de Van der corput)e = Une condition suffisante pour que

la suite {uh} soit ee re mol 1l est que les suites {un} = {uh+k - un} soient

ee Ya mod 1 pour tous les entiers k >0
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Les démonstrations classiques de ces théorémes ont été données 1'an dernier par
Je CHAUVINEAU [4]. Le but de cet exposé est de démontrer quelques critéres d'é4qui-
répartition analogues & celui de Van der corput au moyen de certaines méthodes
utilisdes dans la théorie des fonctions pseudo-~aléatoires. le point de départ de
ces applications se trouve dans le travail de Jo BASS [1]e La rédaction de cet
exposé reprend et compléte un article & paraitre dans les comptes rendus du Col=
loque de Théorie des nombres [holit 1962« BREUKEIEN],

2« Fonctions pseudomaléatoires et quasi=pscudo-aléatoirese

les fonctions pseudomaléatoires ont été définies comme fonctions de la variam
ble réelle continue [1], [3] meis pour 1'étude des suites, il est plus commode
d'utiliser directement des fonctions de la variable diseréte n= 0, 1, 2 , «eo

On prendra alors comme définition

DEFINITION 2 =~ Une fonction f£(n) est pseudo~aléatoire si la fonction de

corrélation

— | Nl _____

(1) Y(k) = Llim 5 > fln+ k) T = M f(n + k) £(n)
Noow & =0

existe pour tous les entiers k et est nulle en moyenne quadratique c'est-a-dire

que
Keml

(2) IJ{J_)I;—}K 2 ly(k)l2=3rckly(k)lz=

Bi les limites intervenant dans (1) n'existent pas, on peut, dans certains cas,
définir un ensemble G de "fonctions de corrélation géndralisédes! YG(k) e On
suppose que

Neel

(3) _ lnﬁsup%r 2 If(n)l =¥ <o
et
(4) ﬁmi% £() = 0 .

-0
L'inégalité de Schwarz donne

1 Nl
(5) 'Llﬁ supN- Z f(n + k) f(n) e

-0

et par le procédé diagonal, on peut trouver au moins une suite d'entiers {Nj}

strictement croissante, telle que Nl

(6) N]—'— % f(n + k) -E(-r:)

J n=0



LU

converge quel que soit l'cnticr k , vers une limite qu'on appellera YG(kQ °

D ZFINITION 3¢ = Si toutes les fonctions YG(k) possibles vérifient la condi~

tion (2), on dira que la fonction f(n) est quasi-pseudo-aléatoire.

3¢ Propriétés des fonctions pseudo-sléatoires et quasi=pscudo~aléatoirese

Les théorémes connus sur les fonctions pseudo~aléatoires [(1), (3)] s*adaptent
facilement au cas discret ct aux fonctions quasi~pseudo-aldatoiress On obtient

ainsi g

THEOREME 4» = Les fonctions Yglk) [ou y(k) ] sont bornées par y,(0) [ou
v(0) ] et sont de type positife

D?aprés le théoréme de Bochner=Herglotz, il existe donc des mesures aG(w)
non négatives et bornées sur (0, 1( telles que

(7) YG(RD = /bl exp iwk daG(w) .

Diapres le théoréme de Wiener-Schoenberg, on a &

I i)
THEOREME 5. -~ Les mesures spectrales aG(w) sont continues, c'est-a~dire que

ces mesures ne comportent pas de masses ponctuelles.

La condllica {2) ess +a ¢flet écuivolente & 1s continuité des mesures GG(uD .

Eatre les moyennes de f(n) et des fonctions YG(kj on a 1l'inégalité

N=l
(8) lin sup ]l 2 f(n)[z.s sup M y.(k) = sup Aa
Moo N oo & T Yo ¢ ¢

ba, étant la masse concentréc au point w= 0 o D'aprés le théoréme 5, on a

done g

)
THEOREME 65 La ~oyenne d'une fonction pseudo-aléatoire ou quasim~pseudomaldar
toire existe et est nullee

Une autre importente propriété de moyemne est la suivante [3] ¢

) :
THEOREME 7. « Ie produit d'une fonction pseudom~aléatoire ou gquasi=pseudo-aléa-
toire par unc fonction presque périodique au sens de Besicovitch B2 (pe po B )

& une moyenne nullec

4o Suites pseudo-aléatoires et quasi=pscudomsléatoires.

L une suite {un} de nombres réels définis modulo un , on peut associer de
maniére biunivoque la fonction @
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g(n) = exp 2in u .

DEFINITION 4. — Si toutes les puissances positives gz(n) de g(n) sont pseudo-
aldatoires (resp. quasi-pseudo-aléatoires) on dira que la suite {uh} est pseudo~-

aléatoire (resps quasi~pseudo-aldatoire)o

On notera Y(Z)(kj ou yég)(kj les fonctions de corrélation ordinaires ou
o

généralisées des fonctions g (n) -

D' aprés des résultats de Be HLAIZA [8], on peut dire que presque toutes lec
suites sont pseudc-aléatoires, "presque toutes" étont entendu au sens de la mesure
de Haar sur le tore infini. Les fonctions de corrélation correspondentes sont de

la forme :

Y(0) =1 et y(k) =0 pour k# O ,

5¢ Criteres classiques df équirépartition.

Ie théoréme 2 peut s’énoncer de la moniére suivante @

I'd S
THEOREME 8, ~ Unc condition nécessaire et suffisante pour que la suite {uh}

soit équirdpartis modulo un est que la fonction associde g(n) soit telle que

(9) u_ gn) =0

pour tout entier £ non nul.

Le théoréme 6 montre alors immédiatement qufune suite pseudo-aléatoire ou quasi=
pseudo-aléatoire est équirépartie. Dans les critéres classiques d'équirédpartition,

ce sont de telles suites qui interviennent.

Démonstration du critére de Van der corpute ~ Le théoréme 8 montre que @

10 i K r.
(10) N exp 2im {{u .

done y(z)(k) = 0 pour k et £ non nuls. Les fonctions gz(n) sont pseudo-

~u]=0

eléatoires pour £ non nule La suite {uh} est alors pseudo-aldatoire donc équi-
répartieo

14 b Y
THEOREME 9e = Si {uh+k - un} est équirépartie pour des valeurs de k de den~

sité naturelle 1 , la suite {un} est équiréparties

‘L*égalité (10), valable pour une suite de valeurs de k de densité 1 , donne
ici YGz (k) = 0 pour une suite de densité 1 « Donc toutes les fonctions de cor—
rélation généralisées ont une moyenne quadratique mulle. Les fonctions gz(n) et

donc la suite {uh} sont quasi~pseudo~aléatoires d'oi le résultate
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THEOREME 10, (KCROBOV~PCSTNIKOV)e = Si {u_, = u } eost équirépartie pour tous

les entiers k non nuls ou plus généralement pour des valeurs de k Ae densité

1 1la suite {ukm+p} cst dquirdpartie, p et A Z 0 é&tant des cntiers fixes.

les fonctions gf’(n) sont quasimpseudo-~aléatoires. On peut appliquer le théo-

réme 7 avec la fonction périodique ¢(n) = cpz(n) définie par

1 si n= p modulo A ,

1l

¢(n)
o(n) = 0 si n# p modulo A .
On a Mm exp Rin Eu?xmp = 0 et le théoréme 8 donne le résultate

THEOREME 11, - Si la suite {un} est telle que pour tout entier 2£#£ 0 et
pour tout a > 0 les inégalités s

FCIET

ou a plus forte raison 3

Nl
. 1 1 1
lim sup I'N’ 1’50 exp *in ?’[Ln+k - un]l za

n'ont lieu que pour une suite de valeurs de k de densité nulle, la suite {u ]
"n

est équirépartie.

En effets d'aprés les conditions imposées, les moyennes quadratiques des fonc-
tions y((}z (k) sont toutes nulles et la suite {un} est quasi~pseudo=aléatoire

donc équirépartie.

6o Autre critere d'équirépartition.

Ies critéres précédents utilisent tous la moyonne quadratique de la fonction de
corrélation ¢ si celle~ci est nulle, lec mesure spectrale a(w) est continue. On
peut utiliser d'cutres conditions de continuité de a(w) o

Si, étont donné un entier v >0, on considére la fonction y,(vh) de 1'entier
h ;, on voit facilement qu‘elle est de type positif et que, par conséquent,
\ 1 1
Yo(vh) = / o ©xp 2irm wh dB,(w) = /o exp 237 wvh df, (W)

BG(w) étant une mesure non négative et bornde sur (0 ’ 1( « En comparant avec
1'expression dc YG(vh) donnée par (7), on obtient &
Vel W+ 3
pG(w) = _ZO aG(_——-rlv ) .
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Conme aG(w) et ﬁG(w) sont dcs mesurcs non négatives et borndes la contimuité
de pG(w) est dquivalente & la contimuité de aG(w) « Cotte condition de conti~
nuité permet dfobtenir le critére suivant dont Pénoncé ost dft & He DELLNGE (cité
dans [4]).

THEOREME 120 = Si les suites {umk - un} sont dquirdparties pour des valeurs

de k multiples d'un mlme entier positif Vi k=1v , 20, ese 5 hv, aoo (ou

rue simplement pour une suitc de veleurs de h de densité 1), la suite {un}

est dquirdpartic (ou plus généralement les suites {uMHH} sont équirdparties).

En effet, 1'hypothésc entralne que les fonctions Y((}E) (vh) ont une moycnne que~
dratique nulle (en h ) et donc que les mesurcs pGL (w) correspondantcs sont
continucse Les mesures onGz)(w) sont alors aussi continues ou, ce qui revient au
rBme, les fonctions Yg)(k) ont unc moyenne quadratique nulle. La suite {un}
est donc quasi=pseudo=aldatoire ct est dSquirdpartiee

7o Généralisationss

En suivent les méthodes indiqudes par Ee HLAWKA [7] ot J. CIGIER [5], on peut
généraliser la notion de suites pseudo=aléatoires et quesi-pseudomaléatoires pour
des suites d'éléments d'un groupe compact & base dénombrable. On peut ainsi tras

duire de meniere immédiate le théoréme 12 par exemplee
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