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POLYNÔMES À VALEURS ENTIÈRES

par Jacques HILY

Séminaire DELANGE-PISOT
(Théorie des nombres)
4 e année, 1962/6~ ~ n° 1 29 octobre 1962

Notations* - OL est un anneau d’entiers algébriques sur Q * Ses éléments seront

notés par des lettres grecqueso

Les lettres gothiques désigneront des idéaux de (a) désignera l’idéal

principal engendré par 1~ élément a ~ p désignera toujours un idéal premier de
CL c Les nombres de Z seront notés en caractères latins ; p désignera un nombre

premier positif de Z ~ N désignera un nombre positif arbitraire.

A chaque p on associe un nombre r tel que p soit la norme de p ou le

nombre dt éléments du corps OL/p *

ûL[X] est 1~ anneau des polynômes à une indéterminée sur X ~ Y désigneront
toujours des indéterminées*

Le Etude d’un système de représentants de l’anneau /pn .

Soit a.=0~.*o~a un système de représentants du corps 0/p c

Soit 03B2 ~ p , 03B2 ~ p2 c 
P 
r

Alors quel que soit il existe une suite ~..~ de représentants de
telle que 

L’application i(j) ne dépend pas de et est unique.
00 .

Ceci est évident si on considère la valuation définie sur a par p; 03A3 03B1i(j) 03B2J
. a~ 1‘J~

étant le développement de Hensel de Y ? développement convergent au sens de cette
valuationo De plus on sait que ce développement est unique.
En particulier, on vérifie facilement que toute relation de la forme 

peut ours être écrite



.

avec N>0 , et où 03B6 est défini par une mite 2 03B1i(j) p j~D *"~

Remarque. - Si p est principale on peut alors prendre pour ? un générateur

de l’idéal, et la relation Y s pn s’écrit alors y = 03B2n03BE avec Ç ~ CL .

LEMME. - Si on a

Il suffit de poser
r

en identifiant ~~ et ~~ aux éléments de CL qui sont respectivement

2o Etude des fonctions polynomiales telles P(j3L) 

A tout polynôme P(X) e on associe la fonction de Cf- dans ~. telle que

~ -’ P~~) o

Deux fonctions polynomiales PL(~) et seront dites congrues modulo p
sil quel que soit ~ E on a P1 (~) - Pz (~) E p .



Nous cherchons les fonctions polynomiales congrues à 0 

~ ° n = 1 o - On sait alor s que c e s fonctions sont f ournie s par le s polynôme s

avec et ~

En particulier si : degré P(X)  1 , alors P(X) ~ c’est-à-dire que les

coefficients de P(X) sont congrus à 0 modulo p .

2° n ~, 2 c - Considérons la suite des polynômes

Ceci est vrai pour l == 1 . Démontrons ceci par récurrence 

S oit par différence



En identifiant à un élément de 03B1 on a :

ce qui peut s’écrire

Soit en reportant

ce qui vérifie l’hypothèse de récurrence.

De plus si N > 2 on voit qu’on fait apparaître une suite ~=~~o"~~p
r

définie par la relation E ~ - C~ mod p’ . Cette suite dépend évidemment

LEMME II. - Pour m  l , on a

Ceci est vrai pour 1 = 0 c

On le vérifie par récurrence sur l ; on a alors m > l .

Développons le premier crochet par la formule du binôme o Cela donne

Or plcq pour et 

rp
De plus p , en tant qu’élément de est un élément de l’idéal p . Les élé-

ments ~’~ ~ ~~; correspondant à q ~ pr sont donc des éléments de p. Si q = pr



on a un monôme qui contient P~" /~P " ~ qui est ~~ module p puisque nous

avions m>~ et p >1 o

Soit [~(~) . (-1)~ ~ ~ ~~(~) ~od p~~ .
En prenant dans la relation du lemme 1~ 

Soit en reportant et en simplifiant par p ~

ce qui vérifie 1~hypothèse de récurrence.

De plus on voit que si pour un certain 03BE on avait trouvé une valeur l1 pour

laquelle ~ 1 
=0 mod p en formant Qn (~ + P 

1 
obtiendrait

c’est-à-dire un 03BE pour le quel 1(03BE) n’est pas nul module une puissance de

p supérieure à celle indiquée au lemme I.

LEMME III. - Si P(03BE) ~ 0 mod pn pour on a

et y- où q(j ) =max(0 . n - ~ [-L.D ~ [2014L] est la valeur

entière ~ de 2014L~.. 
1=1 p~ p~

p~
Kn k~ k~

a. Les polynômes de la forme Qp (X) o.. Q. (X) X forment une base de OL[X]
car ils sont unitaires et qiey quel que soit j , il est toujours possible de



trouver un l et une suite unique d’entiers tels que :

b. Par application du lemme II, on a

Comme pour 1 > 1 , on a j ri  l , soit [j ri] = 0 , on peut remplacer la der-
_ri ri
P P

nière somme par

De plus on voit que les seules fonctions polynomiales de la forme

qui ne sont pas nulles module p sont celles qui corres-

pondent aux j  p s

Donc si n = 1 , l’énoncé du lemme III affirme que y . =0modp pour j  pr
J

ce qui coïncide avec la condition trouvée dans l’étude du cas n = 1 .

Co On va faire une récurrence sur n e

P(X) satisfait aux conditions du lemme III, et est tel que P(03BE) ~ 

Les termes tels que n(j) ~.n + 1 seront donc nuls module pn+l quel que soit
~ . Il suffit donc de considérer ceux pour lesquels n(j)  n .

Pour ces termes l’hypothèse de récurrence donne



N’ k. k. k~ .
Soit P(03BE) = 03B2n 1 03B3’i C;/ ... 03BE1 

03B60 mod p1+h , où N’ est le plus grand
jt=0 ~ "

entier tel que 1 [N’ ri]  n .
1=1 p 

rJ.

en tenant compte de l’hypothèse P(~) e 

Soit tl la plus grande valeur de l’indice 2 intervenant dans cette fonction

polynomiale, et formons + p 1 ~ ~ ~ 0
On a alors en appliquant le lemme II

Il est donc possible de laisser fixes, module p , et de ne

faire varier module p que 03BEl1 .

fonction polynomiale 1 y! ... 03BEk11 03BEk00 considérée comme fonction de

la seule variable 03BEl
l 

a un degré inférieur à pr c’est-à-dire que ses coeffi-

cients sont nuls modulo p .

Or ceux-ci sont des polynômes ne faisant intervenir que ~_i ~ **° ~ ~L.~~0
avec des puissances inférieures à p r *
Par réductions successives on obtient finalement 0 mod p . Soit

y. = 0 mod ce qui vérifie l’hypothèse de récurrence.



COROLLAIRES 0

a. Si on impose que P(X) ait 1 pour coefficient du terme de plus haut degré,

et que P ~ ~ ~ alors le degré N de est tel que

b. Soit N un entier.

avec «

J

Considérons un système d’entiers non nécessairement distincts o~ ~ ... , ~
tel que ce système soit la réunion de k~ systèmes de résidus de .

... , k~ systèmes de résidus de O/p et k~ entiers arbitraires.

Un tel système sera appelé un S- p .

Le système des nombres {03BE + 
... N 

est encore un SN,p . Or dans un

S , P il y a nécessairement kl
i 
pr(l1-1) + ... + k1 nombres congrus à 0 mod p

soit [N pr] .
Parmi ces [2014] M r nombres, kl1 pr(l1-2) + ... + kp sont congrus à 0 mod p 2

P ’-

soit E-~2014~ etc.

P ~
Finalement on trouve

Ceci nous fournit donc un autre procédé pour fabriquer des fonctions polyno-
miales nulles modulo n ~

c o Si on multiplie tous le s nombre s d’ un S par un même nombre À (À rf 1’) ,
N~~

on a encore un SN ,1’ 



Soient deux systèmes S.. == {a-~} et S.. s: (a-’} et Mient deux nombres
~ *’~2 ~

X. tels que

Alors il est évident qie le système {03BB1 03B1(1)i + 03BB2 03B1(2)i}i=1, ... N 
fois

un et un SN,p2 .

On peut donc construire en itérant le procédé un système qui soit un SN,p
pour tout p soit {03B3i}i=1,...,N .

La fonction polynomiale

le produit étant convergente car seuls interviennent avec une puissance non nulle

les idéaux premiers, tels que pr  N , sont en nombre fini. Les polynômes

auxquels on adjoint le polynôme P (X~ ~ ~ forment alors une base de

puisqu’ils ont 1 pour coefficient du terme de plus haut degré et pour

degré I~ ,

Donc tout polyn8me s’écrit

où seul un nombre fini de a sont non Nuls*

P~~~ sera alors divisible par le plus grand commun diviseur des idéaux

et P(~~ ne sera divisible, pour tout Ç , par aucun idéal plus petit, car sinon
il serait possible de trouver un n et un polynôme Pn de coefficient du terme

de degré n unité tel que P (~~ soit nul modulo un idéal plus petit que
n

ce qui contredirait le corollaire (a) .



On en déduit que si une f onction polynomiale à coefficients dans le corps des

quotients de a est telle que l’image de 03B1 soit dans 03B1 , elle est de la forme

eu a ~03B1 (03B2n ~ 0) et ou l’idéal (03B2n) divise l’idéal (03B1n) (n) .
En particulier si CL est un anneau à idéaux principaux, toutes les fonctions

polynomiales à coefficients dans le corps de quotients de C(. , et prenant des

valeurs entières pour les valeurs entières de la variable, sont de la forme

où désigne l’un des générateurs de l’idéal 

Applicationso .

1° vérifie facilement que tout système de n nombres consécutifs

est un S .
n

Dans ce cas, on a toujours r = 1 et = (ni) .

On retrouve le résultat classique [3] qui est que toute fonction polynomiale
prenant des valeurs entières pour les valeurs entières de la variable est de la

forme

2~ OL est anneau des entiers de Gauss.

Considérons les fonctions polynomiales de deux variables X et Y prenant des

valeurs entières de Gauss si les variables sont des entiers naturels. D’après le

résultat précédent! elles sont de la forme

où P (X) est le polynôme de Inapplication précédente. P(X , Y) sera un polynôme
ri
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de la variable Z a ai 

Soit, en appliquant la formule P (X) = I k m - k, on trouve le systèmedA m k=~ ~. 
"

Ce système n’admettra de solutions’ avec 03BBm,n entier, que si le coefficient duterme de plus haut degre est un multiple entier de ~n puisque cet anneau est
à idéavx principaux.

Soit

00 00

avec n.(N) = I [N 1+2j] et n(N) == 1 [N 2j] , ce qui est une condition néces-
saire.
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