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Séminaire DELANGE-PISOT 1-01

(Théorie des nombres) '
4e amée, 1962/63, n° 1 29 octobre 1962

POLYNOMES A VAIEURS ENTIERES

par Jacques HILY

Notationss = @ est un anneau d'entiers algébriques sur Q . Ses éléments seront

)

notés par des lettres grecques.

Les lettres gothiques désigneront des idéaux de & , (a) désignera 1'idéal
principal engendré par 1'éEment o , p désignera toujours un idéal premier de
® o Les nombres de Z seront notés en caractéres latins ; p désignera un nombre
premier positif de 2 , N désignera un nombre positif arbitraire.

A chaque p on associe un nombre r tel que pr soit la norme de p ou le
nombre d'éléments du corps &/p .

6[X] est l'anneau des polyndmes & une indéterminde sur & ;3 X , ¥ désigneront

toujours des indétermindes.

L. Etude d'un systéme de représentants de 1l'anneau ﬂ/pn .

IEMME:; - Soit a =0 ; seo , @ p un systéme de représentants du corps &/p .
. 2

Soit Bep, B&p . P
Alors quel que soit Yy € &, il existe une suite % (5) de représentants de

U/p telle que

gzl j N
L TH RS

Ltapplication 1(j) ne dépend pas de N , et est unique.

Ceci est évident si on considére la valuation définie sur ¢ par pj3 2 qﬁ@)ﬁj
j=0

étant le développement de Hensel de Y , développement convergent au sens de cette

valuation. De plus on sait que ce développement est uniques.

En particulier, on vérifie facilement que toute relation de la forme y e ;P

peut toujours 8tre écrite

Y = 56" mod pn+N
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«-1
avec N> 0, et ot § est défini par une sulte i(J) p

Remarquec -S51 p est prlnca_pa_l, on peut alors prendre pour [ un générateur
de 1'idéal, et la relation Yy € p stéerit alors y = [3 G aveec G el ,

IEMME. -~ S1 on a

n n,+N
1 1
Yl‘Clﬁ GP

. +N
-G ﬁnze Pnz

n, + n,+n.+N
1t 1+
Onaalors:YlYZ-ClCZﬁ €p .

N

I1 suffit de poser

n; ng +N
Y, =G B = M A EP
g
n ny I
-~ BT =N A €

\

en identifiant G, et G, aux é1léments de & qui sont respectivgment

Nl ) N-l ]
Do Pt L P
L1 8
Yi Y2 =G G P R ST Bnl *Op M fsnz“‘l M
Diclh le résultat, puisque A, Bnl nl+n2+N et Ay ]3112 € pnl+r]2+N .

2. Etude des fonctions polynomiales telles que P{) c pn .

A tout polynbme P(X) € d[X] on associe la fonction de & dans O telle que
g =+ P(E) »

Deux fonctions polynomiales P, (&) et PZ(E) seront dites congrues modulo Pn
si, quel que soit £ed , ona Pl(i) - PZ(E) ep .
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Nous cherchons les fonctions polynomiales cengrues & 0O modulo :pn °

1© n=1, - On sait alors que ces fonctions sont fournies par les polynémes

P(X) = (XPr - X) P, (X) + P,(X)

avec Pl(X) e A[X] et PZ(X) e pd[X] .

En particulier si : degré P(X) < p' , alors P(X) € pA[X] c'est-a-dire que les
coefficients de P(X) sont congrus & O modulo P «

2° nz 2 o ~ Considérons la suite des polynfmes

pr prz_l
Q&) =q; (X) -p Q, (X) .

-1 .
LEME I, - Posons m(k) = 2 P~ «Ona

i=0

Q, (&) e )

Ceci est vrai pour £ =1 . Démontrons ceci par rérurrence sur £ .

On a
Q,(8) = Bm(f') G, mod pm(z)‘*N .
Soit

Qpr(ﬁ) - ﬁm(2+l)-l Clzr nod Pm(£+l)_l+N .

Bt

Qz(s) - ﬁm(£+l)-l g, mod pm(Z+l)-l+N

Soit par différence

N (241)al, pF 1)l
Qg_'_l(i} = ﬁm TP . CK) mod pm(h' )L+ 0
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En identifiant Cz 32 un élément de 4 on a :

r
CE —CREP )

ce qui peut s'écrire

& -, =B, mod P
g = Gp = POy mod P

Soit en reportant

Qp 1 (8) = ﬁm(z+l> Ggap mod Fp(£+1)+N“l,

ce qui vérifie 1l'Lypothése de récurrence.
De plus si N> 2 on voit qu'on fait apparaitre une suite CO =8, 0005 G

T
définie par la relation ﬁC£+l = CE - G, mod pN . Cette suite dépend évidemment,

de ¢ -
LEMME II, ~ Pour m>%¢ , on a

T L . m-l -y
6 (&4 B 6g) = 5y(8) + (=~ 1)7 B7 By moa PN
Ceci est vrai pour £ =0 .

On le vérifie par récurrence sur £ ; on a alors m > £ .
r ()
5CE+1(E + g 50) = [Cz(i) + (= l)Z ﬁm-ﬁ EO]P =[5y () + (- l% ﬁmP£ Eo]3mainP£Tlc

Développons le premier crochet par la formule du bin®me. Cela donne
T

D
&0+ (-0 Pl > o, P a(e) x (= 1)t plmmt) (at) ety
aQ=t p

Or pquf pour q#0 et g#p o
P

De plus. p , en tant qu'élément de @ , est un élément de 1'idéal p . Les é1é~

ments 1 cvochet correspondant & q # p° sont donc des léments de p . Si q=p
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T
on a un mondme qui contient ﬁ(m-z)(p -1) qui est nul modulo p puisque nous
avions m>1{ et pr >1

Sott [5y(8) + (= 1)F P 2P = & (&) moa

En prenant dans la relation du lemme I, N =m - £ +1,ona

mef +1
‘P

r
By,p () = 8 (6) - Gy (8) mod p™*,

Soit en reportant et en simplifiant par B ,

Cpu (8 + B E) = 0y  (8) + (= 1)E P mog 97,

ce qui vérifie 1'hypothése de récurrences

De plus on voit que si pour un certain & op avait trouvé une valeur £, pour

1
laquelle &, =0 mod p en formant Q, (6 + B~ &) on obtiendrait
1 1

12 £
czl(awlao)s(-l)laomodp,

ctest-d-dire un § pour lequel Q, (8) n'est pas nul modulo wune puissance de

p supérieure & celle indiquée au e I.

IEMME IIT. - Si P(E) = O mod p pour tout & , on a

N k, ky kg
P(X> = 2— Ye QB (X) ceo Ql (X) X s
j=0 ¢
avec
j= kz prﬁ + oes + kl pr + ko prE‘S j < pr(8+l)
O\<ki < pr

[o2]

et y. =0 mod pq(J) ot q(j) =mex(0 , n = 2 [2]) , [-Z+] est la valeur
J i iol p oL
entidre de -3 »
T1

kﬁ kl k
a. Les polynbmes de la forme Q, (X) ... Q; (X) X

car ils sont unitaires et que, quel que soit j , il est toujours possible de

O forment une base de afx]
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trouver un ¢ et une suite unique d'entiers tels que :

k k k .
A 1 0 n
2 m:l N
o n(j) = 2 k 2 p*
m=l ™ 4-0 °
b pmea) _ f
Soit encore n(j) = 2 2 k p Vo = 2 "%EJ .
i=l m=i i=l p
Comme pour i >£, ona gl <1l , soit [—%EJ =0 , on peut remplacer la der-
P

niére somme par

> .
i=1 prl

De plus on voit que les seules fonctions polynomiales de la forme

k k
sz(ﬁ) oo Qll(E) gk qui ne sont pas nulles modulo p sont celles qui corres-

pondent aux J < pr s
Donc si n =1, 1%énoncé du lemme III affirme que Yj =O0mod p pour j < pr

ce qui coincide avec la condition trouvée dans 1'étude du cas n =1 ,

co On va faire une récurrence sur n .«

1
P(X) satisfait aux conditions du lemme III, et est tel que P(§) € pn+ .

k k Nk K, Ky gL
ng(i) ono Qll(é) 5k0 = n(J) CBE 0se Cll COO mod p +n(J) .

1
Les termes tels que n(j) >n + 1 seront donc nuls modulo pn+ quel que soit

¢ « Il suffit donc de considérer ceux pour lesquels n(j) < n .

Pour ces termes 1'hypothése de récurrence donne
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n Nt k8 kl kO l+n
Soit P(&) = B 2 Y Cz eee Gy Gp mod p g O N' est lo plus grand
3=0 ‘

Cto =0

g Nt
entier tel que 2 [

1 S
i=l p
\ N n+l
Diol, en tenant compte de l'hypothese P(E) e p ,
g k k, k
2— Y'- sz soe Cll COO = 0 mod P o
j=0

Soit 21 la plus grande valeur de l'indice £ intervenant dans cette fonction

polynomiale, et formons P(E + B 1 EO) .

On a alors en appliquant le lemme II

2
ColE + B Eo) = (&) mod Py

I

2
IO Pl =0y () med v

l?'].

i

zl
G (5 B 8

T1 est donc possible de laisser fixes, modulo p, Q) g ove o CZ .1 » et de me
1

faire varier modulo p que Gy
1

Nt kE kl kO
La fonction polynomiale 2 Y5 Gp wes Gy CO considérée comme fonction de
j=0
la seule variable Ct a un degré inférieur a pr clest-a-dire que ses coeffi-
1l
cients sont nuls modulo P .
Or ceux—ci sont des polyndmes ne faisant intervenir que Gy _; o eeo » G o
1 .

. Py . .r
avec des puissances inférieures a p o

Par réductions successives on obtient finalement Y3 =0 mod P« Soit

Yy = 0 mod pn+l—n(3) ce qui vérifie 1l'hypothése de récurrence.
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COROLLAIRES,

ge 51 on impose que P(X) ait 1 pour ccefficient du terme de plus haut degré,
et que P(§) € o, alors le degré N de P(X) est tel que

s \
n(N) = 2 ['%i' >n .

i=L o)
b, Soit N un entier.
L
1
N= 2 ky o,
j=0

avec O‘Skj <pr .

Considérons un systéme d'entiers non nécessairement distincts &) , eee , %y

tel que ce systéme soit la réunion de k, systémes de résidus de
1

A
a/p L y eee 9 Ky systémes de résidus de @/p et ky entiers arbitraires.

Un tel systéme sera appelé un S .
NP
& S t ] O A,
Le systéme des nombres {& + ai}iZl,...,N est encore un Sy, . Or dans un
r(ﬁl_l)
SN . il y a nécessairement kz o) + oso + k; nombres congrus 4 Omod p
’ 1
. N
soit [-p—f] .
N r(=2) 2
Parmi ces [-?] nombres, k% o] + cee ¥ kz sont congrus & O mod P
P 1
soit [—] etc.
EFT

Finalement on trouve

N
‘ﬂl (8 + ai) e ﬁn(N) .

1=

Ceci nous fournit donc un sutre procédé pour fabriquer des fonctions polyno-

miales nulles modulo pn °

co Si on multiplie tous les nombres d'un SN . par un mfme nombre A (A Z ),
2

on a encore un S
N,p )
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= {0-3(.2)} ot soient deux nombres

Soient deux systemes SN,PJ_ = {aél)} et SN:PQ =

A, et 7\2 tels que

Mepg M?Pla

N
Ay & Py M F Py

est & la fois

. . 1 2
Alors il est évident que le systeme {?xl Oté ) + A OL§L )}i::l N

,..I’

un S tun S 2
N,p © N,P,

On peut donc construire en itérant le procédé un systeme qui soit un SN P
2
pour tout P soit {Yi}iﬂ,...,N °

La fonction polynomiale

N
PN(F,’) = Il (&+7Y.) estalors nulle modulo G(N) =TI pn(N) '
i=1 * P

le produit étant convergent, car seuls interviennent avec une puissance non mlle
les idéaux premiers, tels que pr <N, qui sont en nombre fini. Les polynfmes
PN(X) auxquels on adjoint le polynme PO(X) =1 forment alors une base de
a[X] puisqu'ils ent 1 pour coefficient du terme de plus haut degré et pour
degré N ,

Donc tout polyn8me P(X) € A[X] s'éerit
E
P(X) = a P (X) ,
n=0 nn

ou seul un nombre fini de a sont ron muls.

P(E) sera alors divisible par le plus grand commun diviseur des idéaux

{o  ®n) }“n;éo 5

et P(§) ne sera divisible, pour tout & , par aucun idéal plus petit, car sinon
il serait possible de trouver un n et un polyndme Pn de coefficient du terme
de degré n unité tel que Pn(E,) soit mul modulo wun idéal plus petit que

G(n) ce qui contredirait le corollaire (a).
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6n en déduit que si une fonction polynomiale & coefficients dans le corps des
quotients de @ est telle que 1'image de g soit dems @& , elle est de la forms
a

™M 8

B Pn(X)

&

n=

v o €, B el (B A0) etollidél (p) divise 1'idéal (o) G(n) .

En particulier si & est un anneau a idéaux principaux, toutes les fonctions
polynomiales & coefficients dans le corps de quotients de d , et prenant des

valeurs entidres pour les valeurs entifres de la variable, sont de la forme

nio a_ P (X)

o G(n) désigne 1'un des générateurs de 1'idéal G(n) .

Applications.

1° 81 &= %, onvérifie facilement que tout systéme de n nombres consécutifs

estun S_ o
n
Dans ce cas, on a toujours r =1 et G(n) = (n!) .

On retrouve le résultat classique [3] qui est que toute fonction polynomiale
prenant des valeurs entiéres pour les valeurs entiéres de la variable est de la

forme
P(X) = n):-:O @ Pn(X)

XX + 1) eee X +n-=1)
ne *

avec PO(X) =1 et Pn(X) =

2° d est anneau des entiers de Gauss.

Considérons les fonctions polynomiales de deux variables X et Y prenant des
valeurs entidres de Gauss si les variables sont des entiers naturels. D'aprés le

résultat précédent, elles sont de la forme

P(X , Y) = os%ssr My n P _(X).p (%)

ou P,I(X) est le polynfme de l'application précédente. P(X , Y) srs wn polynédme



l.ll

de la varisble Z = X + 1Y 8l lton a

0P _ . OP
oy =*toy ¢
d mel Py (X) .
Soit, en appliquant la formule HX.Pm(X) = Eéo =% » o0 trouve le systeme

S )\k- =,n * l}\m, k-n
N3komen ¥-m-n

= O .

Ce systeme n'admettra de solutions, avec Xm n entier, que si le coefficient du
, . 4 1 .
terme de plus haut degré est un multiple entier de TET puisque cet anneau est

& idéavx principauxe.

Soit
. n, (V)
A, o= ML+ 1yn(® I ot
’ r=3(mod 4)

g N g 3
avec nl(N) = 2 ["Tiz”J et n(l) = 2 [ﬁLJ s ce qui est une condition néces—

j=0 p™J j=t 29
sairee.

BIBLIOGRAPHIE

[L] DICKSON (L. E.). - Introduction to the theory of numbers, 2nd printing.
- New York, Dover Publications, 1957.

(2] HILBERT (David): - Théorie des corps de nombres algébriques. - Paris,
A, Hermann, 1913,

[3] KEMPNER (Aubrey J.). - Polynomials and their residue systems, Trans. Amer,
matho SOC., t- 22, 1921’ Po 240—288°




