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Séminaire DELANGE-PISOT 1601

(Théorie des Nrmbres)
4e annde, 1962/63, n° 16 18 mars et 13 mai 1963

Ad r'd
THRORBMES TAUBRRIENS ET APPLICATIONS ARITHMETIQUES

par Hubert DELANGE

I1 convient diexpliquer d'abexd briévement ce que 1'on entend par "théorémes
taubérienst, Je dirai simplement ceci ¢

Considéions wn cpérateur qui transforme une fonction, par exemple s(t) définie
pour t >0 , en une autre fonction, soit &(x) . Cette autre fonction sera défi-
nie, par exemple, par

+00
o(x) = /" N(xt) s(t) at .

Pour cet opérateur, on appellera théoréme "abélien" un théoréme d'apres lequel
une propriété de la forcticn s entraine une propriété de la fonction & .

On appellera théoréme "taubérien™ un théoréme d'aprés lequel une propriété de
la fonction ¢ entrafne. moyennant une hypothése convenable sur la fonction s ,
une propriété de cette derniére fonction.

C'est scuvent wie récipvroque d'un théoreme abélien, mais il n'en est pas for-
cément ainsi.

Une classe importonte de thdorémes taubériens est constituée par les théoremes
inverses des prccédés de sommation des séries divergentes.

Ici, je considérerai des théorémes taubériens relatifs & 1'intégrale de Laplace.
L'opérateur qui est "n jeu est la transformation de lLaplace,

a(t) sera une fonction définie pour t >0 , mesurable et bornée sur tout
intervalle fini. On cupposera que 1l'intégrale de Laplace /b+w Al oaft) dt a une

abscisse de convergence < + « , et on posera
£(s) = /" ™% a(t) at
quand 1'intégrale converge.
On fera intervenir les propriétés de f(s) dans le domaine complexe.
Un exemple bien connu est le théoréme de Ikehara s

On cuppose que o est croissante et que 1'intégrale est convergente pour
Rs >a , avec a >0 ,
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Si f est holomorphe en tous les points de la droite Rs = a autres que a
lequel est un pdle simple de résidu A (nécessairement >0 ), on a pour t
infini

a(t) n Aeat.

1. - Je donnerai d'abord deux théorémes du méme genre, mais dans lesquels le

point a est un point singulier d'un type autre qu'un pdle simple (1)

On suppose encore que la fonction o est croissante et que 1l'intégrale
/b+w ek a(t) dt , dont la valeur est désignée par f(s) , est convergente pour

Rs >a 4 avec a >0 .

Les puissances de s - a et log sont pris avec leur valeur principale.

s = a

’ S
THEOREME 1. - On suppose que pour R®s > a

£(s) = (s - a)”P g(s) + h(s)

ou méme plus généralement

N A, =il
£(s) = (s - a)"P g(s) + ‘21 (s =a) 9 9 gj(S) + h(s)
3:

avec p réel non égal & un entier <0, g et h holomorphes pour Rs 2 a ,
g(a) #0 , ot, dans le second cas, les fonctions gj holomorphes pour Rs > a
et les 7\.j<p .

Alors on a pour t infini

a(t) v %%%% 2t Pt

I'd \
THEOREME 2. - On suppose que, pour Rs >a ,

£(s) = b g.(s)(log = L =)? (az1)
=0
ot les fonctions g; sont_holomorphes pour Rs >a et gq(a) £0 .

Alors on a pour t infini

a(t) n ng(a) eat .(h)._.é.;t.t.)_it}. .

(1) Ces deux théorémes sont des cas particuliers d'un théoréme général que je
n'indique pas ici (cf. He. DELANGE : "Généralisation du théoréme de Ikeharal,
Annales scient. Ec. Normo Supe, t» 71, 1954, pe 213-242).
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Indiquons d'abord deux corollaires dont nous donnerons ensuite des applications.

fous considérons un ensemble A d'entiers >0 et nous désignons par v(x) 1le
nombre des nombrci 4o 4 ol (Lus 6goUX & X
La série de Dirichlet 2 ‘15 est absolument convergente pour Rs > 1 . Nous
nEA n
désignons sa somme par F(s) »

THEORIME A. - Supposons que l'on ait pour Rs > 1
F(s) = (s - 1) G(e) + H(s)

ou méme plus généralement

_ N A =ips
Fs) = (s -1)Pa(s) + 2 (s-1) 3 9 Gj(s) + H(s)
j=1

avec p réel non égal & un entier <0, G et H holomorphes pour Rs > 1 ,
G(1) #0 , ot, dans le second cas, les fonctions Gj holomorphes pour Rs > 1

et les )\j<p .

Alors on a pour x infini

G(1) p-1
v(x) NE) x(log x) .
THfDRh’IE B. = Supposons que l'on ait pour ®s > 1
Fe) = 2 6(e)og z2p)) (a3 1)

j=0
ol les fonctions Gj sont holomorphes pour Rs > 1 et Gq(l) £0 .

Alors on a pour x infini

x(log log x)q-.l
log x

v(x) N qu(l)

Ces deux résultats s'obtiennent immédiatement en observant que l'on a pour
Rs > 1

F(s) = s /Om o 8% v(et) dt .

Les applications que nous donneront seront basées uniquement sur le fait que la
fonction &(s) de Riemann n'a aucun zéro de partie réelle 1 .

Ceci entralne l'existence d'un domaine eimplement connexe A contenant le demi~
plan fermé ®s > 1 et contenu dans le cemi-plan ouvert R®Rs > 1/2 , tel que &(s)
n'ait aucun zéro dans A .

On voit alors qu'il existe une fonction r(s) holomorphe dans A telle que,

P désignant 1'ensemble des nombres premiers, on ait pour & >1
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(1) 2 -—lé- log —-»Li« + r(s)
PEP p

ou log S f T est pris avec sa valeur principale.

En effet, la fonction (s - 1) &(s) est holomorphe et non mulle dans A et
récile >0 pour s rdéel > 1, Par suite, il existe ume branche de la fonction
log[(s - 1) &(s)] holomorphe dans A et rédelle pour s réel > 1 . On voit im-

médiatement que, pour Rs > 1 , cette fonction est égale 2

-logsil Zié'+z ljs'
peP p §>611’5p
>

Or la seconde somme représente une fonction holomorphe pour R&s > 1/2 .

Notons en passant que le théoréme B, permet de déduire immédiatement le théo--
réme des nombres premiers de la formule (1),

Ceci dit, désignons par w(n) le nombre des diviseurs premiers de 1l'entier
positif n , et par Q(n) le nombre total des facteurs dans la décomposition de
n en facteur premiers. Autrement dit, appelons w et Q les fonctions définies
sur l'ensemble des entiers > 0 de la fagon suivante

w(1) =Q(1) =
Sa, a oy
et, 81 n = Py Py ese Py ol Py s Py s eee s Dy sont des nombres premiers

différents et Ay 5 Oy 5 ees 5 0 des entiers > 0,

w(n):k et Q(n)::a + 0, + 440 +Q

1 2 k °
On voit aisément que, pour ®s >1 et |z] <1,
+o _w(n)
ZZ = I [1+ ]
n° pEP p -1
={0 [1+ ] expl- Pl oz I s 2 ———1} .
peP p° -1 p° - 1 peP p° peP p (p~ = 1)

Le produit infini représente une fonction de s et 2z holomorphe pour
®Rs > 1/2 et la série
—_—
peP p°(p° - 1)
une fonction de s holomorphe pour ®Rs > 1/2 .

Alors, en tenant compte de (1), on voit que, pour Rs > 1 et 2] L1,
+co Zw(n)

(2) Z

=8(s , 2z) explz log S _1_ 1}

n
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o4 & est une fonction de s et 2z holomorphe pour S € A ,

On voit de la méme manidre qu'il existe une fonction #(s , z) holomorphe pour
seh et z quelcongwe et #0 pour s €A et |z <V2 , telle que, Q étant
1'ensemble des entiers positifs "quadratfrei®, on ait pour Rs >1 et Izl <1

Zw(n)

1
) = %@ , 2) exp{z log ——}

ne@ n

On a aussi, pour Rs > 1 et lz| € 1,

400 ZQ(n) 1 1
(4) 2 S = RE =7 exp{z log ——} -
1 n ’

On voit immédiatement que
o(s , 0) =%(s, 0 =8(1, 1)=0(1, -1)=
et #(1, 1) =5,
n
Par ailleurs, il est utile pour la suite d'introduire les développements de
8(s , 2 ®(s , z) et - en série entiére en z . On a
(s 5 2) , ®(s ; 2) G, ~z)

40

(5) 8(s , z) = 2 A (s) 2.
j=0 J

(6) R(s , 2) = 2 B, (s) 2
j=0

et

(7) K@T——T -Z C.,(S) Z :

pour s € A et 2z quelconque pour les deux premiéres formules, lal <V2 pour
la troisiéme, toutes les fonctions Aj 0 Bj . Gj étant holomorphes dans A .

Il est clair que
AO(S) = BO(S) = CO(S) =1.
Ces différentes forrmles vont nous permettre, griice aux théorémes A et B, d'éta~
blir un certain nombre de résultats concernant les fonctions w et (2).

a- Solent q wn entier >1 et r un entier guelconque.

Si, dans la formuie {2), on prend 2z = o , avee o = exp[g-;-g'-] , on obtient,

aprés multiplication par ok ’

(2) Ces différents résultats, et un bon nombre d'autres, se trouvent dans
H, DELANGE : "Sur la distribution des entiers ayant certaines propriétéa", Amn.
scient. Ecole Norm. Sup., Série 3, t. 73, 1956, p. 15~74.
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o K[w(n)-r] X
> e = a"rk(s - 1) 8(s . ak) .
i n"
En additionnant les formules correspondant 3 k=0, 1, 2, eeo y g~ 1, &t

divisant par q ; on obtient

a=1 k _-rk
)2 R A R ) I A CE e (s , o) .
w(n)=r(mod q) n 9 k=1

Le théoréme A pe.met de déduire de 13 que le nombre des n< x pour leaquels

wn) =r (mod q)

est équivalent pour x infini & x/q

En faisant un calcul semblable sur la formule (4) au lieu de la formule (2), on

voit que 3

Ile nombre des n £ X pour lesguels

Qn) = r (mod q)

est équivalent pour x infini 3 x/q .

Avec la formule (3), on trouve que 3

Le nombre des n "quadratfrei et < x pour lesquels

win) =r (mod q)

x%x
1

b. Soit maintenant q un entier >

est équivalent pour x infini 3

Q-

>

En égalant les coefficients de z? dans les développements en séries entidres
des deux membres de (2), on obtient, compte~tenu de (5),

(8) DR -izi -ji.g_(_s_)-q (log _____f]] )q-j .
w(n)=q n® j=0 a =3 5=

Le théoreme B permet d'en conclure que s

~ le nombre des n <x pour lesquels w(n) = q est équivalent pour x infini

N x(log log 3;)q"l‘
~ (g~ I)f1ogx

o

En égalant les coefficients de 2% dans les développements en séries entidres
des deux membres de la formule (4), on obtient, compte tenu de (7),

) 1. % 56

[log -—-—II
Qn)=q n°  3=0 (q = J)! s
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et le théoréme B permet d'en conclure que 3

- lo nombre des n £ x pour lesquels Q(n) = q est dquivalent pour x infini

3 x(log log x)qml
(@ - 1) log x

En partant de la formule (3) on trouve

&

(10) PR T-—TB e [log z2—] %
A o 0 b
neQ nS j=0 ¢~ ;

wn)=q
ce qui montre que ¢

- le nombre des n "quadratfrei" et < x pour lesquels w(n) = q est aussi

x(log log x)q"l
(g - 1) log x

équivalent pour x infini 3

Ie nombre des n ‘"quadratfrei et < x pour lesquels w(n) = q est donc équi-

A

valent & celui de tous les n < x pour lesquels ona w(n) = q .

On peut évaluer la différence car, en retranchent (10) de (8), on obtient

A,(s) - B,(s)
1. % J I [log -—-——T]q—‘]
(n)=q n®  3=0 CIEE
Qn)>q
Le terme correspondant & j = O disparaft, car Ao(s) = BO(S) =1.Pour g=1,
on obtient
T L= a(s) - B,(s) -
w(n;.-: n
Q(n)>1
ce qul montre, puisque la série est convergente pour Rs > 1/2 s que
1 5 1
A(l)_B(l)_Z:__ .
w(n)=1" peP plp =T}
Qn)>1

Pour q >2 , le théoréme B montre que 3

- le nombre des n <x pour lesquels wn) = q et Q) >q est équivalent
pour x infini 3

x(log log x)&° =2 L C= 2 1 .
M = log x ? "pEPp(p- 1)

On peut méme évaluer le nombre des n <X tels que

wln) = q et Qn) =q+r, avec g>2 et r>1.

On trouve que ce nombre est équivalent pour x infini 3
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-2
x(log log x)% \ _ 3y 1
r {g=-2) logx ? @ O = éé? pr+i

C

Pour cela, on considere la série
i Lom) L)

) ————————mamen  §

1 ns
On voit que, pouwr R®s >1, |ul <1 et |v|] <1,

o uk) Qo)

2
1

1
- = I [1+ = —] = 5(s , uv , v) expluv log E_:-T}
n peP P -V

on &(s, z, 2') est une fonction holomorphe pour s € A, =z quelconque et
]z’] <V2 .,
Le résultat indiqué s'obtient en considérant le coefficient de ud v&*F dans

les développements en séries de puissances de u et v des membres extrémes,

La méme formule permet aussi d'établir le résultat suivant

Si g et q' sont deux entiers > 1 et premiers entre eux (?)L;et r et r!
deux entiers quelconques, le nombre des n au plus égaux & X pour lesquels

wn) =r (nod q) et Q) =r' (mod q')
est équivalent, pour x infini, & EET

2; = les théoremes 1 et 2 étaient des cas particulier d'un méme théoréme général

que je n'ai pas indiqué.
Je vais maintenant donner un autre théoreme général.
Avant de donner 1'énoncé, il me faut quelques préliminaires,

Je définis tout diabord ce que l'on appellera une Ponction & croissance régu=

liere, d'ordre p 3

ciest une fonction V(t) définie pour t positif assez srandi >0 pour t
positif assez grand et telle que, quand t tend vers + =, (A) tend vers
AP uniformément sur tout intervalle [Al ’ XZJ y @ 0< KI <A .
Ceci revient & dire que V(t) = P L(t) , o0 L(t) >0 pour t >0 assez grand
et, quand t tend vers + «, %%%;l
valle (Kl 5 kzj » A 0< A <A,

tend vers 1, uniformément sur tout inter—

§3) La condition que q et q' solent premiers entre eux a été oubliée dans
l¥énoncé qui figure dans notre mémoire cité plus haut.
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Comme exemples de telles fonctions, on peut prendre
¥, P (log )%, tP(lcg £)® {log log t)P, (o5

Ceci dit, o étant une fonction réelle ou comp.exe définie pour t > O et bor-
née sur tout intervalle fini, et V une fonction & croissance réguliére; on posem,
pour h >0,

o 1
( = 1i 1
v (1) =T o { sup  la(t!) = a(t)]}
v, @ oo VC0) 4t 'Cheh
et, si la fonction o est réelle,
1 .
Vol T V) eticten

Chacune de ces deux onctions est = O et fink ou non. On voit sens peine qu'elle

est ou toujours finie ou toujours égale & + « o, Dans le premier cas, elle est

croissante et tend vers une limite finie >0 quand h +tend vers O .

Maintenant, le théoréme annoncé est le suivant 3

TI—IE"ORENE 3, = Soit o ume fonetion réelle cu complexe définie pour t >0,

mesurable et bornée sur tout intervalle fini, et telle que 1l'intégrale

/ O+°° et a(t) dt

soit convergente pour ®s > 0 et dgale 3 f(s) o

Soit V une fonction 2 croiesance réguliére d'ordre p , et soit m un entier
—m Btk
20

On suppose P = ~m , avec £ v (t) croissante pour t assez grand si

P==mo,

Ceci dit, on suppose que

1° ou bien w, a(h) <+ ® pour tout h >0 et

lim w. (h) =0
h-o 2%

ou bien a(t) est réelle, wv,a'(h) <+ o pour tout h >0 et

7

lim e _(h) =0
hs0 %

20 f est holomorphe en tous les points de la droite ®s = O autres que O

et, quand s tend vers O dans le demi-plan Rs > 0,

£ )= PV 0@ @=ls)

3
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S ¢ est une fonction positive définie pour t > 0 assez petdit et tells que les

int.éggales

"
convergent,
Alors, quand t tend vers + «,
a(t) = of[V(t)] .

a. Comme premier corollaire particulier, je donnerai le suivante

THEEORJ‘BIVE Co ~ Soit a wune fonetion réelle ocu complexe définie pour t >0,

mesurable et bornée sur tout intervalle fini et telle que 1'intégrale

f0+°° o5t a(t) dt soit convergente powr Rs > O .

Posons, pour ®s >0,

F(s) = s /O+°° g5t a(t) dt .

Supposons que

1° ou w, oc(h) <+ pour tout h>0 et

lim w

h-0
o) a(h) <+ o pour tout h >0 et
, 2047 voub =L

ou a(t) est réelle,

lim @ _(h) =0 :
h-+0 1, ?

2° F est holomorphe pour ®s >0 .

Alors, quand t tend vers + w, a(t) tend vers F(0)

Ceci se déduit immédiatement du thdoréme 3 en considdrant a, ()= a(t) - F(0)
au lieude a(t) et prenant V(t) =1 et m= 0 .

On a pour ®Rs >0
too _—gt _ F(s) = F(0)
/O e al(t) dt = ——l
fonction qui est holomorphe pour Rs >0,

De plus, w, aich) =w; o(h) et, si a(t) est réelle, de sorte que a,(t) 1'est
. » >
aussi, wl,al,(h) = wl,’a(h) .

Le théoréme C donne immédiatement le résultat suivant s

40 g,
Supposons que la série de Dirichlet 2 —;-l- Soit convergente pour R®s > 0, avec
1n
pour scme F(s) .
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Si F est holomorphe pour R®s >0 et si na

est borné, ou bien les a_  sont
D e

réels et na, borné inférieurement, la série 2 a, est convergente avec pour
1

somme F(0) .

En effet, on a pour & >0

0 8
> ..g =s /" o™t a(t) dt
1

=]

t

/’\’é} M

Si |na l , on voit que vy a(h) Mh .

Si les a  sont réels et na, 2- M, a(t) est réelle et wl MUY

Applicationse.

1© p étant la fonction de Mobius, on a pour Rs >0

zﬂ_l.i_z 1
S

T+s8) ?

n
E(TI_*? est holomorphe pour Rs > 0 .

+00 )
On en déduit que 2 Ji(él— converge, avec pour somme O .

! Q(n) . ¥ A@M)
2° De méme, si Aln) = (-~ 1) , la série 2 ~5=~ est convergente avec pour
1

soome O car, pour Rs >0,

> 1 2(1 +
%_T_xx(_l&lx;_é_zfi (1::)]

v v o
3° A étant la fonction de Cebysev définie par

logp si n= pk , avec p premieret k21
A(n) =

O s8i n n'est pas de cette forme

on sait que, pour Rs >1,

M) =8
BCEEAS)

Par suite, pour Rs > 0,

+co - . 1
21'_ A(_Il)ﬁ._l»_ls.:-%%%_:.}-c(lﬂ«s),
n

fonction qui est holomorphe pour R®s >0 .
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Comme n x A(nr)l 2 Iso , on en déduit que la série 2 -4-(-13-2-5-'»-: est convera

1
gente, ou ce qui revient au méme, que, quand x tend vers "+ » ,

2 —j-\-g?—)-:logx+K+o[1].
n<x

. K est une constante.
En séparant, parmi les n pour lesquels A(n) # O, les nombres premiers et
les puissances de nombres premiers d'exposant > 1, on en déduit aisément que

pouwr x infini

2 2-'-°—%—£:10gx+K' + o[ 1]
peP
px

ob K!' est une constante.

b. Comme autre corollaire éGu théoréme 3, je donnerai le résultat suivant.

s h
THEQREME Do = Soit o une fonction réelle définie pour t =0 , croissante
/ +0 =8t
o @

pour t >0, et telle que 1l'intégrale a(t) dt soit convergente pour

Rs >0 et égale & f(s) »

Si l'on a, pour ®s >0,

1 1.3
£(s) = s % g.(8)(log =)¢ (a > 1)
. J 8 )
j=0
les fonctions g; étant holomorphes pour Rs >0, on a, quand + tend vers
+ o,
. q—l q_'l
a(t) = % e, (log )Y + qg'(0) (Log J:J) . o[(log t) ]
j=0 9 q T
L=}

oy= 2 O w0

Y &tant la fonction entiére 1/T ,

Ceci s'établit de la fagon suivante s

w étant un nombre réel et h un entier > O s définissons la fonction 8

W, 11
pour t >0 par

O pour 0<t<1

’ 'w- . .
S L, R S ) v 9 () (g £ pour t 31

. dwh j=0
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On voit que, pour Rs >0,

/ O""” o8t (t) dt = s™(1log —) + fonction entidre de s .

Ceci dit, posons

B(t) = 30 [6,(0) B, ;(8) + &30) B ;] (4.
z

B est dérivable pour t > 1 et l'on voit que, pour t infini,

el
pr(s) = oploE BT

Par suite, si V(t) =_(_1._9_g__%3_)_‘_1:£ » ona W ﬁ(h) Cte h &
Si a.(t) = a(t) - B(t) , na w (h) £3(h) Cte h »

De plus, pour Rs >0,

£,(8) = [o™ e ay(t) at = £(s) = /"™ ple) at

ll

1 % [gj () = g; (0) - Sg (0)](1og —)J + fonction entidre de s
Jax

s %_ hj (&) (Log 31)3 + fonction entitre de s ,
j=0

les fonctions hj étant holomorphes pour Rs > O

Ia fonction f; est done holomorphe en tous les points de la droite @s =
autres que 0, et, quand s tend vers O dans le demi-plan Rs >0,

Iygwr -1 1 .
fi(s) = O[(log -I-:)q ] =0[r V(-f)] y U I = 'Si .
Le théoréme 3 permet donc de conclure que, pour t infini, ay(t) = o[V(t)] »

Comme application du théoréme D, nous allons évaluer la somme

- 1 1 5
q <x % p Doy oeo,p. premiers P1 Po ¢*¢ P .
nf\EQ 17Ps 0 ees By a
w(n )__:q p 1<p2< ) e<pq
plpznopqSX

En remplagant s par

1+ s dans la formule (10) écrite plus haut, on voit
que, pour Rs >0,

S C()4) On montre sans peine que les fonctions g; (s) eont réelles pour s réel
¢

(5) Rappelons que nous avons désigné par Q 1'ensemble des entiers positifs
Yquadratfreil,
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B.(1 + 8) B (14 8)
gt SR S ABady P L B e~ Ll PP AR
T 8 §2=0 8
w(n)=q
Mais 2 11_!_3 = _ "n% x -15-:.: s f0+°° g™t Hq(et) at .
nel n neQ n
w(n)=q w(n)=q
On a donc pour Rs >0
B .(1+s8) .
40 =St t 1 a=J 143
/0 e Hq(e ) dt ---S- % =T (log S)

j=0

et le théoréme D permet d'en conclure que, pour t infini,
-1
ty_ S i (log t)¥

e’) = c.(log t)° + 0 .

16" = 2 ey(iog 1)) ¢ ol

autrement dit que, pour x infini,

. q_l
(11) l'Iq(x) = Eo e (log log x)? + of (lOgliggxx) ]
. (1) (b-3)
= hy (B~3) 4y Jah 'Y 1 b=3) (1)
cj - h’%.) (J) Y 37(1) —mEr— =737 1’2‘] l(ﬁ_:_,ﬂ'r Bq—h(l)

=j (k)
R A 6] B (D) .

Joe k=0 H
Si 1l'on pose

LB (g

les coefficients [33. sont déterminés indépendamment de q et 1l'on voit que
Paei
¢ =—('1'r§' .
I Je
La formule (11) s'écrit alors

. . 1
(@) N = 3 gk log og )T 4 opeglog 0T

j=0 log X

On voit que {Bj est le coefficient de zJ dans le développement en série
entiére de la fonction entiére

On a d'ailleurs

F(z) = s I (1+-§) e-z/p ’
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\

1 i
oy a= 2 [log —rrF
pEP - P P]
En effet, on a pour s €A et z quelconque
6
(8)  wls, @) =1 [1+2] expl- 1} explar(e)] ()
pEP p P
o1 r(s) est la fonction qui figure dans la formule (1), et par suite

(1, z) =1 M [1+2Z] exp[- 21} explzr(1)] .
peP 3 P

Pour obtenir la valeur de r(1) on observe que, pour z == 1, la formule (3)
donne, pour Rs > 1,

TR o - ) RGs, - 1)
1 n

dtor (8 , = 1) = 7= : =y , OU, en tenant compte de (1),

1 1 1
{pQP [1- ;E] eXP[-I-)-S-]} exp[- r(s)] = =1y 7rEy

En faisant tendre s vers 1, on obtient & la limite

{pQP (1 - 3}-) exp[%]} exp[= r(1)] = 1

et, coome r(1) est réel puisque r(s) east évidemment réel pour s réel > 1,

1 1
r(1) = - pi:P [1og =175 - 5], .

La formule (12) va nous permettre d'évaluer la somme 2 wn) .
n<x

Pour cela, définissons d'abord des nombres a(q) pour 1< j<q par
L ;| J
o (q)
€ -1)d = 2 .E&,_ZQ.
e=j 4
Si 1'on convient que (?) =0 pour j>m, on peut éerire pour q et m>1

e = [(ez - 1) + 1]m= 1+ % (n.l)(ez - l)j
j=1 J

(6) On établit en effet l'existence de la fonction #(s , z) en observant que
la fonction définie par cette formule est bien holomorphe pour s €4 et =z

quelconque et qu'elle satisfait pour ®s > et |z| <1 a

1 n 2 )3 zw(n)
#(s , z) exp{z log E_—-—'T} = o [1+ -;5] = o .
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et, en égalant les coefficients de 2z dans les développements en série des mem-
bres extrémes, on obtient '
mq‘ = % G.Sq) (I;) o
j=1 J
I1 résulte de 1a que, si q =1, on a, pour tout n >1,

w(n)qr. % a§q) x nombre des systémes de j diviseurs premiers de n
j=1

= % aéq) x nombre des produits de j nombres premiers différents qui
= divisent n.

Si 1'on considére les n < x , les produits de nombres premiers qui intervien=-

nent sont <x . Le produit py Py eee P; » o p1< Py < eee < p, , divise exac-

tement E[p 5 X 5 ] entiers > 1 et <x, E[u] désignant la partie entiére
1 2 ®o0 .i
de u o ‘

On a donc pour q >1

2 wm?= 2 a3 ) A
n<x j=t pl’p.?,’ .,-..,ijP Py P2 aee pj
pr.<p2<°"<pj
p1~P2°°0Pj$x
-
_ (@) x (log log x)*
=X j—%r o Hj (x) + of: Tog = ] .

puisque le nombre des systémes de j nombres premiers Py , Dy s eee P; tels
que py < P, < oo < pj et Dy Py eee pjs x , c'est-d~dire le nombre des n
"quadratfrei <x et tels que Wwn) = j est, conme on 1l'a vu, équivalent pour

x(log log x)q—"1
(J = 1)s logx

En remplagant maintenant IIJ. (x) par son expression déduite de la formule (12),
on obtient

X Infini 3

o

a_ @ ¢ _Pn j=h . x(log log x)¥?
nszx wh)* =x j-.-%l Otj h—%o TR {log log x) + O[: Tog % ] .

. p .
h ~h I i
Comme ézo T=57 (Log log x)J est le coefficient de Z9 dans le dévelop-

pement en série entidre en Z de F(Z) exp[Z log log x] , et a.(q) le coeffi-
cient de 22 dans le développement en série entidre en z de (e? - 1‘)‘j mul-

tiplié par ql , on voit que la formule s'éerit = 2 wn)%= q} coefficient de
22 dans nsx
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g1
log x) .

F(o? - 1) exp[(e” ~ 1) leg lcg x] + O 2 o8 %

le torme constant dans F(e? - 1) exp[(e” « 1)log log x] étant F(0) =1,

la formule vaut encore pour g = 0 .

Ceci étant, on peut évaluer la somme 2 [wn) = log logx]? . ma
n<x

1z [wn) - log log x]% = % (= I)J(q) (Log log X)j 1z w(n)q"j
¥ nx j=0 J X ngx

~

J 41 : -
% -(i'—l-?]pr-g-‘i (log log x)? coefficient de 2% dans
J=0 :

Il

z z (log log x)q“'1
F(e” = 1) exp[(e” ~ 1) log log x] + Of Tog = ] .

Ceci s'éerit finalement

o]

2 [wn) - log log x]¥ = qt coefficient de z? dans
n<x

. q-1
F(e” - 1) exp [(e” ~ 2 = 1) log log x] + Of (1°g1<1>§gxx) P

Ie coefficient de z* dans le développement en série entiére de
F(e? « 1) exp[(e® = z = 1) log log x]
est un polyndme en log log x de degré < g/2 .
Si q=2m , cn voit que le terme de degré m dans ce polyndme est
n 2m 22/2
(log log %) x coefficient de 1z dans e .

Si donc on pcose

on voit que, pouT tout q >0,

Wi

Z [U)(n) - log lOg X]q = K (log ]_og x)Q/Z + O[ (log lOg X)(q."l)/z .
ngx q




