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Séminaire DELANGE-PISOT 1501
(Théorie des nombres)
4e annde, 1962/63, n° 15 11 mawa 1965

INTERPOLATION p--ADIQUE

par Jacques HILY

(d'aprés Ke MAHIER [3])

Ep désignera 1'anneau des entiers du corps p-adique Qp » Toutes les fonc=~

by

tions dont il sera question seront des fonctions continues 3 valeurs dans ~Q*p

N désignera 1'ensemble des entiers naturels positifse

1. Séries d'interpolation pour les fonctions Zp -»Q

o
~p
Posons (Po(x) =1

n:-l
P(x) = (1l (x=3))/n
n .
j=0
Pour xe€ N, ona P (x) = C}I; avec la convention Cn—.: 0 si x<n o Come
C':ie'l}[;onadonc lP(x)l 1 pour xe Ne Or N est dense dans Zp et

Pn(x) est une fonction contlnueo
On a donc

IP(x)[ 1L  pour erp.
o0

Etude des séries 2 a I (x) y 8 € Q
n=0

IEIE. - La condition nécessaire et suffisante pour qu'une série Z 8, Pn(x)

soit convergente, pour tout x , est que lim a = 0. Si cette condlﬁon est

remplie, la somme est une fonction contintes

Svffisance. ~ D'aprés la remarque précédente, on a IP (x)[ <1 ¢ Done
lim an Pn(X) =
-0

Cette limite étant d'ailleurs uniforme.

Nécessitée - Si la serle est convergente, elle converge en particulier pour

X =« 1 ¢ Donc la série Z (= 1) est convergente, ce qui implique

n..)m
Corme & Pn(x) tend uniformément vers 0, les sommes partielles 2 2 Pn(x)
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convaergent unifarmément vers la somme de la sérine. Or ces sommcs partialles sont
des polynﬁmes; donc des fonctions contimuese La limite uniforme de fonctions con-

tinues évant continue, le lemme est démontré.

THEOREME. - S f est contimue, il existe une suite a (f) € g, telle que la

(o]
série 2 ah(f) fh(x) ait pour somme f(x) e
n=0
Si la série est convergente, o orme étant continue, il suffit d'assurer qu'elle

coincide avec f sur un ensemble densee

Comme d'autre part, pour x=kelN, ona

(e

; a (£f) B (k) = % a (£) P (k).

n= n=0

Oa voit que les an(f) sont déterminés par les valeurs prises par f sur N

On a nécessairement
n
8 ()= 2 (= 1)™%cf s .
n 10
I1 suffit donz de montrer que
lim an(f) =0 .
n-e
Ta fonction f étant continue est uniformément contimue sur 'Zp puisque gp

est compacto

Soit V s, 3 t tel que

-t

= -yl <o P

= |£{x) - £, <

t et une fonetion

I1 existe donc une partition de gp en boules de rayon p
g(x) constante sur chacune ce ces boules telle que |f(x) = g(x)!p < P> pour
tout x .

Il suffit de choisir arbitrairement un x dans chaque boule et de poser pour
tout y de la mSme boule g(y) = f(x) «

La fonction g est une fonction continue, et on a

\ 5 k ok
a (f) -~ a (g = kfo (- )77 cX(£(k) - g(x) -

Soit
' k -
2, () = a (2] < s |Gl 1£(K) - g()] | < Kl | £(x) = ()], <57 -
Ogkn 0

De plus on 2 g(k) = g(k') 8i k=k'= 0 mod p o

1l
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Soit n
4 = 2 (1™ of o)
t’-—l
. g(i) I (= 1)K crlj .
i=0

k=1 mod p°
Or on sait ([2]) que @ .
e ]
> (_ l)n'“'k Cﬁ =0 mod p[(n l)/(P )]
k=1 mod pt
[(n~ 1)/(Pt ~ 1)] désignent la valeur entiére de (n « l)/(pt - 1) o
Soit

t
w| (Nl wel
Ian(g)IPSmax lgl .p[( )/(p )]
xeZ
~p
de second membre tendant vers O s le premier aussi, et il existe Ny tel que

A s
n >ng entraine ]an(g)lp,s P s

Soit
la (D] = la (0) = 2 (e) + a (&) < max(]a (£) - (@], s la,(e)] ) < P

ny dépend de t et de s, or ‘'t dépend de s , done n, ne dépend que de s ,
c'est-d-dire que nous avons bien montré

lim a-n(f) =0,

N0

2o Fonctions Ep x Zp - Qp o

Soit f(x , y) continue par rapport & chacune des deux variables. La fonction
est une fonchion continue de x s done, pour tout y , elle admet un développement

(x5 ¥) = Eo £.(v) B (x)

avec lim f (y) = 0 o
It>oo
Les f (y) étant des combinaisons linéaires finies de fonctions contimues sont

elles=mBmes des fonctions continuese
Soit -
£ = 2 a P .
() £ fmyn ()
On a done

flx, ) = ﬁio Ih(x) AEO am’n f&(y).
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IEME. - f(x 5 y) étant continue par rapport & chacune des deux variables, il

existe un ensemble rare & tel que, sur tout compact K, (K n &= f) ; f(x .y

solt continue-

Soit Sam 1'ensemble des (x , y) tel qu'il existe (x' , y*) avec

x| gn et |y =yl <0 tels aue |£(x, 3) - £, ¥, e .
Cet ensemble est évidemment un ensemble fermé par suite de la gontinuité de f

en x et en y e

Done N & =& est fermé »
N €51 e

88 est maigre car sinon il contiendrait une bwule ouverte de rayon p ,

telle que
|x - X”lp <p et |y~ y‘lp < p entrafnerait |f(x, y) - £(x' , y’)lp > €
ce qui contredirait le fait que f£(x ’ y) est continue en x

Or la réunion de tous les 88 est une réunion dénombreblee Il suffit de doaner
4 € un ensemble dénombrable de valeurs ayant O pour point d'accumulation pour
avoir la réunion de tous les 88 ce qui vérifie que &= U 88 est un ensemble

rarce

On en déduit que, pour tout compact K (K n& = f) , la fonction f(x, y)
est uniformément continue car, quel que soit & , on peut trouver un n tel que
Kn Ss’q = f . S'il nen était pas ainsi, K &tant compact est fermé, et les
Kn 88 fcrmeraient une famille de fermés emboités non vides et leur intersec-

2
tion serait non vide, ce qui contredirait le fait que XK n & est vide.

[v0]
Donc, pour tout (x , y) € K, les séries 2 & n Pm(y) sont uniformément
m=0 -?

convergentes, et la famille % n Pm(y)an(X) est uniformément sommablee

Sn . K " . = R » . .
i (n,mek,c a %, n Pm(m) Pn(n) %n,n On en déduit que la famille

{amn} (n, m) € K, est sommable.

Soit lim a =0,
(n,m)ex ™01

Réciproquement, s'il existe un ensemble rare & tel que la famille
{am,n Pn(x) Pm(y)} soit uniformément sommable pour (x , y) € K (K n &=¢) ,
cela signifie que la fonztion

[e>) [ee)
flx,y)= 2 2 a3 P (y).P_(x)
n=0 m=0 "% 0 n
est une fonction uniformément continue sur K comme limite uniforme de polyndmes

qui sont des fonctions continues.
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Remarques.

1° On ne peut rien dire pour les points de l'ensemble & , ol on peut trés bien
n'avoir de continuité ni er x ni en y . Il est aussi possible que la fonction

ne soit pas définie aux points de l'ensemble & (voir exemples) .
2° Dans le cas particulier ot & = ¢ , la fonction f(x s ¥) est continue, et
on s le résultat.

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction f(x , y) soit

continue est que

() te,y)= L 2 a
n=0 m=0 7’

(ii) La famille {am n} est sommable.
J

0 Pn(x).Pm(y) .

3°5i §#¢, & peut 8tre enfermé dans une réunion de boules ouvertes, la
somme des rayons étant inférieure 3 tout €& donné & l'avance. Le complémentaire

est alors fermé, donc compact, soit K .

Fosons N(v ., A) nombre de couples (m , n) (m<v, ngv) , tels que

ip >4

Comme

|

8
m,n

lim =& n -
(m,n)ek s
il existe Vo tel que, si m > Vo et n > Vg (my, n)e X, on ait

}am,n]p <A, .
Soit
livazA)Se.
Voo Y
Corme ¢ est arbitraire on a

1im_éﬁz_§_££l =0,
)

V-0

3. Application & 1!'étude de fonctions 3 dérivée continue.

Soit f : gp - gp dérivable & dérivée continue. Cela veut dire que la fonction

£(x +y) - £(x)
y

si y#0

glx , y) =
kf'(x) si y=0

est une fonction continue en x et en y séparément.
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Posons o
£(x) = jio &y, P (x) .
Nous avons donc
flx +y) = 2_ a P(x+y)
n=0
Or
P (x + y) = Z P (x).Pn k(y)

k=0

Ceci se vérifie pour xe N et y e N .La relation ayant lieu pour une infinité

de couples (x , y) a lieu pour tout x et tout y .

Soit
flx +y) = Z P (x) 2: 8. 4 k(y)
0
On a le droit de permuter les sommations car les séries 2 R Pk(y) sont
=0

uniformément convergentes. Donc

flx +y) - f(x) = nzb P (x) kzi a4 Pk(y) .

1 -
Soit finslement LE*E+ 1) =fGd _ F () Z n+k+1 (t) .
t +1 n=0 k
En effet ceci est le résultat de 1l'opération formelle du changement de y en

t + 1, puis de la division par t + 1 . Comme les deux membres coincident
pour x et t € N et que le premier membre est continu, il admet un développe~

ment de ce tvpe (§2) qui ne peut 8tre que celui écrit.

En particulier on a, en faisant t =-1,

£1(x) = 2. P (x) Z (- l)k n+f+i .
n=0 k=0
Réciproquement s'il existe un ensemble rare & tel que, pour tout (x, t) £ &,
la famille {-Eikil P (x).P (t)} -soit sommable et si l'ensemble des x , tels

que (x, 0)45 &, est rare dans gp la fonction
f(x) = 2 a_ P (x)
n=0 * M

est dérivable dans le complémentaire d'un ensemble rare et sa dérivée est conti-
nue sur ce complémentaire. Ceci est évident, d'aprés le § 2 . Remarquons gqu'on ne
peut pas affirmer que la dérivée aux points de l'ensemble rare existe {voir examie)o

Dans le cas particulier oi & = ¢ , la fonction f(x) est strictement dérivable,
et on a
La condition nécessaire et suffisante pour que f(x) = ‘Z a, P (x) soit stric-

tement dérivable est que la famille { B+k} soit sommable.
k
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Cette condition peut s'écrire encore 3

n'.lin'%'pu 0.

En effet :
ol eyl < ooup |2¥E) <o
~—== < swp =] < (W~ 1) |a| .
b aNp Tnele=N k 'p aNp
k40
Comme on a a
lim ]I;:kjp=o
n+K-soo

on en déduit bien la proposition. La réciproque est immédiate.

4, Exemples.
1° Soit
S r
= 3 P ()
=0 P
Alors f(x) n'est nulle part dérivable. Pour la démonstration, voir [3].
2° Soit -
filx) = 2 prPr (x) .
r=0 p =1
Alors f(x) est dérivable, sauf pour x =« 1 o Pour la démonstration, voir [3].

3° Soit Bn la boule de centre pn et de rayon p—2n (n=1 9 Ry ees) o

Done

2ntq

2
xeB <=> x=pn+a2npn+=oc+azn+qp + ses

n

-

avec 0L a,zm_qur- 1y g=0, 1, ...
Soit fn(x) la fonction qui vaut 0 si x £ Bn et qui, pour x e B 5 veut

2n <n+2q

azn =z + coe + a2n+q P + eoa

Soit
oo
f(x) = 2 £(x)
n
n=1
Ies boules Bn sont disjointes, et cette série converge uniformément pour tout
X o Ona f;l(x) = 0 (voir démonstration dans [1]e.

De plus

1in 22 _ gy o
x-0 x

En effet si x ¢ Bn y f(x) =0, etsi xe Bn [f-}-({-}-c—)-fp <p® . Ia fonction

£(x) a donc une dérivée mulle ot cepandant n'est pes strictement dérivable car
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f(xl) A2 f(xz) 1

on peut toujours trouver x; et x, € Bn tels que °
X e
1

2w | Jree 1
4% Soit Bn la boule de centre pn et de rayon p o (n=1, 2, see) &

Soit
. _.n n+ 1 n+q
X EBn <> X=Dp + am_l P + eoce + am.qp + oee
Soit
n+e +2q .
a.n+l p + se0 F amq p 4 osn Sl X € Bn
fn(x) =
si x# B
et soit -
f(X) = 2 f (X) .
. Tn
n=0
Ici encore si x# 0, ona f£'(x) = 0o
Mais lim-ELEL n'existe pas, car si x = p- + o1 £(x) = p2 et est
X bas, =p P Iy x - T¥p 5

x-0
nul si x ¢ B, *
Or si p £ 2 , on p™t trouver une suite infinie de x +tendent vers O sans
appartenir a Bn .

o a
Tei les séries 2 (- l)k-—%;E sont convergentes vers O , mais la fonction
k=0 *

f(x) nlest cependant pas partout dérivablse
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