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L’ÉQUATION FONCTIONNELLE DE CAUCHY

AVEC DES PROPRIÉTÉS ARITHMÉTIQUES

par Charles PISOT

Séminaire DELANGE.-PISOT
(Théorie des nombres)
4e année~ 1962/63, n° 14 4 mars 1963

Une fonction F définie sur les entiers rationnels positifs est dite multipli-

cative si l’ on a F(mn) = F(m) + F(n) chaque fois que m et n sont premiers

entre eux. P. ERDÖS [2] a démontré que, si F est non décroissante alors

Diverses démonstrations ont été données depuis ~~~~? ~3~~ ; en particulier
SCHOENBERG [5] a réduit le problème à une question sur Inéquation fonctionnelle

de Cauchy, ce que nous ferons également icio

En décomposant n en ses facteurs premiers n ~ on a

Posant f(t) ~ F(et) , il vient

Nous allons alors considérer l’équation fonctionnelle suivante:

(1) f(u1 OEi + et. 0 + fi = f(u1 03B11) + © oo + 1(fi 03B1k) , k Ô 2

dl 03B11 , ... , 03B1k sont des nombres réels avec 03B1i  0 , pour 1 = 1 , *o o , k ,
cii ... , uk sont des entiers rationnels avec ui  0 ,pour 1 = 1 , .. * , ko

La fonction 1 est définie sur l’ensemble E des nombres réels x qui peuvent
s’ écrire sous la forme x = Î u, a. , u. % 0 entier rationnel. De plus, nous

>1 ~ ".. ~ .

Supposons que 1 est "bien définie.;! c’est-à-dire que si x peut se mettre de

plUsieUrs manières sous la forme É u. la relation (1) est vraie pour tou-
iri ~ ~ ’ k

tes les manières de décopposer x en somme 1 u, a.. Enfin nous supposons que
à=1 ~ ~

les valeurs de 1 sont réelles;

Remarquons encore que 1? ensemble E est discret.

Dans une lettre à I. Jo SCHOENBERG, P. ERDÖS a esquissé une démonstration du
fait que si F(n) est multiplicative et définie seulement pour les entiers n

àe la forme



où p1 , p2 , p3 sont trnis nombres premiers différents et si F(n) est

non décroissant, alors F(n) == C log n , mais que ce résultat est faux si l’on

n7 a que deux nombres premiers, comme le marbre par exemple le contre-exemple de

la fonction

-1 -~_~~ ,

qui est multiplicative pour tout n de la forme p1 p2 , non décroissante et
qui n" est pas de la for.me C log n i,

Nous allons retrouver ces résultats;; et constater que le cas k = 2 est le plus

intéressant, et peut être caractérisé entièrement.

Donnons d? abord quelques cons équences immédiates de (1) . Pour ui = 0 ,
l = 1 

,, o o ~= p le !) on obtient 1( 0’> ~ ki( 0) p d ’ où 1( 0) = 0 puisque k % 2 .

Pour chaque constante p , si 1 est solution de ( 1) , la fonction f* définie

par 1*(x) = f(03C1x) est ime solution de ( 1) avec a./p à la place de 
i i

1’ensemble des solutions de ( . 1 ) pour 03B11 , ., o o p fixes, e st un e space vec-

toriel.

Toute forme linéaire iw(x) , x ~ R est aussi solution de ( 1) . Il y a encore

à" autres solutions évidentes de (1). Soit p, une fonction vérifiant ç . (0) = 0 ,
1 1

et ayant pour pé:riode tous les ct , avec j / 1 n c’est-à-dire telle que
J 

"

alors est solution c’e (1) ; en effet

à cause de la périodicité et

Nous pouvons illustrer cela par le cas particulier suivant, ôà tous les rapports
OE./OE . sont rationnels. en peut alors supposer que a. = a, est un entier ration-

nei pour 1 rr J ; o a c ~ k ,o et que (ai , . ,> a ; Ç zr i .
Posons P = ai *.© 81; et di = P. g° C, d° des aj avec j / 1 .. Si 03C9 est

une solUtion de (1) telle que w( P) = 0 , alors on a w(m a, a.) = 0 pour tout
i j



m ~ 1 entier et tout En effet, on a

En posant ~ = a.) ~ on en déduit pour u. == a. ~ u. = a, s ~(2 a, a_) =2~
, 

~ 

~LJ n// ’"v
et par récurrence, 03C9(m a. a.) == Pour 

1 J ~ n 
.

Posons maintenant a. ~ f ~ p)~P ~ alors la fonction Lj(x) == f ~x) ~- Xx vérifie

(1) et jo(P) == 0 c Définissons

alors ~r (mod d. ) donne cp. ~x) ~ c~, x ty) ~ ainsi est bien défini et

possède la période di , donc aussi tous les a. avec j ~ i . Par suite f est

linéaire si et seulement si tous les d. valent 1 pour i = 1 , ... , k o

s

D’~ autre part on a

Cherchons aussi maintenant, dans quel cas f est non décroissante alors

ce minimum est atteint pour un couple x ~ y au moins. En divisant l’intervalle

(x , y) en intervalles de longueur 1 , on voit qu’il existe un x, tel que

Comme a. est premier avec di , on peut trouver un entier ui  0 tel que

x.=a. u. en posant x= 1 a. u. on aura xsx. (mod d . ) pour
IL 1 ~L

tout i= 1 ~ a~- ~ k~ donc

Il en résulte que B +  ~ a



Réciproquement soit 03C6i (x) une fonction périodique de période avec

03C6i( 0) = 0 et soit - 03BBi = min 03C6i(x + 1) - 03C6i(x) o Posons

et soit À un nombre vérifiant B ~ ~ + + Â~ alors f(x) = + Xx est

une solution non décroissante 

Etudions maintenant le cas général. Pour cela nous allons établir d’ abord une

égalité fondamentalec Soit ~ 3 J une partition de l’ensemble des indices

1 ~ ~ . a ~ k f Nous allons prendre dans E deux éléments x~ ~ yh tels que

x. - Yh soit fixe. Pour cela nous poserons

et nous nous donnons des entiers q. , j e J , de signe arbitraire. Posons
~ 

l

à . 1 = - l tel que à , 3 q, J z 0 et

Soient v. # 0 et h % 1 des entiers; soi t
1

u ~ /B/B u

On a ainsi dans les deux cas u’ -v~ =q. et
-L -~- j

D’ autre part

En sommant pour h - ~ ; 2 f ~ . Q g m ~ il vient l’égalité :



Supposons maintenant que f soit monotone, non décroissante

~ o Prenons tous les u et v nuls sauf pour un indice ~. ~ eu nous suppose-

rons u. 3. == u > 0 et v. = 0 , et pour un indice j ; nous supposons q. = - q ,
avec q > 0 . Nous prendrons une partition I , J telle que i ~ I et jeJo

Pour chaque u  2 , nous choisissons q de sorte que 0  u q a.  

posant q’ = q + 1 , on aura - 03B1i  u 03B1i - q’ a.  0 . Pour tout entier positif
J ~ J

n , nous définissons m et w. par division : n = mq + wj , 0  wj  q - 1 o

On 

donc (2) et la monotonie de f donnent

Posons alors

De manière analogue en posant

on obtient avec c~~ l’inégalité

ces inégalités montrent que 03B1j)/n a . J a une limite si n ~ ~ , et que cette

limite est indépendante de l’indice j . Nous poserons

Posons maintenant



alors w(x) vérifie (1) et vérifie de plus

2° Supposons maintenant k = 3 et I ~ ~ ~ ~ g J ~ ~2 ~ 3 ~ ~ Prenons dans (2)~.
pour la fonction 03C9 et w. = 0 . En divisant par

Si est irrationnel nous choisisso n s v w 0 , et q et q tels que

alors si m -~ on en déduit que

on peut, pour le u1 , trouver q° 2 et q’3 tels que

est arbitraire~ on a OL ) == 0 o

On obtient ainsi le théorème suivant.

, ~

THEOREME 1. - Ci les rapports 03B11/03B12 , 03B12/03B13 , 03B13/03B11 sont irrationnels: toute
fonction f , non décroissante, vérifiant (1) est de la forme 03BBx .

Dans le cas de k = 2 et irrationnel, Inégalité (2) donne de même pour
la fonction w l’inégalité

Définissons alors la fonction par

et la fonction par

Pour on a ainsi



de si ~ ~ v~ ~~ ~ ~t~ ~, ~ ~n a

c’est-à-dire 03C61(x) + 03BBx est une fonction monotone non décroissante.

On montre de que c~~ ~x~ + ~,x est monotone non décroissant.

En vertu de la périodicité de c~ i ~ x) $ on peut remarquer que cp , ~ x) est défini

sur l’ensemble E. des x de la forme u. a. -L + q. 03B1j , où u. entier % 0 ,
mais où q. est un entier de signe arbitraire } par suite E. est un ensemble

de nombres réels partout dense.

Etablissons un lemme,

Soit g(x) une fonction définie sur un ensemble H partout densec

Soient H tels que x’ > y’ et que g(x’ ) - g~Yz ~ : P~ xi ~» 

Alors~ quel que soit à vérifiant 0  5b .~ x’ .~ on peut trouver x E H r;

y EH , x > y tels que g(x) - P(x - y) .

L’idée de la démonstration consiste à partager l’ intervalle x~ en inter-

valles partiels, de longueur 36 et de déplacer légèrement les points de division?
de façon à ce qu’ils fassent partie de H .

Précisons ? il existe un entier impair 2r + 1 tel que

Partageons maintenant l t intervallo x’ en 2r ~~ 1 intervalles égaux et
choisissons dans le 2j...ième intervalle ouverte un point x. de l’ ensemble par- 

,
tout dense H et cela pour ~j ~. ~ g ; n ~ ; r 0 Posons de plus x o ~. ~~ ~ xr+1 :::: x!.
On a alors

Définissons p . par
J



L’ un au moins de s p . vérifie 03C1j  03C1 , sinon on aurait g(x’)... g(y’) > -y’).
En prenant x ~ rà y ~ x ~ tel que ~ p ~ on aura

Le lemme est ainsi démontrée Ce lemme va nous permettre de démontrer le théorème

suivant s

2. - Si k= 2 et si est irrationnel, toute fonction f ,
non décroissante vérifiant (1), est de la forme

Il ne nous reste qu’à démontrer + ~_  ~, ~ Pour cela, montrons d’abord
que l’on peut trouver x E El’ y  x tels que

avec de plus x - y  s - t  5(x -- y) et cela quel que soit e > 0 donne.

Posons

comme cp. l (x) + Àx est croissant, on a 03BBi  03BB et est fini. Quel que soit

~ > 0 , on peut donc trouver E yl E E.   ~, x. 1 tels que

1° Si x1 - y1  x2 - on applique le lemme avec g = 03C61 , x’ = x1 ,
y’==y. ~ p=- ~ + e et en prenant ô= (~~y~)/5~ alors 56 ~x’ -y’ *

Le lemme donne alors des valeurs de x et y et on prend s==x~~ t==y~

2~ Si (x~ - yo)/5 ~ x~ - y.  x~ -’ il suffit de prendre x = y = y. ~
s=x~, t= y~ .

3~ Si (x~ - y~)/5 ~ on applique le lemme avec g = (p? ~ x~ = x? ~
03C1 = -03BB2 + ~ et en prenant Le lemme donne alors s et

t et on prend 



Or l’inégalité x - y  s - t peut s’écrire comme 03B11/03B12 est

irrationnel~ il existe des entiers positifs u 9 v aussi grands que l’on veut

tels que l’on ait

c’est-à-dire aussi

Comne y  x , on a de plus y o On suppose u ~ v assez

grands pour que les quatre nombres suivants, rangés par ordre croissant :

appartiennent tous à ?’ ensemble discret E.

La fonction ~~ x) ~ c~~ ~ x~ ~~ ’ x est croissante donc

En tenant compte de la période a. de 03C62 , cela s’écrit :

y) ~ ~p~(x -!- u c~) ~ (p~(y ~ u o~) ~ ~(s - t) + (p~(s) - (p~(t) ~ e(s - t) .
D’autre part, en tenant compte de la période 03B12 de on a :

y) + u a~) - (p~(y ~ u a~) = y) + ~p~(x) - (p~(y) ~ e(x - y) ~
En ajoutant, il vient 1

Par ailleurs, on sait que

ci comme x «~ y > 0 ~ on a l’ inégalité cherchée ~,~ + ~  ~ ~ et le
théorème 2 est démontrée

On peut obtenir des résultats analogues en supposant que les valeurs de f

appartiennent. à un espace de Banach, et en remplaçant la monotonie de f par

une condition de continuité uniforme : quel que soit e > 0 ~ il existe 11 tel

que  n, entraîne 1  E 9 pour x ~ y appartenant à l’en-

semble E ~ les a, étant des éléments d’un espace de Banach.
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