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Séminsire DELANGE-PISOT 1401
(Théorie des nombres)
4e annde, 1962/63, n° 14 4 mars 1963

IﬂéQUATION FONCTIONNELLE DE CAUCHY
rz L4
AVEC DES PROPRIETES ARITHMETIQUES

par Charles PISOT

Une fonction F définie sur les entiers rationnels positifs est dite multipli-
cative si 1'on a F(mn) = F(m) + F(n) chaque fois que m et n sont premiers

entre euxe P. ERD0S [2] a démontrd que, si F est non décroissant, alors
F(n) =C logn .

Diverses ddmonstrations ont été domndes depuis ([1], [3]) 3 en particulier
SCHCGENBERG [5] a réduit le probléme 3 une question sur 1'équetion fonctiomnelle

de Cauchy, ce que nous ferons également icio
!
En décomposant n en ses facteurs premiers n = Py eee P , On B

"

Uy
F(n) = F(py ) + coe F(pk) .
Posant £(t) = F(e®) , il vient

k k
£( .Z uy log pi) = .Z f(ui log pi) \
i=1 i=1
Nous allons alors considérer 1'équation fonctionnelle suivante

(1) f(ul a, + .u+ukak)=f(u1 al) + “o+f(u.kotk) , k>2

ol @y 5 eec 5 Oy sont des nombres réels avec o, 20, pour i=1, se0, k),

o1 Uy seo U sont des entiers rationnels avec u, >0, pour i=1, s 4 ko
i
La fonction f est définie sur l'ensemble E des nombres réels x qui peuvent

s'écrire sous la forme x = u, a. , u, > O entier rationnel. De plus, nous
j:l . l
supposons que f est "bien définie", c'est-d~dire que si x peut se mettre de
plusieurs maniéres sous la forme u, o, , la relation (1) est vrasie pour tou=
=1 Ttk
tes les manidres de décomposer X en somme 2 u, O e Enfin nous supposons que
=1

q=
les valeurs de f sont réellss

Remarquons encore que ll'ensemble E est discret.

Dans une lettre & I. Jo SCHOENBERG, P. ERDCS a esquissé une démonstration du
fait que si F(n) est multiplicative et définie seulement pour les entiers n
de la forme
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n= pl pz p3

6 Py s Py ; Py 8Ome %rols nombres premlers différents fixes, ot si F(n) est
non ddcroissant, alors F(n) = C log n , mais que ce résultat est faux si 1'on

n‘a que deux nombres premiers, comme le mcntre par exemple le contre~exemple de

log n logn
R(n) = [RED] , poen
(n) | Tog p]J ’ [log ppj
U Y IR
qui est multiplicative pour tout n de la forme p; P, , non décroissante et

la fonction

qui n'est pas de la forme C logn -

Nous ellons retrouver ces résultats, et constater que le cas k= 2 est le plus

interessant, ct peut étre caractérisé entiérement.

Donnons d° abord quelques conséquences immédiates de (1)e Pour u, = 0,
1=1, coc , k, on obtient £(0) = kf(0) , d*or £(0) = O puisque k 22 .

Pour chaque constante p, si f est solution de (1), la fonction £* dérinie

par f£7(x) = £f(px) est une solution de (1) avec ai/p & la place de 0 o

L'ensemble des solutions de (1) pour @, , ses , G, fixes, est un espace vec=-

toriel,

Toute forme lindaire Ax) , x € R est aussi solution de (1). Il y a encore
d*autres solutions évidertes de (1)~ Soit ¢, une fonction vérifiant cpi(O) =0,

et ayant pour période tous les aj avee j# i o c'est-a~dire telle que

o.(x+ a,) = ¢,.(x) pour tout j &£ i
i ; i

alors N est solution de {1) 5 en effet
k
(2 u. )= o
wl(’]:l iy ) = 0 (ug o)

a4 cause de la ériodicité et

I
- 2
95y ;) = j=1 93 (uy )

car

Lpi(uj aj) = (pi(O) =0 si j£ i

Nous pouvons illustrer cela par le cas particulier suivant, ob tous les rapports
ai/dj sont rationnels. Cn peut alors supposer que ai =& est un entier ration-
nel pour i=1, coe, k, ct que (a, , ove, 8) =15

Posons P= a; see oy et d, = pe go co do des a, avec j Ai.51 w est
une solution de (1) telle que w(F) = 0, alors on a w(m 8y aj) = 0 pour tout
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m>1 entier et tout i# j o En offet, on a
w(mi a; + uj aj) = w(ui ai) + oo(u'j aj)

pour u, 20, u, 20

1 d
En posant p= W(ai aj) » on en déduit pour u, = a5 Uy= 8y s w2 8y a.j)=2p
et par récurrence, wm a; aj) =mph ¢« Pour m= 1 8 s hei 9 hej s Ona
h
w(P):éPa p= 0, donc p= 0.
17

Posons maintenant »= £(P)/P , alors la fonction w(x) = £(x) = Ax vérifie
(1) et w(P) = 0 . Définissons

= i = 2
(Pi(x) = Wy, a,) si x u, a,

alors x =y (mod d;) donne ¢,(x) = ¢;(y) , ainsi ¢;(x) est bien défini et
posséde la période di , donc aussi tous les a, avec J £ i « Par suite f est
linéaire si et seulement si tous les d, valent 1 pour i=1, oee 53 ko

D' autre part on a

k
wzx) = 2 ¢ (x) .
i=1

Cherchons aussi maintenant, dans quel cas f cst non décroissant, alors

(£(x) = £2(7))/(x =3 >0

ou encore

((x) = A(yA(x -y) > = A .
Posons
- Ay = min(o,(0) = 0, (1)/(x = )

ce minimm est atteint pour un couple x , y au moinse En divisant 1'intervalle
(x , y) en intervalles de longueur 1 , on voit qu'il existe un x; tel que

(Pi(Xi + 1) - (Pi(xi) = - )\._i .

Comme a, est premier avec di s on peut trouver un entier uy > 0 tel que

1
X. = a, u,

A 5 U (mod di) j en posant x= 2 a, u, oneaura X =X, (mod di) pour

i=1
tout i=1$‘ aoe;k; done

o0+ 1) = 9 (x) = = A

et par suite

w(x+l)-w(x)::-(}\l+.u+7\k)2-7\ .
I1 en résulte que >\.l+cno+>\.ks>\.o
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Réciproquement, soit (pi(x) une fonction périodique de période d; , avec
94(0) = 0 et soit - Ay = min g (x + 1) = 9;(x) o Posons

k
w(x) = ‘Z 9,(x)

et soit A un nombre vérifiant A =X + oeo + A, alors f(x) = w(x) + Ax est

une solution non décroissante de (1)

Etudions maintenant le cas générale Pour cela nous allons établir d'abord une
égalité fondamentalee Soit I , J wune partition de 1'ensemble des indices
1, ces 5 k o Nous allons prendre dans E deux éléments x , ¥y tels que

X soit fiixe. Pour cela nous poserons

h " Yh

- S 2w e, w=Iovas X vda
T gt 1 gep 337 h™ jer 178 45 3
et nous nous donnons des entiers %4 » j € J, de signe arbitraire. Posons
6, =<1 tel que &, q, >0 o
J J J

Soient w, >0 et h>1 des entiers ; soit

(h) _ : _
uj ..wj+hqj si éj_+1
(h) ;
v = W, h-1 . S5, = = 1
us Wy * ( ) qul si O,
et
(h) _ :
Vj = wj‘+ (h - 1) qj si (33. = + 1
\
v§h/ 2 wj + hlq. | si 63. = -1,
On a ainsi dans les deux cas u(h) gh) = qj et
¥y, = 2 (u -v) + Z Q. Qs
0" 7h iel A jed J 3
D! autre part

£(x,) - £(z,) = izl (£(u; o) = £(v, @) + sz (f(u§h) a) - f(vfih) @)

En mommant pour h=1, 2, eeo , m, il vient 1'égalité

m
@ I {s(x) - £lx))

=m 2 {f(u; a;) - £(v; &)} + 2 8L £((w; +m|ql)a)-f(w a,)}
iel jeJ

-y, = 2 (n, -v.)a, + 2 g, .
*h h iel i i’ i :}GJJ J
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Supposons maintenant que f soit monotone, non décroissante

10 Prenons tous les u et v nuls sauf pour un indice 1 , oi nous suppose=-
rons u, = u >0 et vy = 0 , et pour un indice j ; nhous supposons qj ==,
avec q > 0 « Nous prendrons une partition I, J telleque i1el et je J s
Pour chagque u > 2 , nous choisissons q de sorte que O <u Oti ~ aj < OLJ. H
posant q' = g+ 1 , on aura = o U = q' aj < 0 o Pour tout entier positif
A, nous définissons m et w, par division: n=mg+ wy, Ogw; $q- 1o
On aura

2] pond - :"‘1
Xy =Yy = w0 qaj~>09 6,]‘

donc (2) et la monotonie de f donnent

nf(u ai) - f(n aj) + :f.‘(wj aj) >0 .

Comme f£(0) = 0, ona f£(x) >0 pour x >0 et par suite :

f(n a.) 0 f(w, o)
4 < flu o) + —ded
na, >(gmn+ w.,) a, i n a,
J J J J
Posons alors
f(n ocj)
| S .
A = 1im sup R
N -xco
on a donec
i< .
N < flu oci)/q aj
De maniére analogue, en posant
f(n a,)
At = lim inf J
n a,
N-co J
on obtient avec q' 1'inégalité
1 §
A > f(u oni)/q % .
On a ainsi
flua.) flua,)
—— N A € e
uwa, + o, ua, =0,
1 J 1 J

ces inégalités montrent que f(n aj)/n aj a une limite si n -» «, et que cette
limite est indépendamie de 1'indice j . Nous poserons

f(n a,)

A= lim ——dJ quel que soit j=1, cee 4 k .
N0 naj

Posons maintenant
wix) = f(x) - Xx .
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alors w(x) vérifie (1) et vérifie de plus

(Wx) = Ay))/(x -3} 2=2 pur xcB, yaoo
et

Iim w{x)/x= 0 pour x € B,
Nsco

29 Supposons maintenant k=3 et I= {1}, J= {2, 3} « Prenons dans (2),
pour f , la fonction w et W, = 0 o En divisant par

m(xh - yh) = m{(ul - "fl) G+ Gy Oy *+ q3 0‘3}
on obtient :

w(ul ocl) - w(vl al) + & w(m| qzlaz)/m + & w(m| q3l°'3)/m> o
() = Vi) og + 0y 0p +d3 o T

1
O<u10£1+q2012+q3013<8

alors si m -« , on en déduit que

Si “2/0‘3 est irrationnel, mus choisissons v, = 0, et dy et A3 tels que

w(ul ocl) > - A,
On peut, pour le méme u, , trouver g} et aj tels que
~e<u o +qh %+ <0, dlor Wu ) She

comme € > 0 est arbitraire, on a w(ul 0(1) = 0o

On obtient ainsi le théoréme suivant.

4 “
THEOREME 1o = £i les rapports o/a, , 01.2/01.3 5 3/oc1 sont irrationnels, toute

fonetion f , non décroisgante, vérifiant {1) est de la forme Ax

Dans le cas de k=2 et onl/az irrationnel, 1'égalité (2) dounne de mBme pour
la fonction w 1'indgalité
o & )
oy o)) = w(vy o)
S -2
(ul —- vl) a; + qq Oy

Définissons alors la fonction q:l(x) par
91(0) = 0, g(x+ay) =9,(x) , o0,(u o) = wly a)
et la fonction ‘PZ(X) par
9500 = 0, @ lx+ o)) = 9,(x) , pylu, ) = wln, ay).
Pour x = u) &; + w, 05 on a ainsi

w(x) = ¢, (x) + (pz(X) et w(ul a,) = ‘PI(X) H
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de mbme si y=v; &) + Vy % , N2
wiv, a;) = 9.(y) d* ol (0,(x) = 0, (1))/ (= 3) > =2
clesta-dire ¢ 1(x) + Ax est une fonction monotone non décroissantes
On montre de mBme que (pz(x) + Ax est monotone non décroissante
En vertu de la périodicité de ¢ i(x) , On peut remarquer que cpi(x) est défini

sur 1'ensemnble Ei des x de la forme u, o+ qj aj s Ou Uy entier >0,

mais ou q]. est un entier de signe arbitraire j par suite Ei est un ensemble

de nombres réels partout denses

Etabligsons un lemme.

IEIE, o _S_g.:;_p_ g(x) une fonction définie sur un ensemble H partout densec

Soient x'e€ H, y' € H tels que x' > y' et que g(x*) = gly?) < p(x' - ¥') -

Alors, quel que soib O vérifiant 0 <50 < x' — y' ;, on peut trouver x e H,

yeH, x>y tels que 8<x~y <55 et g(x) -gly) <Plx~y)

L'idée de la démonstration consiste i partager 1'intervalle y' , x' en inter~
valles partiels, de longueur 30 et de déplacer légérement les points de division,

de fagon & ce qu'ils fassent partie de H »
Préecisons : 11 rxiste un entier impair R2r + 1 tel que

3(xf - y’)/Sé <2r+ 1 g (xf - y?)/()
en effet
(! = y')/0 = 3(x* =~ y')/56 = 2(x" = y*)/56 > 2 .

8

Partageons maintenant 1l'intervalle y' , x* en 2r + 1 intervalles égaux et

F
choisissons dans le 2j=-iéme intervalle ouvert, un point Xj de 1l'ensemble par-
[]

tout dense H et celapour j= 1, +0oe , r o Posons de plus X = vy, X 1= X
On a alors

8 (¥ =y')/(Br+ 1) <xgy = xg <3(xt - y')/(20 + 1) < 58
pourj::o‘.;_l:,o-cgrc
Définissons Pj par
g(xj+1) - g(xj) = Pj(xj+1 bl Xj)
alors

r
g(x') - gly') = jEO Pi(xsa1 = %5)
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L'un su moins des P, vérifie P; S P, sinon on aurait g(x') = g(y') >p&'-3')e
En prenant x = x:H1 e V= Xy avee. j tel que pj £ P, on aura
6<x=-y<50 et g(x) - gly) <plx=-y) .
Ie lemme est ainsi démontré. Ce lemme vo nous permettre de démontrer le théoréme

suivant ¢

’ "
THEOREIE 2. - Si k=2 et si /0, est irrationnel, toute fonction f,

non décroissante, vérifiant (1), est de la forme

1
@]

f(x) = Ax + (pl(x) + (pz(x) ol Lpi(O)

cpi(x+ocj)=cpi(x) si idj, 1,3=1,2

(p,() = 9,1/ (x=3) 2 =2 avee A + Ay SR,

I1 ne nous reste qu'a démontrer que ?\1 + %2 < A o Pour cela, montrons d'abord

que l'on peut trouver x € E, , y € E, , y<x tels que

(p(x) ~ 0NV (x =) =N +¢

et seEz, teEz, t <s tels que

(0 (s) = 9 (8))/(s = t) S = A, + €

avec de plus x =y <8 -t <5(x =~ y) et cela quel que soit € >0 donné.

Posons
= A = inf(p, (x) - ¢,(7))/(x = 7) , i=l,2, x€B , yeB , x#y 3
comme (pi(:c) + Ax est croissant, on a 7\i <A et 7\1 est finie Quel que soit
€ >0, on peut donc trouver x, € Ei > Vi € Ei s V3 < Xy tels que
(9;(x) = 9, (y))/ (x5 = 5;) S= A v &

1° 53 Xy =¥ 2% =Y on applique le lemme avec g = P1 s x':xl,
y'=y, s P=~= N+ € et en prenant 6:(;;2.-3;2)/5,&101.3 56 < x' =3 a

Ile lemme donne alors des valeurs de x et y et on prend 8= X 'b:y2 .
2° Si (>c2~y2)/5<xlmyl<x2-y2, il suffit de prendre X =X; , Y=y »
S =X, t-_-y2:,

3°81 xp =y, < (x, - ¥5)/5 , on spplique le lemme avec g= 9y X' =X,
y' = Yp » P=~A, +e et en prenant &= X, = y; » le lemme donne alors s et
t etonprend x=%x; , y=y; o
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Or 1'inégalité x ~y <s = t peut s'éerire x =8 <y =t ;3 come Otl/ot2 est
irrationnel, il existe des entiers positifs u , v aussi grands que 1'on veut

tels que 1l'on ait
x-s<val-—ua2<y—t
c’est-a~dire aussi
t+vo <y+uo; x+uorz<s+voc1.
Comme y <x , on a de plus y+ua2<x+uo:290nsuppose U, Vv assez

grands pour que les quatre nombres suivants, rangds par ordre croissant s

t+-val, V+ua s X+U0, 8+ 7VOo

by

eppartiennent tous & liensemble discret E .

La fonction yY(x) = (pz(x) + A, x est croissante donc

wix + uaz) - Y(y + uaz) <Y(s + v o) - Yt + v ).
En tenant compte de la période o, de ) cela st'éerit :
. o C 3 - S . - -

>‘~2(X - Y) L (PZ(A - U U('2/ ('Pz(y u 0“2) < 7\'2(3 t) + ‘Pz(s) (Pz(t) < E;(S t) .
Dfeutre part; en tenent compte de la période a, de ¢; , on a3
Al - y) +plxruoy) -9 (ysu a,) = Mz =y) +,(x) - ¢,(y) < elx = y) -

En ajoutanty il vient s

(A, + xg)(x ~-y) + wix + u az) - wly + u a2) < be(x = y) .

Par ailleurs, on sait que

w(x + u.az) - wly uaz)2~=>\(x+uaz-—y-—ua2):—->x(x-y)
donc

A+ 2% = N(x=y) < be(x =)

cfest-d~dire, come x =y >0, on a 1'inégalité cherchée A + A, <A, et le
théoréme 2 est démontré.

On peut obtenir des résultats analogues en supposant que les valeurs de f
appartiennent & un espace de Banach, et en remplagant la monotonie de f par
une condition de continuité uniforme s quel que soit € > 0, il existe n tel
que |lx ~ yll <n entraine |lf(x) -~ £(y)ll <&, pour x, y appartenant 2 1'en~

semble E , les a, étant des éléments d'un espace de Banache
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