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Séminaire DELANGE~-PISOT 13-01

(Théorie des nombres)
4e année, 1962/63, n° 13 25 pévrier 1963

FONCTIONS ARITHMETIQUES
A N
SUR L?ANNEAU DES POLYNO.ES A COEFFICIENTS DANS UN CORES FINI

par Francois DRESS

le Introductione

n

s n .
On se drnne un corps fini CG(p ) s P = q; et on considere 1'anneau des poly-:

ndmes & une indéterminde X o Soit
e L
F(X) = ag x + a, 77 4 ane 4 a,1 X+ &, -

Deux polym®mes F et G sont dits associds si F=aG, a€ CG(pr5 o 81 ay=1,

F est dit unitaire. Dans toute la suite de cet exposé, il ne sera considéré que

des polyn®mes unitaires.

Si ao F=v, on pose |F| = q? « On peut alors définir une fonction z8té @

< 1 1
= 2 ¢ = =5 (s=o+it, o>1) .

o(s) = X -2 _
° F [F!S v=0 qu lwg

L'unicité de la décomposition en polynbmes irréductibles et 1!absolue convergence
pour o > 1 des séries et produits considérés permet dfobtenir 1'égalité fonce-

tionnelle ¢
C(s) = ﬂ....___J_'_._.__

le produit infini étant étendu & tous les polynbmes irrdductibles (uniteires)o

2¢ Fonctions arithmétiquess Valeurs moysnnes.

On peut définir dans cet anneau, les fonctions arithmétiques usuelles de la mdme
meniére que dans Z o En raison de la constance de la norme pour les polyndmes de
méme degré, et de la forme trés simple de la fonction z8ta, la sommation & degré

constant des fonctions arithmétiques multiplicatives sera aiséee

Fonctions de diviseurse = d(F) = % L et o(F)= 2 |Fl « na

£|F £|F
S4B mae 2w 3 ) =Tt )R eR(s) = (k)2
FIEC o o 1pl® p 1o YETIE
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d' oy 'y :
~  d(F)
g%y 2 vena
v=0 qu v=0 q °
et - .
po) . ielel, te bl bsl®,
FIFI® »p |p|® || “®
2
:ﬂ (1 + L 4 L + ooo)(l + Ipt + lpl. + ooo)
7 7
p Ip]®  |p|*® Ip|®  |p*®
1 q+q2 q2+<;13+q4
= C(S) C(S - 1) = o - =1+ + 5 + ece
(1 =q ) (1 =q®) Q° q>
d'oy .
2 o(F) '
o o 1
5 By _ 5 2@ - 1)/a-t
v=0 q?s v=0 qu

ce qui donne
wl
gﬂ A(F) = v + 1 et Om‘ o(F) = ELYIT?TF‘ R
0 F-'—?V ) 0 F=v

Indicateur d'Euler.

oF) =2 1= T |p|¥=|p*!.

(£f,F)=1 pkl.F
On
o B - llvs
S KB M1 (|p| -~ )2 s 1Bl 4 o1 Pl
FIF[® »p Iol®  Ip|*® D 1.._.P...s_/
| ol
_ C(s—‘l)_l--ql"S
Gcls) 1 qd-s
d'ou
. ¢(F) -
5 56%;v 1, S q?v _ q2v 1
v=0 qu v=1 qu

ce qui donne

Fonetion de Mdbiuse
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H(F):<(-—-l)i si F:ﬂp

on a \
1 1
SED - 15)_(;0 Z 1
FIF|® p | pl S
ce qui donne
1 si v=20
=N H(F): -1l s8i v=1
.0 0 si v=22
o vy .
On peut enfin calculer la proportion de polyndmes "square-free" par degré @
i 1
- 25 1m2s
SIE ety p|™ _&s) _1=-g
FOIF® p 0 [pl® T p L= 15 TUE T T
p
d'ou )
2 =y =1+%, 2 2 -4
V=0 dvs q? =2 qys

ce qul donne

W) =
aOF:v

3. PolynBmes irréductibles. Nombre par degrée

On désigne par n(v) = nq(v) le nombre de polyn®mes irréductibles (unitaires)
de degré Vv > La fonction z&ta donne

_"‘"IT-'-E: C(s)=ﬂ___LI__—_— 1 ;{._E__l__n(v) (s=o+ it , o>1) ;
lag pla- v=l (1 - o
S ‘\ VE
|p|" q

on prend alors les logarithmes des deux membres, ce qui donne

Z -—ml = Z TC(?\.) Z Tl
A=1Aq = A=1 p=1 pq S
soit, en égalant les coefficients de 55 »
.z mA)
v Ay Y

d'ol, en utilisant la formule d'inversion de MSbius ,

wi(v) = 2} uv) ¢/

AV
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résultat qui peut encore s'éerire :
v/p, - v/p.p
M) =i (@ 3 g te I oq PIon)=ie oy
by [v P;P; Y

(\)'400) °

4o Répartition fine. Premiers résultats de CARLITZ et UCHIYAML.

On désigne par n(v 3 r, t) = nq(v ;3 r, t) le nombre de polynBmes irréduc-
tibles tels que les r premiers coefficients (al y oo g ar) et les t der-

niers (a\)-'b'l‘l 9 eos o a\)) soient fixése
Le paragraphe précédent montre que
2
5 0, 0) = (@ + oD} (v,

Un résultat déja ancien donne des formules exactes [6] pour n(v 3 1, 0) o
Elles sont du mdme type que celles permettant de calculer mn(v) , mais beaucoup
plus compliquées. Elles ne seront pas indiquées icie. Elles peuvent d'ailleurs se

résumer en
(51, 0 =2 P o(@P)]) (o)

CARLITZ en 1952 ([6]) et UCHIYAM: en 1954 ([7]) ont démontré les formules suie

vantes 3
V=1

n(v; 1, 1)=%{%‘?T+ 0(@”?} -+

w5 0, 2) =i{qv: 2+ (@A) o

v-l
valables pour q = pn s P premier impair (la présence du facteur """I’ et non
de qv""2 est due au fait que la valeur O du dernier coefficient a est exclue)e

pY

Etude de n(v 3 1, 1)s Préliminaires. = On définit tout d'abord doux fonctions
- oy}
MF) et x(F) , F=x"+ ay T b eee + 8, 5 fonctions qui sont respectivement
des caracteres additif et multiplicatif sur le corps fini CG(pn) s

n—l
Si t(a) désigne la trace absoluec de a € ca(p™) s @) =a +af s cee + aP

on définit E(a) = (Z:mt(a) )/p - Ensuite, b é&tant un élément quelconque de
ca(p™) s on pose

2

AF) = xb(F) = E(bal) si 30 F>1
A1) =

Si y désigne une racine primitive de CG(p>) s on peut derire a= y© , et

2 -l
on définit X(a) = inr/q (a£0), X(0)=0, Ensuite, étant donné c entier,
0O<e<g=~1, on pose s
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X(F) = x,(F) = X%(a) .

Ces fonctions A et X possédent un certain nombre de propriétés qui servi-

ront pour la suite de la démonstration et qui vont &tre exposées maintenant.

Comme conséquences directes de la définition, on a -

(1) MLB) = ML) AMB) X(£B) = x(&) x(B) .
QSi al=0 q-—l si a.v—_—l
(2) 2 MF) = 2 x(F) =
A 0 si al;éo X 0 si av;fl.
(3) 2 AF)=0 S x(®=0
F F
% vt CEav1

On étudie enfin la somme

2 E(va) x%(a) b#0, c#0) .
acCG(p?)

Soit donec

T = 2 E(ba) x%(2) = éo E(ba) X%(a)

puisque X(0) = O

2 _ T c 5 _ Cy o=l
|T]° = T = o E(ba) X~ (a) il E(= ba') X~(a'™")
= 2 2 Ebla-a)] e = 2 x%(an) T E[pat(a" -
o ado [v(a )] X(aa'™) aido (am) o [bat (a = 1)]
= 2 2 = x%(1). 2 x%(am.o =
at-1 * a";!l W i a“,.J_l (o) a
donc ¢
(4) 7| =Vq .
Démonstration de n(v 3 1, 1)e = On-censidére la série
L(S,K,X):ZM (S:O-}-i_f, O>1)
F o |F|

si on pose ¢
T, = ‘cv(K s X) = 2 MF) x(F)
0]
0 vy

il vient g

'8

. (A 5 )
Lis g Ay x) = O_L‘-’—S——.
v q

]
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Quatre cas sont alors 3 considérer @

10 K:XO:, X = Xp
1 1-qg®
L(S A ,X): Z = -
S TR
20 A= )\.09 X;éxo
I(s , 7\0, X)=ZX(F2= 1 d'cprés (3)
F |7l
3° ANy, X=X .
L(s, 7\., XO): 2 ._.(_F%— l—q"s atopres (3)
/¥ |F|
4° )"rl-%'o.v /(%Xo ( )
® 1 (A, ¥
(s y Ay X) =1+ "L“‘v‘s"' si T = 2 E(bal) Xc(av)
v=l |q] 8198V
zv(x,x)=o si v>1
|‘cl(?\ , )| =Vq d'eprés (4)
. T (A, %)
1\
s p Ay ) = b e
q
Mais on a
_ 5 MF) x(F) _ 1
L(s,k,x)—% EE —gl_x(p)xkp)

S
|l
ce qui donney; en prenant le logarithme,

|~

oo s r
@ 1 l
LogL(s,?»,x):Z{L (p);(ép) .
p |r=t | p|
Soient maintenant a, B € cG(p") s P# 0. Sion considére la somme

2 BE(~ ) X%B) Log (s 4 A 4 x)
AsX

d'aprés la propriété (2), seuls les termes dont les premier et dernier coeffie-

cients sont a et P vont se trouver affectés d'un coefficient non nul lors de
la sommation. Soit

>§- E(- bu) X°(B) Log L(s , A, x) = alg = 1) 2 % -
oX

TS
(pyr) lpl
ot le signe ( 2 | indique que la somme est étendue aux couples (p, r) tels
Dyr

ait pour premier et dernier coefficients a

gue pr et B o
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Le premier membre va avoir des termes dérivant de
m 1 1 1 @ V‘EJL
1° Ing L{s 5 Ay X (mmrmmy = g) = 5 oon
02 Xo) = 1 vOUPES T T L VT
2° Iog L{s ; Ay X) = O
. T i1
30 -LogL(S? }\.JXO):mZ _'\_)——'\.)é-
v=1 q -
N 1P
4° Tog L(s 4 A, X) = 2 AT 5 % 75 .
=1 q

Quanw au second membre, on aura, en désignant par N(v ;, r) le nombre de p de
a v/r et tels que p ait pour premier ct dernier coefficients a et ﬁ 2
y L1 A TN

™

(pyr) ¥ |p|™® w1 ¥ Q”®

avece
1 1
_'\_;w\):: Z —EN(V, r)
ry
soit
1 1
rv -~
r>2 5

) -

. . - 1
D'ol enfin, en prenant le coefficient de 5 dans chaque membre &

=mvy 1, 1)+ O(qv

1 )
“{@” = 1w 2B(=b0) ¢ (= D 2 B 1) XO(p) T (A, X))
b x;éxo
XAX
0 v/2

= q(qg = 1) {n(v ; 1 s 1)+ O(EEV_Q} .
ce qui, en tenant compte de |t,| = Vg, soit |11| = q/2 , démontre la formule
de Carlitz-

On peut remarquer des maintenant que l'hynothése de Riemann pour les séries

I{s , A g X) est vraie d'aprés [z, (A, )| = Vq , ce qui entraine en outre
O(q ) pour la formule.

Démonstration de 7n(v 3 O 4 2) « = Cette démonstration est trés semblable 2 la
précédentes hu lieu de définir A(F) et y(F) , on définit AF) et y(F)

co

A(F) = A (F) = E(b 2:1) si ®F21, a £0

y
ML) =1 et MNF) =0 si o, = 0 ;
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et on termine la démonstration en utilisant

X 5 AF) x(7) 1
I(s A ) =Z :ﬂ e N
00 2o x ¥ p, X)) x(p)
|p|®

On peut faire la mBme remarque sur 1'hypothése de Riemann pour les séries
L{s y Ay x) et pour O(q/ ) o

5« Derniers résultats d'UCHIYAlli.

. V/2
Ies résultats précddents peuvent se généraliser, mais on perd O(q,/ ) » En
1955, UCHIYAMA [8], a démontré la formule suivante :

1 wver=-t, q & ©
s = + 0 (v » )
vsr, t)==a (=7 ()
sous la condition p >mex(r , t = 1) , © étant une constante . adépendante de
1

qQ etde vy, —<6<1 (e étant égalda O ou 1 sulvant que t= 0 ou
t > 1, cfe début du paragraphe 4).

Pour sa démonstration, UCHIYAMA généralisc les caractéres sur CG(pn) employés
par CARLITZ et considére des séries du meme type L(s , Aﬂr) s 7‘t~l) , X) qu'on

ntexvliciterc nas ici.

Hypothése de Riemann pour les séries I(s , A , A, X) o = Si cette hypothése

était vérifide, on aurait 6::-% « On peut considérer cette hypothése comme trés
probables En effet UCHIYAML [8] remarque que cette hypothése permettrait de démon-
trer la conjecture de MORDELL (1946) légérement généralisde, > savoir :

) — e2iﬂt{f(xj}/P <= 1) ql/z (v = 60 £) .

x€CG(p™)
Or cette dernidre indgalité a été démontré par CARLITZ et UCHIYAMA en 1957 [10] a
partir de 1'hypothése de Riemann par André WEIL pour les variétés algébriques,
sous réserve que f ne soit pas de la forme g = g+ u s UE ca(p™) (ce qui
est le cas en particulier si bo f<p~1)e
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