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Séminaire DEIANGE~PISOT 12-0L
(Théorie des nombres)
4e année, 1962/63, n° 12 1L gévrier 1963

CONJECTURE DE MINKOWSKI
ET IA DECOMPOSITION DES MATRICES

par Hassan SAFFARI

le ~ La conjecture suivante est attribuée & MINKOWSKI ¢

Etant données n formes linéaires 3 coefficients réels

n
Zaijxj (i’:.l,z,aee;n)
j=tL

quel que soit le point a = (a1 g 0o ah) € Ep , 11 existe un point
x= (X 5 % , ooe xn) € 2% tel que
n n -n

[T (2 a,, x, + 05){<$ 2744

i=l j=l 1) ]
ol A £0 est le déterminant des coefficients des n formes. Si tous les coef-
ficients sont ratiommels la proposition est vraie (voir par exemple [l], page BZQ;
dans le cas général, il existe plusieurs démonstrations pour n =2 , 3 démonse
trations pour n =3 et une démonstration pour n =4 (voir [6], ou [L] chapitre
1),

En 1961, A. M. MACBEATH a démontré le théoréme général suivant [4]

Si la matrice des coefficients des n formes est décomposable sous la forme
DOTU, la conjecture de Minkowski est vraie ; ol
D est une matrice diagonale,
0 wune matrice orthogonale,
T une matrice unitriangulaire supérieure (c'est-i-dire, triangulaire supérieure
dont les éléments diagonaux sont unités).
U est une matrice unimodulaire.

L'auteur pose alors, la question suivante s
Estece que toute matrice réelle et régulidre est décomposable sous cette forme 7

Dans ce qui suit, aprés avoir démontré le théoréme de Macbeath, je montre que
la réponse & cette question sst affirmative pour n =2 (ce qui donne une démons-
tration de plus pour le cas n =2 de la conjecture de Minkowski), mais en géné-
ral négative pour n impaire #1 .
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2. = Soit x = (x , Xy 5 eoc g xh) @ En . appelons Ik la valeur absolus du
produit des coordonnées de x , et "Matrice de Minkowski" toute matrice mnxm ,
réguliere, M , telle que & tout point a € En correspond un point x e‘én
vérifiant la relation

I (Mx -~ a) < 277y

ce qui est une formulation de la conjecture de Minkowski.

/oo~
THEOREME de Macbeath. = Toute matrice de la forme DOTU est une matrice de
Minkowski.

———— s it

IEME Lo - S M est une matrice de Minkowski, MU 1'est aussi.

En effet le groupe unimodulaire est le groupe des automorphismes du réseau des
points & coordoinées entiéres, donc la multiplication par U ne fait que rem-

placer le point x par un autre point de En 5
IEMME 2. - Si M est une matrice de Minkowski DM 1l'est aussi.
En effet, on a :

(1) IDM = |D| O M

ou M est un vecteur quelconque.

“la e R* et, d'aprés 1'hypothése,

Si @ e Ep s on a cugsl D
I (Mx - D™ &) <27%|M| .
Appliquons (1) en y remplagant le vecteur M par Mx - D-l & 4 nous aurons ¢

I (DMx =a) = |D| T (Mx - pt a) < 27%oM| .

Démonstration du théoréme.  D'apreés les lemmes 1 et 2, il suffit de montrer que

toute mairice de 1a forme O est une matrice de Minkowskie. Soient

€ 5 €y 5 00 p € les vecteurs colomnes de O et

J. tlz 080 tl’n—l tln

0 1 cen t2n-1 tzn

T = enc 000 eed cee se0

O o ©c0Q 1 tn“ln

0 0 oo 0 1
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Si ae ﬁn et x = (xl 9 soeo xh) € EP s COMDE & , soe p 6 forment un
systéme orthonormé on =«
=0 6 +a ey + eve + @, e
et
a—OTBC:ﬁlel'i'.oc'fﬁnen

et un calcul immédiat donne

=0 =
Bn n Xn

Pol =% = Tl n-ln *n

Puo=0 =X =ty G - eee =ty X
1

Choisissons un entier X, tel que lﬁn[:s 5 » Puis llentier x , tel que
1

Alors x € En y et ona
2 2
|a - OTx] =p‘§+...+ﬁns§.

Appliquons 1'inégalité entre la moyenne arithmétique et la moyenne géométrique,
et on trouve

T (0Tx - a) <27 = 27| or|

et le théoréme est démontrd.

3¢ Probléme de décomposition.

IEMVE 3e « Une condition nécessaire et suffisante pour que la matrice réelle et
réguliére A soit décomposable sous la forme DOTU, c'est qu'il existe une matrice
unimodulaire U! et une matrice unitriangulaire supérieure T' s telles que
AU'T* . Soit une matrice dont les vecteurs lignes sont deux & deux orthogonaux.

Démonstratione.

L J -l
1° Soit 4 =DOW , ona AU™ T =10 . Mais U~ est wnimodulaire et T
unitriangulaire supérieure et les vecteurs lignes de DO sont deux & deux ortho-
gonaux, donc la condition est nécessaire.

2° Soit AU'T! =B » B @&yant des vecteurs lignes deux & deux orthogonaux et

t

soit "B la transposée de B, ona B ty =D; , o D, est une matrice diago=-

nale aux éléments positifs, donc on peut poser D; =D . Il en résulte



AUt Ypo Yo by

donc

1204
2

D

(" aurpe )t by oty ety _ g

ce qui montre que la matrice D"l AU'T' est orthogonale et

p~l AUMTY =0 = 4 = DpOTU

avee U = II""l

Cela posé, supposons

812
)
XX

2

avec A= |A| £0 et appelons 8) 58, ,

des vecteurs réels.

es e [

eces e

©

et T =Tt~l e la condition est donc suffisante.

Ses vecteurs lignes qui sont

ee0 » & 8es vecteurs colommes qui

L2 3

LX N ]

LE X )

N1 %
Q2 p e
Ut =
ace [ X B ] e
oLln 0LIZn
avee IU'I :‘t 1 ’ et appelons al o (1.2 P
sont des vecteurs & coordonnédes entiéres, et
Lo Xy ees x)
0 1 see X
Tt = x32 e
[ XX ] [ K X 1 g o se 0 [N X ]
0 0 0] eso 1
on a
ays0) 8 e,
azcal a2.a2
AU' = cee seo
antal an.az

avec |T'] =+ 1

%2

L X 2 J

n

oQl
n
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ol ai"aj indique le produit scalaire des deux vecteurs ay et aJ

2, o0y (al°°‘l)x21*(al°a2) sco (al.al)xnl+(aloaz)xﬁzh..-i.»(alaan).
8,00 (azcori)le+(a2@a2) coo (az.aL)xnl+(aZ.02))Jcn2+¢..+(32.an)

Q00 nce ec e LA K

M = AU'T? =
ano oy (anootl)x21+(an.0t2) cao (ancal)xnl-f(a:h.az)xrﬁh ..+(an-an)

En écrivant, par exemple, que les produits scalaires des vecteurs lignes de cette

n(n - 1)
s

matrice, deux & deux, sont nuls, on obtient un systéme de équations du

second degré, en P—-(-I-l-qz':—'l)- variables X,, , ees , X o 1y ©F 11 giooit de voir

?
s'il est possible de choisir les parametres entiers ajq , ess , a , de fagon que
le déterminant |U| de ces paramétres soit égal 3 X1 et que le systéme consi-

déré ait au moins une solution réelle,

- . 1 :
Remarquons que !M' =% A p +€ Signe = g.rrespend.nt uu aigne du déterminent
de la matrice unimodulaire.

)

THROTEME 2. - Toute matrice 4 d'ordre 2 , régulitre et aux éléments réels

peut &tre décompouée sous la forme DOIU.

IEMME 4, = G

on peut former des matrices unimodulaires dont a; soit le premier vecteur colcmme.

+
11 9 t°° 5 aln étant n entiers tels que [all g oo aln] =-l’

Pour la démonstration, voir par exemple [7], page 6.

IEME 5¢ ~ Etant dormdes n formes linéaires (ai.al) (1=1,2, eee , 1)
avec |A| = laldi #0 , il existe @, € Z" tel que

Mla, o) < 2 ja) .
5 11 n
Pour la démonstration, voir [3] théoréme 450, ou [1] page &.

Démonstration du théoréme 2. ~ Ecrivons que le produit scalaire des lignes de

la matrice
a;e0  (a;e0y) x + (al.az)
apety  (ogety) x + (aye))

est nil 5 on obtient 1'équation du second degré

M=
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(al.al)(azeal)x?+[(aleal)(a2.02)+(a20a1)(aleaz)]x+(al.a1)(azaa1)+(alad2)(azadz)soo
Cette équation aura des racines réelles si s

5 = [(ag00;) (ay00) = (ag00y) (8 c0)1° = 4(ay00q)* (ageeq)° 20
1'expression entre les crachets est lM[z y donc on doit avoir
lMlz - 4(al°ai)2 (82001)2 >0 .
Scit
1
| (g eay) (apeo) | < = 1]

D'aprés le lemme 5 on peut toujours trouver & ; et @, premiers entre eux tels
que cette inégalité soit vraie, et d'apres le lemme 4 on peut former la matrice

unimodulaire U' .

5, Cas général.

IEME 6o - Si (n = 1) vecteurs d'un espace a'n dimensions sont deux & deux
orthogonaux, la somme des carrés des n déterminants mineurs d'ordre (n - 1)
qu'on peut former & partir de la matrice de ces vecteurs, est égale au carré du

produit des longuetirs de ces vecteurs.

Au point de vue du calcul extérieur ce lemme exprime que le produit extérieur de
n -1 vecteurs, deux & deux orthogonaux, d'un espace & n dimensions appartient
a4 ce mBme espace, et sa longueur est égale au produit des longueurs de ces vecteurss
Pourtant on peut domner facilement une démonstration directea

IEMME 7« = Si les vecteurs ligne de la matrice M = AU'T' sont deux & deux ortho-
gonaux, le produit des éléments de la derniere colomne de cette matrice est cons=
tant, et & un signe prés, égal &

AalanAazane.eAanan

Arpz

ot A est le déterminant de la matrice A& , Aa, @ le ccfacteur de 1'élément
aioa-n dans la matrice AU' ,

Démonstration. - Soient Lis 2ty g eeey Zn les longueurs des vecteurs ligne.

Considérons (n = 1) vecteurs ligne de la matrice M , et soient A, , .a., A
les n déterminants mineurs du lemme 6 ; le vecteur (g, &, , ces , e An) , OU
& = =1l et chaque = est choisi tel que e, Ai soit le cofacteur correspon-

dany & un élément de la neiéme ligne, est colindaire avec la neiéme ligne, car
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leur produit scalaire; en valeur absolue, est égal & la| = Ly 2, ceo int olest~
d-dire, d'aprés le lemme 6, égal au produit de leur longueur. Remarquons que le
cofacteur de 1'élément (ajcal) X g oeeo * (aj .»(xn) est égal au cofacteur de
1'élément ajf.-onn de la matrice AU' , on a donc 3

l(&j'al) X, * (aj.az) Xo * eoe ¥ (aj.an)§ i} 83.

[ Aaj“n |y 2y eee by

Si on écrit la mfme relation pour toutes les lignes et si on appelle P la valeur

3

8j+1 LR 'en

absolue du produit des éléments de la derniére colonne, on obtient

lAaa Aaa 2o Aaa l Aaot Aad
p-_1mn 2m nn _| L'n°®°°° nn!]_
- =< - )
(B 2 eee ) R [
& “
- . A . . [
THEOREME 3, = 81 A B eeo b #0, ot n est un nombre impair #1

I™'n "2'n nn

la décomposition de la matrice A sous la forme DOTU est impossibles

Démonstration. =— Ecrivons que le produit scalaire de deux vecteurs ligne quel=

\
conques de M est nul. On obtient .n_(BZ:._l./_ équations

(aioal) (ajcal) * [(aioal) X + (ai'og)][(ajﬁal) Xy t (ajoaz)] + ece
= - [(aip,otl) Xy * oo * (a:'L”an)][(aj”al) X g +oose + (aj.ocn)]

(12192;90";11"1)?(j=2739°°’9n)9i<j‘

Essayons de trouver, par multiplication de ces relations, la constante du lemme 7
au second membre. Comme n est impair, ceci n'est possible qu'en multipliant n

relations, conwrnablement choisies ; par exemple on peut prendre

i=192 .oﬁpn-‘l etlj

respectivement j =2 , 3 ; coe , N et n,

finsi chacun des éléments de la derniére colonne de M apparait deux fois au

second membre et on trouve :

M {(a 00)) (asen;) + [(a 00, )%, +(a,.0,)1[ (2,02, )%, +(24c%,)] + seal

iml 2 .00,mel, 1 F o F 30 E A S MR A

j:z 3 necs n _,,n

7 n Aalan *0° Aanan

= (= 1)" [ ]
AR

2

2
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Il est évident que si le systéme précédent possede une solution, celle=ol doit
vérifier cette équation. Or nous verrons que cette équaticn ne posséde aucune

racine réelle, ce qui démontre le théoreme.

En effet le premier membre est le produit de n facteurs qui ne peuvent s'an-
miler. Comme chaque facteur est un polyndme du second degré par rapport aux varia-
bles, il conserve un signe fixe quelles que soient les valeurs de ces variables,
Attribuons des valeurs numériques arbitraires & toutes les variables, sauf par
exemple, & la premiére § on obtient un polyndme du second degré & une variable,
dont le signe est celui de (ai°al)(aj°al) o Ainsi le signe du produit est celui

de
[(ago0) (goty) ooe (a04)]"
1°% 8201 sse n.l
donc positif,
Mais n étant impair, le signe du second membre est - , la proposition est

donc démontrée.

Remarque lo - Cette démonstration est en défaut si toutes les variables sont

milles, mais alors des considérations simples concernant le minimum d'une forme
quadratique définie positive (voir [5]) montre que, méme dans ce cas, la décompo-

sition est en général impossibles

Conséquence. = JUne condition nécessaire pour que la décomposition soit possible

est que

A cec A = O .
a0 e & 0
Remarque 2. ~ Supposons C =4AB , ot &L , B et C sont des matrices carrées

dlcrdre n .~ Soit

il,jz,.oc’ip

j]_ ’ jz » 880 jp
le déterminant mineur d'ordre p déduit de C et composé des éléments des lignes
i) 5 iy 5 ceo p 1 et des colonmes J; , Jy 5 eee 5 j de C Llors d'apres le

théoréme Binet-Cauchy (voir [2], tome 1, page 12) on a la formule suivante @

i].?jz’.OO’ip il’jQ’O.I,ip l'I{Z’OOQ’Kp
c -2 4L B
J

j i ] ]-\ <K, <ese < ede 4 : .o s
Jpsdpseeesdy X<k, <Kﬁ\n K 5K, ’KIV/ 1932900023,




12~09
- ¢t
Aala Aaza ces & o =0 11 est néoessaire qu'au moins
n n nn )
un facteur, par exemple Aa o ! soit égal & zéro. En appliquant la formule pré-

1"n
cédente & la matrice ALU' on trouve

2 9 3 ’ XX ] 9 n Kl [ K2 , coe (] Kn—].
2 ~ A Ut =0,
1$K1<K2< o ¢<Kn_l$n Kl Iy K2 s soe8 Kn-l 1 P 2 g ee0 ¢ I = 1

Comme les mineurs de la matrice unimodulaire sont des entiers, cette relation

Cela pos€, pour que

montre que les n déterminants mineurs d'ordre n - 1 , qu'on peut former avec
les n -1 derniéres lignes de L , sont linéairement dépendants sur les entiers

rationnels.
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