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Séminaire DELANGE-PISOT 15-01

(Théorie des nombres)
3e année, 1961/62, n° 15 21 mai 1962

IE PROBLEME DE WARING ET IA METHODE DE HARDY
[DISSECTION DE FAREY ]

par Pierre BARRUCAND

l, - En 1625, GIRARD constatait que tout nombre est somme de quatre carrés
parfaits (y compris, bien entendu, 1 & O0), et cotte remarque fut reprise par
BACHET en 1636. FERMAT s'intéressa au probléme et prétendit avoir démontré cette
propriété, mais, comme & son habitude, il ne publia pas sa preuve.

Ctest seulement en 1770 que LAGRANGE, utilisant certains résultats partiels
d'EUIER, donna une démonstration de ce céldbre théoréme. La mBme année, WARING,

dans son ouvrage Meditationes algebraicae, avait affirmé que tout nombre est la

somme de quatre carrés, neuf cubes, dix-neuf bicarrés et ainsi de suite (et sic
deinceps). Il ne donna aucune preuve, et il est peu probable qu'il en ait trouvé
une. La loi de formation n'est pas évidente, mais s'éclaire quand on sait
@Buler montra que, de toute fagon, si K est la partie entiére de \( g-)k le
nombre 25 K = 1 exige 2K 4K -2 puissances k-iémes.

L'hypothése de Waring s'énoncerait alors :

k

Tout nombre est somme de g*(k) =2 4+ K -2 puissances k~iémes.

Sous cette forme elle n'est pas totalement démontrée, tout ce qu'on peut dire

clest qu'elle est possible et méme trés probable. En fait, on peut énoncer :

" 19 Tout nombre est somme d'un nombre g(k) de puissances keilmeset
gk) >g¥(k) .

20 g(k) =g* (k) si k=2, 3 ouest supéricur ou égal & 6 3 la condition
que Bk - 2k K< 2k _ K ~2 et onne connalt pas d'exemple pour lequel cette

relation ne serait pas vérifide.

3051 k=4 ou 5, g(k) peut &tre égal & g*(k) , en tous cas, g(5) g 40
et g(4) <35 .

Ce fut seulement en 1859 que LIOUVILIE démontra que tout nombre divisible par
6 est somme de 48 bicarréds, par suite tout nombre est somme de 53 bicarrés. la
preuve est excessivement simple. I1 suffit de vérifier que :
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6(a2 + b2 + c2 + dz)2 = (a + b)4 + (a + 0)4 + (b + c)4 + ees

+ (a - b)4 + (a - 0)4 + (b - c)4 + eee

Or, tout nombre est somme de quatre carrés.

On parvient facilement & améliorer ce résultat jusqu'a 4l bicarrés, plus dif-
ficilement jusqu'ad 37 et il ne semble pas que l'on connaisse rien de mieux
que 35. Pourtant, le calcul direct montre qu'on n'a jamais besoin de plus de
19 bicarrés, et 11 n'y a que six ou sept nombres dont le plus petit est 79 qui

exigent réellement ce nombre de 19

Que tout nombre soit somme de 9 cubes fut seulement prouvé au XXe siécle ; la
premiére démonstration, due & WIEFERICH, était partiellement erronée et 1'on ne

connalt pas de preuve réellement simple.

On peut généraliser ainsi le théoréme des quatre carrés : il existe des quadru-
plets (a2, b, c , d) de nombres, tels que tout nombre n puisse 8tre mis
sous la forme (F) telle que n = ami + bmé + cm% + dmi o Sous cette forme, il
existe seulement 55 quadruplets vérifiant ce théoréme, comme le prouve, en 1917,
RAMANUJAN., Par exemple :+ (1 , 3,3 ,1), (L ,2,3,5) . Mais il existe
agussi des quadruplets tels que tout nombre suffisamment grand, c'est-a-dire
supérieur 2 une limite qui dépend du quadruplet, puisse &tre mis sous la forme
(F) « Prenons par exemple (1L , 1,5, 5), seul le nombre 3 ne peut pas tre

représenté.
Pareillement, on connalt des groupes de 9 nombres tels que l'on ait toujours

q
n:Zan% .

V=1 v

Mais surtout, on peut montrer que tout nombre suffisamment grand est susceptible
d'8tre mis cous la forme d'une somme de 7 cubes (LINNIK, 1942), En fait, seuls 23
et 239 exigent 9 cubes, et 1'on ne connaft que L5 nombres dont le plus grand

est 454 , qui en demandent 8+ I1 est presque certain qu'd partir d'une certaine
limite, 6 cubes suffisent. Le plus grand nombre exigeant 7 cubes est 8042 , et
sans doute le plus grand nombre exigeant 6 cubes est inférieur & 2 millions .

Il y a plus que des présomptions qui font croire qu'¢nfalt cingetméme quatre cubes
suffisent. Dans ce dernier cas le dernier aombre exigeant cing cubes pourrait
8tre de 1l'ordre de 1014 ou moinse
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On sait de méme que tout nombre suffisamment grand est somme de 16 bicarrés ;

et ce résultat, dans un sens ne peut &tre amélioré, car on comnaft une suite
infinie de nombres, soit 16%3L qui exigent 16 bicarrds. De méme tout nombre
suffisamment grand est somme de 23 puissances 5=iémes et en général de G(x)

puissances X-iémes.

Dans le sens contraire on sait que, de toutes fagons, il y a un nombre infini
de nombres qui ne peuvent &tre somme de k puissances k-iémes ; cette proposi-
tion est due a MAILLET, donc G(k) >k + 1 o Donc : tout nombre suffisamment
grand est somme de G(k) puissances keitmes, et k + 1 < G(k) < g(k) « En fait
G(k) est beaucoup plus petit que g(k) car on seit que G(k) = O(k log k) (es-
timation due & VINOGRADOV), Dans quelques cas particuliers on peut montrer que

G(k) est supérieur 3 k + 1 , Par exemple G(6) >9, G(Zn) 2‘2n+2 .

by

On peut aussi chercher & déterminer la limite telle que presque tous les nombres

soient sommes de Gl(k) puigsances k~iémes, c'est-a~dire telle que la proportion
des exceptions <n décroisse quand n croit. Exemples : presque tous les
nombres sont somme de 15 bicarrés et Gl(4) =15 (en effet tout nombre

= 15(mod 16) exige 15 bicarrés). Presque tous les nombres sont somme de quatre
cubes et Gl(B) =4 , 81 n= :-4(g) , 11 faut quatre cubes, mais on admet que
sans doute G(3) =G;(3) =4 . Ces théorémes sontdus & DAVENPORT,

On peut (mais presque rien n'a été fait dans ce sens, et c'est une des orienta-
tions possibles de nouvelles recherches) étudier la représentation comme somme
de pulssances de nombres satisfaisants & certzines conditions de congruence. Par
exemple définir g(k , @ , p) le nombre minimum de puissances k-ilmes nécessaires
& représenter tous les nombres = o(p) o hinsi g(3 , a9, 9) sauf si a=5 .
On définira de 1. mfme fagon G(k , @ , u) «» Il ¥y a des raisons de penser que,
par exemple, G(4 , a, 16)<9 si ag 9.,

Il y a différentes généralisations du probléme de Waring, par exemple @

i 2 3 .
19 Ies sommes mixtes telles m + mg + mg =n (on sait que presque tous les

nombres peuvent 8tre représentds ainsi)e.
29 Les sommes de polynfmes n = Z:Pk(mv) .

3° Somme de puissances avec coefficients n =2 a, m% ; un exemple simple est
donné par les formes quadratiques quaternaires (F) citées plus haut. Des formes
cubiques particuliérement intéressantes sont (L , 1 ,2 ,2 ,3),
(l’l,2s3’4)y(l’l’2’3:3)'
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49 Représentation d'un entier d'un corps algébrique par une somme de puissances
k d'entiers du méme corps. Par exemple on connaft un théoréme de Maass qui dit
que "tout entier du corps C(Vg) est somme de trois carrés entiers du méme

corps", il semble qu'il en soit de méme pour les corps cW2) et C{/3) .

D'autres problémes enfin, apparemment trés distincts du probleme de Waring,
lui sont 1iés, plus ou moins, pour des raisons techniques. Nous en signalerons
quelques-uns & la fin de cet exposé, un exemple intéressant est le probléme de

Kummer.

24 = Le théoréme I fut démontré pour la premiére fois par HILBERT en 1909,
sa démonstration, trés compliquée, fut progressivement siuplifiée, notamment
par STRIDSBERG et REMAK. Cette preuve est trés intéressante parce qu'elle est
entiérement élémentaire, et peut=8tre est-elle trop oubliée, mais elle semble

incapable de donner des renseignements numériques.

En 1919, G. He HARDY et J, LITTIEWOOD devaient donner une démonstration tout
4 fait différente. Cette démonstration est fondée sur deux remarquables idées de
Srinivasa RAMANUJAN,

1a premiére est la découverte de séries trés curieuses qui permettent le déve-
loppement en séries de fonctions arithmétiques plus ou moins compliquées et qu'on

appelle séries singuliéraes. Ces séries se présentent sous la forme

5 §_° 5 - 2minh
h(q) g=t ¢ g

ot 2 signifie que h décrit un systéme réduit de résidus modulo q , et ol

h(q)
8, , sont des coefficients définis par chaque couple h, q si (h,q =15,
’

Par exemple pour la somme des diviseurs de n , on a

2 - © .
ofn) =l—n 2 2 expfcRlinhy =
N h(q) g=1 a
2

clest-a-dire que O = .
q h,q q

Ia seconde est une méthode permettant le calcul, au moins approximatif de cer-
taines intégrales compliquées. Cette méthode appelée souvent méthode du cercle,

ou dissection de Farey, a été sans doute le plus grand événement de la théorie
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des nombres de la premiére moitié du XXe siécle. Elle fut appliquée semble=t-il
pour la premiére fois par BARDY et RAMANUJAN quand ils cherchérent & évaluer
asymptotiquement la fonction p(n) définie par

2 p(n) £ = ﬁ (1 = xn)"l .
n=L

Elle a permis la solution du probléme de Waring et de diverses généralisations,

mais aussi :
19 Ltévaluation de coefficients & distribution irréguliére, par exemple

2 o, (v) cﬁ(n -v) avec o (n) = >

v<n d|n

2 da(v) d(n -v) avec d(n) = 2 1
dln

2 aM) d3(n - V) avec z:dB(n) 3 = CB(S)

2° Des progrées considérables dans 1'étude du probléme de Goldbach.

3° Sous certaines hypothéses, 1'évaluation du nombre de couples de nombres pre—
nmiers différents de 20 et inférieurs & n , quoique la théorie soit fort peu
avancée.

4° Solution du probléme des partitions (RAMANUJAN, RADEMACHER, ISEKI).

5° Représentation d'un nombre par une forme quadratique, telle (F) D

6° Somes, telles 2 d(n) d(n + &) = &N , L) .
n<y

Il est trés intéressant d'observer que cette méthode est le résultat de la
collaboration de deux hommes de formation hien distincte, un mathématicien clas-
sique G He HARDY et un autodidacte imaginatif RAMANUJAN, un exemple particulide
rement instructif en faveur de la collaboration d'hommes de formation et d'esprit

différents et qui se complétent par leurs différences mfmes.

3« = Adoptons d'emblée quelques conventions

Py p' , @ désignent des nombres premiers,
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n,m,h, q, s, k des nombres entiers,
X4 x',y, 2 des nombres guelcongues complexes {ou réels),
p un nombre complexe de faible amplitude,

u un nombre réel.

Rappelons maintenant quelques prop:iétés trés classiques des fonctions ellip-
tiques et modulaires. Solent K et XK' les "périodes" d'un systéme de fonctions

elliptiques de Jacobi de module u ,

exp(- 2 ) =X

et
T
exp(--Kg} = x! 5
n2 b
| B PR W
x' = exp( = ) = exP(+'IB@ x) »
y =~ log x o
On a
il o 2 5T
B(x) = (F_?.I.{_ =1 + 3 2x" , 0(x") = ;5/%1_{_‘ o
3 1 3

La série de Taylor définissant 6(x) étant lacuna’-e, le cercle unitaire est
pour elle une lignc de singularité essentielle ou une "coupure" au-~deld de
laquelle il n'y a pas de prolongement analytiques lMais quelle est 1'allure de O(xj
au voisinage de ce cercle. Des relations précédentes on déduit

@) o(x) = J-;‘-._ o(x) .

Si x tend le long de l'axe positif vers + 1 , x' devient absolument infins.

et, par suite,

8(x) l\/;l .
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Dtautre partla relation fonctionnelle A est valable quel que soit =x , pour-
tant si on 1l'applique & un x complexe dont l'amplitude n'est pas suffisamment
petite la convergence de 6(x') diminue rapidement. Supposons maintenant

27ih T
=P H
q b

X = P exp

alors

-l ® 2
o(x) =~ 1 + b3 122 5 plmat?) .
£=0 m=0

Par certaines transformations, on est amené alors &

S S , 2 2
h f hygym [ 7t nTom
9 29, 2 3 Tha
() ===\ 10% P*% T a V-Togp eXp(q Tog P) ?
avec
-1 o 2 _ e R
Sh = ql exp 27ihn 3 Sh = 2 exp 27 ihn cos 27
29 -0 q yLIL g q q
. . . . . 2nih
ce qui fait qu'aux environs du point rationnel exp , On a

S
O(x) v Lod [ 7

q N- logp *

Supposons maintenant que nous parcourions un_ cercle de centre 0O et de rayon

voisinde 1 . S1 g n'est pas trop grand q’q f 1og 5 est une excellente
approximation de la fonction, mais si q devient grand, notre estimation ne

tient plus aussi bien, tout d'abord parce que Sy q= O(q ) , donc
b4

-l ’
_gzg = 0(q /2) ensuite parce que q , en dénominateur dans les exponentielles,
rend les termes correspondants plus grandse Mais si nous parcourons le rayon

) s la formule d'approximation \/C:;E:::> tient aux environs immé-
2ntih - log p

(o s €Xp 27in

diats du point exp

Enfin si nous parcourons le cercle le long d'un reyon menant & un point irraw-
tionnel, le comportement de la fonction sera trés compliqué et dépend dtailleurs



1508

’i . . 1
de la nature arithmétique de ce point. (7).

Maintenant, en général, une expression comme (log x)™° est peu maniable, mais
aux environs du point 1 on peut la remplacer asymptotiquement par la fonction

2 1{(2{)" 2 » car (log x)™% - 2(x Ii(;)— %) est réguliére aux environs du
pOin'b 1 °
La fonction Z est définie par
o Xn
Z(x , s) =2 = ,

In

en particulier
X

4= 1) =
( ) TP
et en général
Z(x , - b) =—22& ,
(L -x)™

P(x) étant un polyndme.

Nous pouvons alors représenter asymptotiquement 6(x) aux environs du point
2nih - 2nih

exp par C(h, q) Z(x exp

1
s 2—) oi C(h , q) est un coefficient.

Nous allons généraliser ces résultats. Posons
© nk *° k
ek(x) =1 +2%x 3 ek(x) =1 +2)£exp(-n y) s

Gk(x) étant “acunaire admet le cercle unité comme coupure. Maintenant, par la
formile sommatoire de Poisson :

1
(") I1 est un peu plus simple si ce point est un irrationnel quadratique.
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ek(x) =2 fow exp (- zky) dz + 4 m-El /Om exp K y) cos 2mz dz R

o (1) =2 (L + D) v R wayte L g (et

m=1
avec

¢k(t) = /6a>exp(- zk) cos tz dz B

Des expressions asymptotiques de cpy(t) sont conmies, en particulier celles
de BURWELL et celles de BAKHOOM, 1'approximation pour Gk(x) aux environs du

-
-

. Iy = < . .
point 1 1le long du rayon réel 2I'(L + 'E) y est tres bonne si k est pair,

un peu moins si k est impair.

Si nous voulons étudier 1l'allure de ek(x) le long d'un rayon dirigé vers un

point ratiomnel, il faut transformer notre formle qui devient

. S, . S
27t1h) —2r( + ) =L/ Tkyheq L 4 Z k,h,q, -l/k 27rm )

0 (x e = + —t .
i (% e =3 By £ iy
o0 S*
+ 4 2 k,hy,q,m -1 /k *( 27tm )
m=1 d @
<) Ic
(PI:(’G) = /O exp(- z) sin tz dz 3
q=l k
2min h
Sk,h,q 2 exp g ) ’
acl 2nin h 27nm
S = 2 exp( ) cos R
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* q-l k
g = exp (27[11'1 h) 3 27tnm
k,h,q,m n:O

Si k est pair S* est identiquement nul, et la formule se simplifie comme
dans le cas k =2

De tout cela nous pouvons déduire facilement qulaux environs du point

exp 2nih

S
%{(X) =21 + 'E) X h’q (= log p)” L/ .

I1 est maintenant clair qu'aux environs des points ratiomnels

Ly o8
+ S
E) K14 7% exp —

r(g a

2581

Gz(x) =

Maintenant nous pouvons toujours définir formellcment

28 81 4 b o 85 ,
k 2 s _Khyg Z(x exp = 2nih L2

r@  hl@ gt o T’

%
Gk(x ’ s) =

Si nous supposons que, pour quelques s et k s 1la convergence absolue est
assurée, nous avons

SS
g}f_-(x »8) =2 p(k, s, n) x* avec Aq(n) y Lhg exp (= 2”1{1’7\

\

nlq) o° d
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Pl enm =— ha) o g 1
25 T(1 + L)®
p(k y 8, n) = ( ;E _(S/k)-l 6(n) 3
F(‘E)
6(1’1) = qi Aq(n) .

Et si nous pouvons définir Q;(x y 8) , cette fonction et ei(x) sont asympto-
tiquement équivalentes aux environs des points rationnels.

Pour le moment notre raisonnement est tout & fait formel. Néanmoins il sméne

4 une définition intéressante : celle de la série singulidre attachée 2 une fonc-

tion ayant un certain comportement sux environs des points rationnels.

» I . 2
44 = Maintenant beaucoup de propriétés relatives aux sommes de Gauss (*) sont

conmieses

Ia formule=clef est

e

Il suffit donc de pouvoir calculer S o
h,p

Maintenant si (p , k) =1 , closted-dirc ei pfk

S - le' (k1)
h,p

S x S

=S
’ k 1
h’Pp +B h,p“{

h:FP

(2) L'indice k sera omis quand il n'est pas nécessaire & la compréhension -
du texte.
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et

-1
s FS=pB si 2<B<L k .

h,p

On est donc amené & déterminer les S si plk, et les S .
h ﬁa hyp
2

108 k est impairetsi (p=-1,k)=1, S _ =0,
20 51 k estpairetsi (p=-1,%k) =2, S se réduit & la somme S,
. h,p X sh,p
et plus généralement si (p-1,%k) =6, S se réduit & la somme Sg
k,h,p sh

I1 ne semble pas que des régles absolument générales aient été données par

le cas plk qui est compliqué, aurtout si p =2 .

Supposons maintenant que k|p -~ 1 3 on peut toujours construire un systéme de

caractéres primitifs ¥ modulo p et de puissance k-ilme, c'est-d-dire que

[ ]
sDP

x{n + p) =x(n) , x(m') =x(n) x(n') et x(0) =0, enfin x(n) est une racine

primitive de 1'unité si n est une racine primitive modulo p .

On a
27minh
2 x(n) exp Z52 =1y, )
. , s
Ex(n) exp ZE2 =1 (1, p)
et
k-1
S 2 2 1 (n 5
. k,h’p 0:1 'I;]_( b4 p)
Or il est facile de montrer
T, (b, p)| = V| ’

done

ISy, pl < (0= D)V .
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I1 y a dtailleurs k wvaleurs possibles de Sh . selon la valeur de ¥ (h)
b4
dans le systéme de caractéres primitifs adopté, c'est-d-dire que si
— 1 —
X(h) - X(h ) s Sh’p - Sh',p L]

Régles particuliéres pour S :
g P jY 2,h,p

%

H+l 7iih
2 \’Z-pr —z-— .

10§ =0

.h
h,2 y S P‘::2}}'(1+1), S

l =
h,4 n,2°H*

h
20 S = (=) S si 2
h,p (P) l,p P ;é

Sy P est racine de % - p¥ =0 avec p*= (:'bi)p , donc p*= 1(4) .
’

En conclusion si q n'a pas de facteur cubique et si (q , k) =113 ’

(o]

Sk,h,q <dk(q) l‘/_(il avec (;k(s) _—_% dk(n) oS ,

G(s) étant la fonction de Riemann.

* N
Reste le cas des sommes S et s Or tres peu de choses sont conmuesa

S
. h,q,m h,q,m
Cependant, bien apres les premiers travaux de HARDY et LITTIEWOOD, Loo Keng HUA

a publié la relation

- O(q(k—l)/k) , S;:,q,m _ O(q(k-l)/k)

h,q,m
et il semble surtout que 1'on puisse attendre beaucoup de certaines relations
découvertes par André WEIL (3). Signalons tout de suite que le cas k =2 ne
pose pas de difficulté grave et que les cas k =3 et k =4 sont sans doute
beaucoup plus abordables que si k> 5 .

Les regles que nous venons d'énumérer permettent déja de préciser certaines
regles de convergence pour la série 8*(}: s S, k) sur lesquelles on pourra
revenir, en tout cas il est clair qu'il y a toujours une valeur sy pour laquelle,
pour tout s> s; , 61’:(5 , X) converges.

®) Voir & ce sujet :

CARLITZ (L.) and UCHIYAMA (S.). = Bounds for exponential sums, Duke math.
Jo’ to 24, 1957, Pe 37-‘41~
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5. = A chaque nembre fractiemnaire h/q faisons correspondre le peint

Tt
exp 21%2 ou Ph;q « On appelle suite de Farey d'ordre N 1'ensemble des nombres

fractionnaires irréductibles compris entre O et 1 et dont le dénominateur

est <N . Ces nombres fractionnaires étant rangés par ordre de grandeur. Par

exemple, la suite de Farey d'ordre 4 est O , %-, %—, %-, %-, %-, 1 . On eait
que si h/q et h'/q' sont deux termes successifs d'une suite de Farey, on a

h'q = hq! = 1 . Considérons maintenant les points médiants situés chacun entre
deux termes consécutifs §-+ a]afé—ETT- s ¢t faisons correspondre & chacun de

ces médiants un point P; q on voit que le point Ph' q! est situé toujours

* ’ . AR
entre Ph q et Ph' Q' Chague point P se trouve & 1l'intérieur d'un segment
jh .2 1limité par deux points médiants p* s et le cercle est complétement divisé,

sans hiatus, par ces segments. De plus les fractions —Tafjrajy- vérifient tou-
jours

L. 1 <L
Za¥ "qlqg + q'J aN

ce qui domne a la distribution des segments une régularité relative.

Considérons maintenant 1'intégrale

1
=gy o T &

le contour étant fermé sans point double et intérieur & vne coupure ciroulaire.

Nous pouvons décomposer cette courbe fermée en segments correspondants aux .arce-

de Farey que nous venons de définir et poser alors

%ﬂ_zhwu—mi% .

h,q
g

Il serait trés difficile d'apprécier exactement chaque intégrale partielle
Ih q°? mais on peut lui substituer une valeur apprrochée et estimer le terme
4

dterreur

*
=J +J H
Ih:q h,q h,q ?



1515
on a alors

=J +J* .

= 2 z g
I Ty * % Tnq =9+ Iy

h,q

. v
Dans certains cas particuliers on peut montrer que JN tend vers O quand N
ceroft ;3 dans d'autres cas on peut estimer 1l'ordre de grandeur de J§ ou lui

fixer une borne.

La difficulté est alors de choisir le contour, et l'ordre N de fagon aussi
avantageuse que possible et d'évaluer aussi précisémment que possible 1'ordre

de grandeur de J§ .

Considérons maintenant la fonction Sk(x) et soit GE(X) =2z(n) ¥ et
z(n) = Zk,s(n) s'il y a équivoque 3 z(n) représente le nombre de représenta~
tions de n comme somme de s puissances k-iémes - avec la convention, si k
est pair, que l'on considére comme distinctes les représentations qui différent
par 1lfordre et le signe. Cette convention subsiste pour k impair, si 1l'on

parle de modules de puilssancese

Nous avons donc . zm) = /6°® ——2—1—51— .
X

HARDY et LITTIEWOCD adoptent pour contour un cercle de rayon 1 —% ou exp :'ﬁ‘]"‘

(1a différence est négligeable), et pour ordre de la dissection de Farey, défini
plus haut, N = [n(k-l)/k] o Ils ne donnent aucun argument tendant & faire croire
que ce sont 1 les meilleurs choix possibles. En fait dens des problémes voisins

on a été amené 3 utiliser d'zutres contours avec succéss

L

De plus ils opposent arcs majeurs et arcs mineurs j§ pour un arc majeur q<n
pour un arc mineur g * nl o La raison de cette distinction est assez claire.
Il s'agit d'exprimer de fagon aussi simple que possible 1'allure de la fonction
ek(x) le long du cercle d'intégration. Dans le cas des arcs majeurs, la relation
fonctionnelle donne une approximation rapide de la fonction ek(x) , dans le cas
des arcs mineurs au contraire, la relation fonctionnelle, quoique correcte, est
peu utilisable et on peut se contenter d'estimer directement la fonction & partir
de sa série de Taylor limitée & quelques termes. On ®oit observer gque la distinc—
tion entre arcs majeurs et arcs mineurs est lide aux modalités techniques adoptées
par le calecul, qu'elle n'a rien d'absolu et qu'elle dépend, non seulement de N,

mais du contour choisi.
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Sur les arcs majeurs on va voir que la fonction est réellement dominée par le

S
-l
terme (L + %) -%23- (- log p) /x , mais ce n'est plus le cas pour les arcs
mineurs, tant & cause de la convergence médiocre de la série que du rdle du
dénominateur. q o

Posons C =Rr'(l + "Ili') , le long dfun arc majeur on peut écrire
6 (x) =C filﬂi (- 1o P)-l/k + 9
¥ TV g g h,q :

I1 faut estimer l'ordre de grandeur de \IJb a qui dépend & la fois de celui des
ot J
sommes S , s ¥ et du comportement asympotique des fonctions ¢, (x) et
Byqym * "hyg,m S7in ok
¢ que nous avons définies. Sur le rayon (C, exp ) la contribution des
¢ et (p* est trés faible, mais aux extrémités de 1l'arc elle est plus impor-

tante,

Pour évaluer S, ~, HARDY et LITTIEWOOD utilisent une estimation assez mé~

. 2 Qs
diocre
gel . *
T = 2 exp?f.:.'. (hzk + hl ~Zk+l + .o.) = O(qk )
7=0 a
avee kK =1 = okt .

Cette formule est dérivée du théoréme dit des sommes de Weyl. Nous savons qu'en
réalité T = O(q(k-l)/k)
tique pour & , ils obtiennent finalement la formule

« Combinant cette évaluation avec une formule asympto-

S *
q.(0 =09 (- 10g ) s 0

Dans le cas k =1(2) , une légére complication se produit j en effet, la somme

Sk h est toujours réelle et la somme S* toujours imaginaire, et il est
s115Q,M

avantageux d'écrire

am

1
ol (P*( kk
9 g(~ log p) -/

) = ¢

L
R .
m
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On a donc
)
h,q *
0. (x) =0 =22 (~ lo J’k+ + €
k() g (-1 F ¥n,q ¥ ®nyq
avec
E 3
S
_2 k,q,m
gh’q—-ﬁz m *

la contribution du nombre imaginaire pur €y q n*est pas importante, mais il est
4
intéressant & envmager quand on considére 1'allure de la fonction © (x) au
voisinage du cercle unité. Mais rien ne semble connu de ces nombres E:h q°
’

Arcs mineurs. = HARDY et LITTLEWOOD commencent par établir un lemme.

Si

n(l/k)"ﬂ <g< nl"(l/k)“‘n ot 0<p< n(l/k)"'c

(?%i. ) = o(n{E7R)+N

exp

iM*s:

A pouvant 8tre calculé en fonctionde n etde (.

De bien meilleurs résultats sont conmis. Par exemple MORDELL & montré que

2nih _k B (3/4)+¢
exp T ) 5 Sk,h,q ¥ (q )

iM‘:

Dlautre part

w k o k
Gk(x)=...l +2 28 42 2 X =-l+,61+62
0]

Wel
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avec

W= n(l/k)+c et 6 = o(1) .

by

I1 nous reste i calculer maintenant 1'intégrale

Ly %W ()
. dx
piiss Jh,q xp+I Ih,q n
en sorte que
2 (n) = z(n) ;
h,q Ih:q

on trouve

52
I () = 138 O (A0 (2 g) 4 o(gl /49y

et finalement

Zk,s(n) ='TT%;ET n(s/k)"l 6(n) + O(nSk*/k)

%
Le terme O(nSk /k) est négligeable tant que s > 1kt

trés grossiére.

s mais llestimation est

Loo Keng HUA a pu, en raffinant, ramencr cette limite 2 2k .

Dang e cas k =2 , il est facile d'obtenir

5,60 = gy 20 ) oy

Signalons enfin qu'une méthode trés pulssante, mais trés compliquée, d'esti-
mation de sommes trigonométrigues est due & VINOGRADOV, mais elle exigerait

trop de commentaires et est hors de notre sujet, citons seulement le résultat
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g(k) = 0(k log k) .

Théorie de la série singuliére. = Il nous faut étudier maintenant la série

singuliére. Pour cela nous rappellerons d'abord un théoréme d'André GUINAND qui

n'est pas indispensable, mais qui aide & comprendre certaines questions.

Si

\/Equ ’

q A .

Cette relation de réeciprocité est une forme particuliére de la loi générale de
réciprocité de Fourier.

On voit que les suites A& (n) et S° sont ainsi rapprochées.
q k,n,q

I1 nous faut rappeler aussi le théoréme de factorisation

ve

C(s) :E e =T (1 - p—'s)’l si R(s) > 1
1 P

soit

C(S) =1 g(p ’ S) .
Y

Considérons maintenant les sommes

A= X (_S_h_,_gr oxp - 27z

THE OREMES .

10 83 (q ’ q') = L



Aq(n) Aq. (n) =Aqq. (n)

) N e
la conséquence immédiate est que si (M

e 9]

&p,n) =1+ 2 A (n)
=L p

alors

6(n) = i &p , n) .
P

20 Supposons maintenant que pJk et pln et pc+]'){n , BP< k.

Ayn) =0 si a>c+l
P

si pfn et a>1

1l
o

A (n)
p

E(p,mn) =1+ Ap(n) si pfn, plk

A a(k—s) A 5 ("g'k')

koup = P
D PP

A (n)=0 si B>c+1

-1
—pﬁ's si P=c+ 1

i

(P"l) Pﬁ-s_l si B<ec+1

(4 ) On notera la similitude avec la factorisation de C(s) «
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0 81 ak>e + 1

A ka(n)
P

Spoles)=l e

i}

(b =1) o) o1 k<ot

ai p]k s les formules sont plus complexes, mais si ¢ =kd +p et
A+l
lek s P Y k,

AY(n)=O si Y>mx(c+1l, ka+A+1l), p#2
2

AY(n):O si y>max(c+1, 2a+A+2) .
2

Ce qui fait que dans tous les cas les séries &(p , n) sont finies, les divi-

seurs de kn sont évidemment en nombre fini et

ls
si pin {Ap(n)i < sz-z
si pln I;Lp(n)l < Op .

Pour simplifier les choses on observera que

Ap(n):O si (p=1,k) =1 et pn

= | I + A J .
6(n) olien &, () i [t +a ()]
(p=1,k)>1

Conséquence : la série singuliére est absolument convergente si s >4 .

Remarque : Nous ne savons pas,en général,calculer Ap(n) .
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Interprétation arithmétique de la série singuliére. — Nous allons maintenant

généraliser le probléme de Waring & un systéme de résidus de congruence, c'est-

a=-dire & un corps fini.
I1 s'agit de trouver le nombre de solutions de 1'équation
=

5 k
Zmazn (mod q) .
a=1

Or HARDY et LITTIEWOOD ont trouvé

E A (o) = ! (L=8) yi(ph y 1) .
=0 p

Maintenant, soit pcln : p°+lYn , 12 série &(p , n) 2 tous ses termes nuls &
partir de ¢ + B, P étant égala 2 si ofk , sinon B est un peu plus com~

pliqué, donc

&(n) =T p(c+y)(l-s) M(p(y+c) , n)
p

et

leg la

6n) = n'=® 11 pY{E=9) 342+ Y s 1) =Y
p

est facile-3 déterminer, en particulier si olkn y Y=1o

On observera que si, quelque soit p , &(p , n) est mul, non seulement 6(n)
est mul, mais aussi = s(n) ce qui suggére une raprésentation
’

z(n) = p(n)[1 +ak,s(n)3 ;

enfin nous avons

o(n) =TFS%YSCT n((l-k)/k)s Tl pY(L—S) M(pCHY , n) .



15-23

Cette interprétation arithmétique de p(n) que HARDY et LITTIEWOOD n'ont pas
explicitéen'est pas éblouissantc, mais elle a 1'intér8t de montrer que la série
singuliére n'est pas un simple artifice mathématique, mais est liée & la nature
arithmétique du probléme, et qu'elle est susceptible d'une définition arithmé-

tique assez obscure.

Hypothése X o = HARDY et LITTIEWOOD ont montré que si
&
Zk,k(n) = 0(n") .

Alors presque tous les nombres sont somme de k + 1 puissances K , sauf quant
& des conditions de congruence, et tous les nombres suffisamment grands sont
sommes de 2k + 1  puissancese

L'histoire de 1'hypothése K est curieuses. Elle cst vraie si k =2 et fausse
si k =3, et MAHIER, qui démontra la fausseté de 1l'hypothése dans ce cas, on
conclut que M8me pour k =3 elle est fausse". Pourtant le raisonnement de
MAHIER est h&tif car Py, k(n) =0(n®) si k33, mais P3, 3(n) correspond 2
une série formelle qui ne semble pas converger, du moins absolunent. Curieuse~-
ment, dans ce cas k =3, il est vrai que G(k) <7, G(k) =4 .

D'autre part, on sait que % k(n) = 0 (log log n) « En association de ce pro=
bléme on peut se¢ demander "Comblen y a=t=il de nombres inférieurs &8 n et sus~-
ceptibles d'8tre somme de k puissances k ? Soit Vk(n) ce nombres Si k =2 ,

on sait que vz(n) nN -—L- + 51 k >2 , on ne sait que trés peu de choses.
log n

Cependant DAVENPORT a obtenu
5 (n) = O(n(l3/15)_e)

v4(n) = O(n(19/24)—€)

1l

Vs (n) O(n(7/8) &

D*autre part aucune limite superieure n*est conmie, croyons-nouse On peut
Supposer

vk(n) = o(n) .
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Autres applications de la dissection de Farey. - Nous allons maintenant consi-
dérer des fonctions tout & fait différentes. Soit

u
_y,u_X s n
Au(x) =2 n — _2cu(n) x R
avee o (n) = 2 d% avec u £0 .
u _
dIn
Nous avons
o_u(n) = ou(n)
et
n .
% x exp(~(2nih) /q)
B — = 2 F. (x) avec F.(x) = 2 3 .
i dln d d n(d) L = X exp(={4nih)/q)

Partent, si u est négatif,

_ S ul  x exp(={2rih) /q)
Mylx) = hz(d) d%n ni T TR = ZEn) /q)

“we

en regroupant les coefficients on aura

g, (n) =&t = u) i ¢4 (n) T si Cy(n) = h%q) exp(~(2ninh) /q)

cette formle est due & RAMANUJLN, et est classique, mais la démonstration qui
en est donnée ici est nouvelle.

Nous pouvons maintenant essayer de construire une série singuliére qul serait

susceptible, dans certaines conditions, de donmer une approximation pour la-fono—
tion

A*(ul p Uy g Ug , eee x) =u:ul’£|2’." )\u(x) =2 §(n) x™ .

Dans le cas particulier )x*(ul » U, 3 X) on trouve
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&(n) n Cul’u2 sul+u2+1(n)

avec

F(L+w) ML +w) ol +w) 5 +u)

cul,u2 = TTa, + o, + 2) TZ+u +u,)

BALEERSTAM a pu évaluer avec précision 1'ordre du terme d'erreur si

min(u; 5 w) <1 et u +u, <1, on peut préciser un peu ce résultat

3n) = Culi_:uz Tuy+uy 41 () + Py yu, v 1 () + Py, g =y 41 (=)
+ D__ul’-_u‘2 Gdul-u2+l(n) + 0(n"*)

avec
u, +
w ::é; + _3;15___ si a+p< é.

L . 1
W=ty +u, sS1 A4 B> -

w., 4
et le terme d'erreur peut 8tre méme mis sous la forme O(n” log n) « Ona

5 . Eﬁl +u) G+ w, )
Uy 5y T 6+ u, + u2)

Si d(n) est le nombre de diviseurs de n , le probléme est un peu plus

compliqué.

Convenons

(Z a(n) Y =2 o (n) = .

ESTERMAN a donné une expression asymptotique de



a3(n) =751f37 az(n) 1~g3 n + O(nz*e)

a3(n) peut 8tre défini comme le nombre de représentation de n comme somme de

trois produits u w4 u3 u, + Ug Ug =0 e ON a aussi

az(n) N éZ' o(n) log2 (n) .
n

Un probléme bien différent est celui de la représentation de u par une forme

quadratique
s
P
(F) \)Z:l a W o=n .

L'analyse que l'on peut faire est extr@mement voisine de celle que nous avons
donnée, la seule différence est qu'il y a lieu, dens la factorisation de la série

singuliére de traiter & part non seulement le nombre premier 2 , mais encore

. s
les diviseurs de |1 a .
v=l VY

On a
s /4 .
zin , F) =p(n, F) + 0(n™") si s>4
ot p(n, F) est la fonction dérivée de la série singulidre et si s =4
17/18
2(n , F) =p(n , F) + o(nt"/1)

Ces résultats sont dus & KLOOSTERMAN.

le cas k =2 ¢ = le cas K =2 est complétement & part, car alors, on peut

raffiner beaucoup l'analyse j rappelons que, pour p impeir, on a Sh,'p = (%) Sl,p .

Partant on considére le nombre de représentations de n comme somme de R2s'
PEM

carrés, on a & évaluer les sommes 2 ..15_’-% exp(=(2ninh)/q) et le caractére (-h-)
hq® P

- 1
disparaft, la sommation est alors trés facile : on a (—--I-)-l-)S Cp(n) avec p #£2 ,

Gp(n) ==1 si ph, Cp(n) =p-1 si pln, ete.le sommation de la série
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singulidre se raméne alors a

6m) =T &p,n T [1-ED =7
p2n 2n p

d'ou, par une transformation aisée,

S(n) = I gk(p , n)F(s')

plZn
avee
Ay - lyg! 1
F(s') = 2 (&) .
n=l(e) - e

F(s') se ramdne done si s'=1(2) a L(g) =1 -3 4+ 575 75 ,,, , et si
1
s''= 0() a c(st)(L -~ 275 ) .

Reste & sommer & (p , n) , 88 p =2 il y a de nombreux cas & considérer,
sinon on trouve qu'il est facile d'exprimer les E£%(p , n) « Finalement on peut.
exprimer les fonctions S(n) et donc p(n) par des fonctions des diviseurs 4
de n qui, si s' est impair, font intervenir (:-a-l-) .

Ie cas s =2s' + 1 est un peu plus compliqué.

On a alors finalement

G(n) = i
R

o &(p 5 n) p)Pzn [1+ ﬂp(n)]

n

6n) = [1 &p, n) L¥n, s') 5
p|2n

+
L¥(n , s') &tapt une fonction L avec caractéres (:E‘E) « Ia valeur exacte
de L(n i 5') est d'ailleurs facile & sormer en calculant des sommes finies de

type A=) n%.

Dtautre part, par la théorie des fonctions elliptiques on peut montrer que
pn) =z(n) si, et seulement si 3 <s <8 sinon on a z(n) = p(n) + e(n) .

Or les fonctions e(n) ainsi définies ont des propriétés remarquables ¢
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1° Les fonctions génératrices de z(n) , p(n) , £(n) vérifient la méme rela-

tion fonctionnelle

25) P = )™ 2 () 17

[avec des conventions définissant £(0) J.

2° On a

e¥x , s) :65’(){) - 2 A GS-BH(X) 94“(- x) 54“(x)
5=84>0 HsS

oh 6(x) représente la fonction désignée classiquement dens la théorie des fonc-
tions elliptiques par 92 .
Rien n'est conmu des coefficients K“ s qu'on calcule directements On a par

t4
exemple

o(x , &) = & (x) =1 6(x) 6'(=x) 3 (x) .

3° Mais dans certains cas pour s pair on peut exprimer e(n) & 1l'aide des
diviseurs complexes de n , dans le corps c(-1) s et on est amené & étudier des

fonctions telles 22 (a + b:'L)4 .
T 2
a +b =

Celle~ci en particulier est multiplicative.

La fonction €(n) associde & s =24 est remarquable, mais on ne lui connait

aucune représentation arithmétique simple.

Pour en finir avec le cas k =2 , citons seulement :

1° Que si s est entier impair, la fonction 2 q,(n) x" est aussi une fonction

elliptique modulaire et que 1'on peut exprimer exactememt des produits de Cauchy
2 os(v) GS,(n -v) si s=s"=1(2) . Par exemple, avec certaines comventions
sur cs(o) .

n °13(n)

5 e - = :
2o ™) %5 = ) = piom
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2° Que 1'on sait, au moins dans certains cas, exprimer de fagon exacte le

‘nombre z(n , F) de représentation par une forme quadratique F(a , b, c , d) ,
car la série singuliére, si a=b et ¢ =d , s'exprime aisément par une fonc-
tion de diviseurs, et 1l'on peut mfme, comme le montrent les travaux récents de
I.ObdADZE, calculer exactement le nombre de représentetions de n par certaines

. _ .2 2 2
formes ternaires n = am, + bmz + cmy o

Ie cas k =3 « = Le cas k =3 présente des particularités intéressantes.

10 Ies méthodes analytiques, que ce soit celles de HARDY ou de VINOGRADOV,
donnent péniblement G(3) = 9 « Or on sait que g(3) =9 et G(3) < 7, mais
ceci a été obtemu par 1llalgébre uniquemente

2° G (3) =4 (Théordme de Davenport), mais la démonstration est trés difficile,

3% Ies sommes de Gauss par les cubes vérifient les relations (dues 2 KUMMER)

S =S5 S H
3o+ 3a ’
h,p p h,p happ

S ,=p sauf si p=3 ’

I

S p=O sauf si p = 1(3)

et dans ce cas Sh D est une des racines de
b

© - 3px=pL =0, 4p = I° 4 ZTNF ’ L=1(3)

done

o V3 M :
Sl-,p..Z\/{)cosw avec arctg—-]:—s 3w(mod 2t) si M> 0 .
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Soit 2p1l =L - i3V3M, la valeur d¢ @ n'est conmue par ces formules qu’d

3.23_2 prése Mais si on connait Sl,p on détermine Sh,p par

_ 4
Sp,p = 2/p cos(w + s g)

avec

5"

i

*
o)
[ |

S|

R}

!
—
2

|

N

£ — m
h # -2-01,10 ’

[——-] étant le symbole d'Eisenstein, c'est-d-dire un caractére cubique, mais il

es% essentiel que ce caractére soit déterminé modulo 12 et non modulo pl .

On peut alors calculer Ap(n) et sommer la série singuliére
4 (n) =(p=-1)p, si pln
P P s

et

S L [ ' 3
P IP(n) =Pyt ey P YEp Yy L wn

39, étant 1la somme des puissances s des racines de 1'équation cyclotoﬁique
© = 3px - pL = 0
et
4y = pldpe, + Loy =20 ,)
s "M s s+l S42
d'ol finalement

6n) = Il &(p, n) 1*(s , h, s)
pi3n
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Lv,n,s) = T [1-8
p=L (3) D P p

Toutes ces formules permettent le calcul théorique de la série singuliere et
attirent 1'attention sur la fonction L¥(v, n, s) .

Il est intéressant d'observer ici que DAVENPORT et HEILBRONN avaient pu sommer
la série singulidre associde 3 la fonction 62 (x) ez(x) , 8érie qui peut se

sommer gréce & la fonction

M(s) = p_lr—_ll [l + 2(—;—) s 2(%1-) €4n P-S] .

by

Or M(s) s'exprime grfce & certaines généralisations de la fonction de Riemann. -

*

Dtautre part, si on ne sait rien des sommes S et S ’ leur étude
h,q,m h,q,m

semble trés réalisable en raison des rapports étroits qu'elles ont avec certains
résultats de CAUCHY et d'OLTRA MARE. En outre, les fonctions ¢(x) et ¢¥(x)

sont trés voisines des fonctions de Bessel.

Dans un autre ordre d'idées nous avons personnellement, avec une machine Bull
Gamma ET, calculé les %, S‘(m) par différentes valeurs de k et de s, et en
’
particulier si k=3, s <6 jusqu'd n =2047 .

L'examen des résultats a montré que ces nombres ont des propriétés de eongmiences

trés intéressantes.

Dans le cas k =2 , nous avons pu montrer par exemple,

% 301 (3m + 2) = 0(3)

de mfme

g 6(n) est presque toujours divisible par 960 .
$

Zq 4(n) est presque toujours divisible par 1R .
2
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Suggestions et conclusion. = L'étude du probléme de Waring améne & des réfle-

Xions diversess,

1° Si employée qu'elle soit, la méthode du cercle ne semble pas avoir fait
1'objet d'une étude systématicues En particulier HARDY et LITTIEWOOD n'ont jamais
justifié le choix de leur contour d'intégration et de 1l'ordre de la dissection.
De plus,bien souvent on constate que certains problémes ont progressé & partir

du moment ol ce contour a été transformé.

I1 vy a un certain nombre de raisons qui suggérent d'autres contours.

2° Tout 1'effort fait par VINOGRADOV et ses disciples a porté sur la détermi-
nation de g{k) par k grand. Mais le probléme de g(3) , trés abordable, n'a

guere été traité.

23° Ia série singuliére a été définie par une voie purement analytiquee Cepen—
dant ses propriétds arithmétiques sont intéressantes.

N

S on arrivait par une méthode purement arithmétique & établir directement les

relations que nous avons signalées, on peut penser qu'un grand pas serait fait.

4° Enfin les propriétés de la série singuliére nous échappent totalement. En
particulier quelles sont les propriétés de fonctions telle 2 p(n) . Ilya
des raisons qui suggérent une généralisation des fonctions elliptiques modulaires,

mais la question est trés obscure.

Quelques problémes conne ess = Nous voulons ici attirer 1l'attention sur quelques

problémes connexes.

10 Ies S, o q sont racines d'une équation de k-iéme degré. Mais laquelle des
22

k solutions possibles choisir ?
Sauf si k =2 on ne connait aucune solution.
2° Quelle est la distribution des nombres qui sont sommes de trois cubes, quatre

bicarrés, etces ; cn particulier soit Xn ces nombres rangés par ordre croissant

déterminer la distribution de >‘n+1 - '/\n , et peut—on affirmer que vk(n) = o(n) ?

3° Que peut—on dire de la fonction 2 P(n) x" 3 en particulier déterminer son

allure au voisinage du cercle unitaire ?



49 Peuteon calculer exactement les sommes Sk,h,q,m et Sk,h,q,m i =3
ou k=47%
TABIE
. )
k g(k) g (k) G(k)
2 4 4 4
3 9 9 7
4 <35 19 16
5 <40 37 23
6 73 73 36
7 143 143 52
8 279 279 73
9 548 548 9
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