JEAN-PAUL BERTRANDIAS
Applications des nombres ®

Séminaire Delange-Pisot-Poitou. Théorie des nombres, tome 3 (1961-1962), exp. n° 12,
p- 1-21

<http://www.numdam.org/item?id=SDPP_1961-1962__3__ A7_0>

© Séminaire Delange-Pisot-Poitou. Théorie des nombres
(Secrétariat mathématique, Paris), 1961-1962, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Séminaire Delange-Pisot-Poitou. Théo-
rie des nombres » implique I’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression sys-
tématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de
ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SDPP_1961-1962__3__A7_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Séminaire DEILANGE.PISOT 1201

(Théorie des nombres) )
3e annde, 1961/62, n° 12 R avril 1962

APPLICATIONS DES NOMBRES ©
par Jean-Paul BERTRANDIAS

A, Caractérisation des nombres algébriques.

l. Approximations simultandes des nombres algébriques.

Le théoréme de Minkowski permet de démontrer le résultat suivent (voir s
CASSEIS [2]).

THEOREME I. - Etant donnés B nombres réels A 5 Oy y eee ap s le systéme

d'inéquations

B L
) ooy - o3l < x

a une infinité de solutions en nombres entiers (q 9P s Doy eeey %4) .

Soit & un nombre algébrique réel de degré p + 1 o On va montrer que les
approximations simmltanées des W nombres réels & ’ 52 ’ 53 9 oo ,{P ne

peuvent pas &tre "bien meilleures" que celles données par le théoréme I.

Pour cela, un utilise une propriété des nombres algébriques : la cuantité
- H
(2) T =Xy * X & + X, 52 + eee + XP & P

ou les x; sont des entiers rationnels,reste toujours assez loin de zéro en wn
certain sens :

C
Y 1 .
3) 1:2;._ﬁ si 0< lxil,s X .

" En effet, il existe un entier rationnel £ tel que 2& so0it un entier algé-

brique. t* © est alors un entier algébrique dont la norme dens le corps de &

est non nulle :
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+1 ° I
pr+1) ltt, Ty e IH‘ >1 (rj = conjugués de T) .
Or

(4) itj[ = lxjo + X E 4 wes + x5 eH| < C, X

ot G, ne dépend que de § et nondes x + On a dorc :

(5) v 21 % gy

ce qui donne bien 1'inégalité (3).

° y \. 12 £ .
Supposons maintenant que le systeme d'inéquations

i C
(6) ™ =l < ?75

ait une infinité de solutions. On sait déja, par le théoréme I, que la constante

C peut &tre prise inférieure a Fr%;—r 3 on va montrer qu'on ne peut pas la

prendre arbitrairement petite.
Considérons 1'équation diophantienne en X; , X 5 eee 5 X 3

M

7 X, X, + Xy + see x =0 .
(7) W+ Py X Dy Xy * B X

Le principe des tiroirs montre qu'elle a une solution (autre que la solution

identiquement nulle) telle que
1 .
(8) gl <dM i=1,2, 0,

(9) |xg al < L S max|p, | .
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Comme

(10) \pil < qaj +"C1}‘7ﬁ < 03 q ’
a

1téquation (7) a une solution telle que :

(11) IX:i_I<C4qL/"l pour 1=0, 1,2, 0, } .
Formons alors la combinaison @

(12) ™ =x (€= p) + (a8 =py) + euo ¢ Xpﬁqué pL) .
D'aprés (7)
(13) 'C':q(Xoi'Xlg’l'}(zaz'*'ooo'l')cpap) .
Dtapres (6), (8), et (12) :

C L/p
(14) ‘C‘ \<gr7|:[0p'.q / = C“ .
D'aprés (3), (11) et (13) :

C C

(15) ™ >/ L =-*]i:{ .

€, q Cy
Donc

Cl
(L6) 03,__..}1 = 05

My

qui est une constante indépendante de g « On voit donc que pour les epproxima-
tions simultanées des nombres slgébriques, la meilleure limitation des quantités

lq& - p| est effectivement de 1'ordre de *%5ﬂ1 .
a
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2+ Approximation des nombres guadratiques.

Soit & wun irrationmnel quadratique. Le théoréme I dit que 1'inéquation

1
(1) lag - pl< 73
a une infinité de solutions.
o) Py P
On sait (voir s [1] et [4]) que ces solutions sont telles que iITe T
k K

étant les "réduites" de £ qui s'obtiennent par l'algorithme des fractions contimese

Le théoréme suivant caractérise les irratiomnels quadratiques (réels) :

THEOREME II (IAGRANGE. Voir [1]). - Une condition nécessaire et suffisante pour

qu'un nombre réel soit un irrationnel quadratique réel est que son développement

en fraction continue soit périodique.

On peut chercher & traduire ce théoréme sur la svite des solutions en p et g

de (l)o

THEOREME III. - Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un nombre réel soit

un irrationnel quadratique réel est qu'il existe une suite de solutions de (1) qui

solent "presque" en progression géométrique, c'est-a-dire telle qu'on puisse trouver

un nombre w > 1 tel que s
() o, —wq | <X
hel — Q-I;

K étant une constante ne dépendant que de & .

8. La condition est nécessaire. = D'aprés le théorime II, le développement de &

est périodique :

E: [ao ’ 8.1 3 ses o ai ’ bO ’ bl s oev bj ’ bo y bl 3 see bj ’ bO Iy oo-] .
P P P

Soient O ! ces h les réduites de €& définies par :
IES ’ I;{ ’ ? C%; P H

P
Oz[a a cee 8.]
C&; 0 ? %L » » %y

P
1
-g]--::[ao’al,o.o,ai,bo’bl,ooo,bj]

L N

Py

T - [ag s 2 5 een 8y 5 by y ses bj',

Dy s see 5 b

J s bo ’ LE N J s bj]
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H 1 .
et soient -gr et -%W la derniére et l'avant=derniére réduites de

[_bO ’ bl. s see s bj] .

Un calcul élémentaire, mais assez long, montre que Q, vérifie la relation de

récurrence @

41
Qi = (' + aMQ = (1) q .

On a done

w, et W, étant les racines de 1'équation
# - (p'+ g - (=1)) =0

(W >1) et |w| <1), A et p &tant des rombres algébriques qu corps de

W, dépendant des deux premiers termes Qy et Q

A+ po= QO ’ Moy + Hwy = Q .

On peut alors écrire :

p(= 1)J

Qet =9 9 = p [, = 0] :T [w, - w,]

et par suite il existe une constante K telle que :

X

Qe =9 Qb < T ’

Les Q, étant des dénominateurs de réduites de § , ils sont bien solutions de
(1) et la condition exprimée par (2) est bien nécessaire pour que & soit un

irrationnel quadratique réel.
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be La condition est suffisantes = Supposons qu'il existe une suite de solutions

Qh de (1) satisfaisant & (2). On remarque d'abord que P, satisfait a une iné-

galité de la m8me forme (2) avec le méme nombre W 3

K w4+ L _ K

H
(21) lPh+l—wPh|<Q-1:l-+-2-Q-—<a—£<~P-g .

A partir de (2), on obtient :

Uit 9y K
TT'*' - -+ < ——-—-TT_‘- . °
w w Q’h W

Un calcul analogue & celui fait pour les nombres o ([I], § 9) montre que :

X
thNdh+Ch avec lgh‘<—'h_(m .

W

L)
la série 2 l(;hlz est convergente, W est donc un nombre 6_ ([I], théoréme

III) de degrgds » et A appartient au corps de w . la série 2 C’h zh a un
h=l
rayon de convergence R > w , done les conjugués W, , wB y see y W, de W ont

1
o Or la norme de w est un entier positif. On peut

un nmodule inférieur a T

donc écrire

W
L luw, oes W gws_l ’

ce qui n'est possible que pour s =2 + Par suite w est un entier quadratique

et A un nombre guadratique.

A partir de (2') on aurait de méme
_ \
P] = pwh + Ch

p appartenant aussi au corps de w et étant par suite quadratique.

Comme

Kes)
]
5
t &
P
f
=
-
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on voit que & est blen un nombre quadratique.

3« Approximation des nombres algébriques.

On pourrait penser qu'il existe ponr les nombres clgébriques de degré supé-
rieur des critéres aunalogues & celui de Iagrange. En réalité, l'elgorithme des
fractions continues se génerelise trés mal au cas de l'approximation simultanée

de plusieurs irrationnels.

JACOBI [5] a trouvé un algorithme qui est périodique dans le cas de certeins
irrationnels cubiques. On n'a pas pu en tirer de critére général. MINKOWSKI [6]
et FURTWANGIER [ 3] ont aussi trouvé des algorithmes permettent de caractériser

les nombres algébriques, mais ils ne sont pas d'utilisation trés facile.

Il est alors naturel de se demander si le théoréme III, qui est équivalent au

critére de Lagrange, ne fournit pes une généralisation plus aisée.

Introduisons d'abord une ¢éfinition : on dira qu'un nombre réel & admet des

approximations simultanées réguliérement réparties si le systcme fournissant des

approximations simultaenées :

(1) |un £ - vy avec 1 <

=

a des solutions telles cue les u, soient "presque" en progression géométrique

c'est-a-dire que :

K
(2) un+l - UJU.n' < -?l- .

U
n

Le critére cherché est alors donné psr le théoréme suivan® s

THEOREXE IV (PISOT [7])s ~ Les approximations simultanées réguliérement répar-

ties caractérisent les nombres algébriques réels.
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On démontrera le théoreme équivalent

—l M - ° ° . o Vd
THEOREME IV'. = Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un nombre réel

& soit algébrique est qu'il ait des approximations retionnelles »éguliérement

réparties c'est~d-dire qu'il existe une suite de couples d'entiers (un , vn) et

un nombre réel w>1 tels que 3

(3) o, £-v | <&

(4) luh+l - o | < — .

1°© Les nombres algébriques ont des approximations rationnelles régulicrement

répartiess

Un nombre algébrique & d'un corps C de degré s et de discriminant S est

le quotient de deux entiers B et Yy du corps C .

=B
= Y
w étant un nombre 6 du corps C , posons
83 .
Vn:ﬁw +ﬁ20§+-oo+ﬁswl;
n
un—Yw +Y2“§+000+Ysu)rsl

et montrons que les entiers u et v, satisfont a (3) et (4).

Soit p le plus grand des modules des conjugués de w

p = max luﬁl <1 .
1=2,3,..4,8

On a

‘un &= an <G, Pn
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n
ug - wun] < Kp .
Si on pose
L
p == (h > 0) ’
N
on a
LS o, w0 ] € wp® = w=(e=1)
done
1
Nn$sTT .
- 8¢ 51 :-S-—i'_-l- » w est alors une unité et les modules de tous ses conju—

gués sont égaux. MINKOWSKI a montré que ce cas ne peut se présenter que si s =2
( & nombre quadratique) ou si s =3 , les deux conjugués de w é&tant imagi-

naires conjugués.

- be 51 n < "s"i_f « On peut choisir le nombre w de maniére que 1n soit arbi-

trairement voisin de 'é“l:T o En effet d'aprés [I], théortme IV, on a pu choisir

w tel que :
wp® |8

ce qui donne

log ]Af 1 .
T]a(l-ZLogw)s--l 5
mais on aurait pu choisir une puissance positive arbitraire de w ce qui rap-
proche n de -S—i—-r .
Finalement, étant donmné e > O arbitrairement petit, on peut trouver w tel

que :
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1 1
avec g—T =& <N{FTT y

N
n

£ , nombre algébrique de degré s , a donc des approximations rationnelles régu-
liérement réparties presqu'aussi bomnes que les meilleures approximations simle-

tandes de § , 8,2 y see s E,S-l .

2° Si un nombre réel a des approximations rationnelles réguliérement réparties,

il est algébrique.

Hypothese

(3) 9 &=l < 25
n

K
- < m— L ]
| (4) Unsl wunl 4!
n

la seconde inégalité, traitée comme au § 2, b, montre que 3

K
u =M+ & avee |G| <

w est un nombre © et A appartient au corps de W .

° 2’ . 2 . by 1 * P
Les conjugués de w ont ur module inférieur & 5 =P «S1i s est le degré de
w

w, on doit avoir :

s-1 _ t-n(s-1)

donec
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Comme les deux inégalités (3) et (4) entrainent

on a de méme
n
V. o= W o+
n-H Cn

g appartenant au corps de w . On a alors

E =

>

. . Pe . ’ ° 4 L3 » -~ l
qui est bien un nombre algébrique. Son degré est infirieur ou éegal a 1 +.r.T

4, Calcul numéricue des approximations régulieres.

n

Les suites u et v = se calculent facilement par le procédé récurrent R
(voir [I], § 8). '

2
W

LA entier le plus proche de —

On obtient ainsi rapidement d'excellentes approximations de tout nombre algéhriques

Be. Ensembles d'unicité des séries trigonométriguese

1, Généralités. Définitions.

Is théorie des séries de Fourier permet d'associer & ume fonction f(x) , périom
dique et intégralle, une certaine série trigonométrique qui représente la fonction

. 2
£(x) d'une certaine fagon (convergence locale, convergence dans L° , etcs).

Inversement, on peut se demander si une fonction f(x) peut &tre représentée
par une série trigonométrique qui peut &ventuellement ne pas 8tre la série de
Fourier (par exemple si f(x) n'est pas intégrable). la représentation dont on

stoccupera sera celle de la convergence locale : on dira que £(x) est représentée
—t
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par la série trigonométrique (S) :

an coS8 AnX + bn sin 2nnx

si (S) converge vers f(x) en tout point x o f(x) est définie.

Un probléme important sera celui de savoir dans quel cas la représentation est

‘unique. Le théoréme fondamental est le suivant :

THAOREME I (CANTOR. Voir [16])s = Si 1a série (S) converge pour tout x vers

£(x) , (S) est la seule série trigonométrique représentant f£(x) .

Si on n'impose plus la convergence de (S) en tout point de 1'intervalle
(0, 1) clest-a-dire si f£(x) est définie sur un ensemble & c (O s, 1), on
pourra classer les ensembles E ='§§ sur lesquels la fonction f(x) n'est pas

définie en deux catégories :

- Les ensembles d'unicité (U) « = E est un ensemble (U) si toute série

trigonométrique convergeant vers zéro sur & a ses coefficients nuls. la repré-

sentation d'une fonction f(x) définie sur & est alors unique.

~ les ensembles de multiplicité (M) . - Ce sont les ensembles qui ne sont pas

des ensembles (U) . Si E est un ensemble (il) , on peut trouver plusisurs séries

trigonométriques distinctes qui convergent sur & vers une méme fonction.

Les premiers résultats sur cette question sont dus & CANTOR (1872). Ie théoréme
I montre que l'ensemble vide est un ensemble d'unicité. CANTOR a démontré que si
E est fini ou si son ensemble dérivé E'!' est fini ou plus généralement si E
est réductible (c'est-d-dire si E admet l'ensemble vide comme ensemble dérivé
d'ordre fini ou transfini), alors I est un ensemble d'unicité. Plus tard
(vers 1910) YOUNG a montré que tout ensemble dénombrable est un ensemble (U) o

Dans l'autre sens, tout ensemble de mesure |E| >0 est un ensemble de multi-
plicité. Pour le voir, il suffit de développer en série de Fourier la fonction

caractéristique de E : le premier coefficient n'est certainement pas nule

MENCHOFF (1916) a construit un ensemble de mesure mille E et une série tri-
gonométrique non identiquement mulle convergeant vers zéro sur & . Ainsi se
trouvait posé le probléme de la classification des ensembles de mesure mulle en
ensembles (U) ou (M) .

Ie théoréme de localisation (voir [16]) montre qu'on peut se ramener 3 consi-

dérer uniquement des ensembles parfaits c'est-a-dire n'ayant pas de points isolés.
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Le probleme de la classification des ensembles parfaits de mesure nulle en
ensembles (U) ou (M) n'est pas encore complétement résolu ; il fait inter-
venir des propriétés assez profondes de la structure des ensembless On se limi-
tera & 1'étude d'une certaine classe d'ensembles parfaits (ensembles de Cantor,
symétriques, & rapport constant & ) pour lesquels les deux éventualités sont
réalisées, la distinction entre les deux se faisant d'aprés la nature arithmé-

tique de & .

2« Méthodes utilisées.

On va donner sans démonstrations les raisonnements qui conduisent & des condi-
tions utilisables (voir ZYGMOND [16]).

a. Conditions pour qu'un ensemble soit un ensemble (M) « = D'aprés le théoréme

de Cantor-Riemann, la convergence de (S) dans un ensemble & de mesure posi-
tive entraine que a_ et bn tendent vers zéro lorsque n - «. L'intégrale

formelle de (S) est alors une série de Fourier.

Pour montrer qu'un ensemble est un ensemble (M) il faut et il suffit alors
qu'on puisse construire une fonction F(x) constante sur chaque intervalle fermé
de & mais non constante sur (0 ’ 1) et ayant des coefficients de Fourier
qui soient OC%) « Bn effet la série obtenue par dérivation formelle de la série
de Fourier de F(x) converge alors vers zéro sur & et n'est pas identiquement
nulle.

Si F(x) est & variation bornée, la série (S) qui lui correspond est une

série de Fourier-Stieltjes. Donc pour qu'un ensemble E soit un ensemble (M) ,

il suffit de comstruire une fonction F(x) continue, ron décroissante, constante

sur chaque intervalle fermé de & , mais croissante de O & 1 lorsque x
parcourt (0, 1) et dont les coefficients de Fourier-Stieltjes

C, = /bl exp(Rinnx) dF(x)

tendent vers zéro lorsque n tend vers l'infini.

be Conditions pour qu'un ensemble soit un ensemble (U) . - Il est difficile

d'utiliser les mémes méthodes. En effet, il faudrait montrer qu'on ne peut trouver
aucune fonction (3 variation bornée ou non) constante dans chaque intervalle

fermé de & et dont les coefficients de Fourier-Stieltjes soient o(%) + On ne
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s'est jamails servi de ce.te méthode.
Pour les classes connues d'ensembles d'unicité, on a fait une démonstration
utilisant directement la définition : si (S) converge vers zéro sur 1l'ensemble

complémentaire, les coefficients a, ot bn sont nuls. C'est ainsi qu'on
obtient les résultats de CANTOR et YOUNG cités plus haut ainsi qu'un théoréme

plus général.

THEOREME II (ZYGHMUND [16]). = Si E est non dénombrable mais ne contient

aucun engsemble parfait, E est un ensemble d'unicité.

D'autres dasces importantes d'ensembles d'unicité sont :

as Les ensembles (H) de Rajchman. - Etant donnés un intervalle ouvert A du

tore de longueur 1 et une suite croissante d'entiers {w} s on considére 1l'en-

semble des points x tels que U X n'eppartienne & A pour aucune valeur de
k « Un tel ensemble est appelé un ensemble (H) .

RAJGHMAN et N, BARY ont démontré (1922-1927) que ce sont des ensembles (U) .

A4
Bs Les ensembles (H(V)) de Pjateckij--Sapiros - C'est la généralisation & v

dimensions des ensembles (H) .

On généralise d'sbord laz notion de suite croissante de la fagon suivante : une
. N . ‘s L 2
suite de vecteurs & coordonnées entieres de Rv{ué ) ’ ui ) y see uﬁv } est
dite hormale" si quels que solent les entiers fixes a; , 8y g ese 8 y O3

Ial uél) + a, uﬁ2) *oees toa u£V)I - © Jorsque n - « .

(1) (v)

Etant alors donnés une suite normale {ukl yoeee s Uy } et un ensemble
ouvert A du tore & v dimensions, on,cpnsidére 1l'ensemble des points x tels
que le point de coordonnées uél) X , uﬁz) X 5 eee ,_Eéz;/§’ n'appartienne

\/\/’ v
jamais & A « Un tel ensemble est appeld un ensemble (H\))) et PJATECKIJ-
SAPIRO a montré en 1953 que ces ensembles sont des ensembles d'unicité.

Ces classes d'ensembles (U) peuvent donner des ensembles (U) plus géné-
raux par des opérations simples, mais les théorémes ne sont pes triviaux car, par
exemple, si E; et E, sont des ensembles (U) (du type du théoréme II),

E, u B, peut &ure un encemdle (M) + On ne connaft pas de théoréme général ;

deux théorémes importants dus & N. BARY sont les suivants (voir [16]) :



THEOREME IIT. = Une somme finie ou infinie dénombrable d'ensembles (U) fermés

est un ensemble (U) .

THEOREME IV. - Etant donné un ensemble E , on note E, 1l'ensemble homothétique
de E dans une homothétie de centre O et de rapport A >0 . 5i E et E,
sppartiennent tous deux 3 (0, 1), si E est un ensemble (U) , E, est aussi

un ensemble (U) .

3+ Ensembles parfaits symétriques & rapport constant.

A Taide de ces méthodes, on va étudier une classe d'ensembles parfaits de mesure

nmulle construits comme l'ensemble triadique de Cantor.

ny
1
L * - - - - - - - - - . e . - e
l:I
n”"
e’ !
'-‘ ’ i
I’ [ [
3 -0 !
Qe m e e e e e " L . ’
R R N ‘
. ’a' ‘ !
‘0, ! 1
’ s | )
/"' | i !
’’ !
1 i ! ‘ '
.2. b o e e e e e e ¢ Vd ' 4 .
P )
A ” ' ! ' f
77 7’ l ¢ , 1
-
P - . ; , '
’ rd
, U Il 1 '
S o ! t ' !
1 L ; ' ! |
b~ e psmematriey ) ! !
Z‘ ‘. 4 .’ \ ! ! ' !
’~,/ "" ' ! ! ! !
r . , .
1 1
/"’ ! [
//" ' l i |
,'/, i f i ' '
. '
0 ¢ il b dtpi s 4 A I ey
» ‘ v > ~
2 X
g7 g(L-g) & 1 =& 1

Soit & un nombre positif inférieur a Ti’ . On enldve du segment (0, 1) 1'in-

tervalle ouvert )& , 1 - &( .

Sur les deux segments restants, on répéte 1'opération en les divisant en trois

.

segments proportiomnels & & , (1 - 2&) , £, et en enlevant 1'intervalle médian. . --

Sur les quatre segments restants, on répdte 1'opération, etce
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Aprés la keilme opération, on obtient un ensemble Jy formé de 21 inter—
valles fermés de longueur Ek « On appellera J(E) 1l'intersection de tous les
Jk « J(&) est un enscmble de mesure nulle ( 2k+l gk tend vers zéro), parfait
(tout point de J(&) est point d'accumulation de points de J(E) ) et nulle

part dense. J(;J est 1'ensemble triadique de Cantor.

L'abscisse d'un point de J(§) peut se représenter par :

(1) x=e(l -8 re §1-8+e &la-8 s

i

(2) Cé - l)(al g +e, 52 ¥ eee tEy &k + evoe)

avec &, =0 ou 1 ., Chague point de J(§) peut &tre mis en correspondance avec
i
le point de (0 , 1) représenté dans le systéme & base 2 par le développement ¢

r_sl €2 Sk
3—-2—-+-2-2-+001+5-E-+0.0 *

La correspondance entre J(E) et (0, 1) est biunivoque : J(§) a la puis-

sance du continu.

Ia fonction continue, qui a pour valeur y(x) en un point x de J(&) et qui
est constante sur chaque intervalle contigu & J(8) , est appelée la fonction de -
Lebesgue construite sur J() . Sa valeur est = sur le premier intervalle
enlevé, é- et g- sur les suivants, etece. C'est une fonction singuliére pure

(fonction continue, & dérivée nulle presque partout, mais non constante).

4, Classification des ensembles J(&) .

a. Ensembles de multiplicité (SAIEM [10], [11], [12]). = On va prendre comme
fonction F(x) du § 2, a, la fonction de Lebesgue construite sur J(E) « les

coefficients de Fourier-Stieltjes sont donnds par :

c, = / 01 exp(Rimnx) dF(x) .

Par approximatiors successives on trouve que :

(V) Cn = exp(inn) ﬁ cos nn(l - &) Ek .
k=0
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Pour savoir si Cn tend vers zéro lorsque n augmente indéfiniment, on va
étudier le produit infini :

(2) P(u) = ﬁ cos Ek .
k=l

On a

(?)

_ . ng
¢ = exp(im) P(T:"g)

Supposons que P(u) ne tende pas vers zéro lorsque u augmente indéfiniment

fpar valeurs quelconques). Il existe une suite croissante u
fini et telle que :

tendant vers 1'in-

(4)

lP(uS)' >6>0 .

L P
Posons w:E- , et définissons >\.S et m, par T

m entier
m
(5) w=A "

1LE<A <w
N s

En prenant seulement m termes dens P(u) , on a encore :

m el m -2
(6)

s
| cos n}\s W » COS n;?»s wS .. cos n)\sl >0

ou en élevant au carré :

2 m=l
(7) (L= sir® )L = sin® M Quea(l = sid® md 0® )3 &,
En utilisant alors 1'inégalité 1 + x < e* s
.2 . m-1
(8) exp(=~ sin n?\s) o exp(- sin® A W) eea exXp(= sin® n)»s w® ) >,62
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ou

wl
. 2 . 2 . 2 s )
(9) sin” ;A  + sin” mA W + ee + sin mhg W < logé—z- .
D'aprés (5) on peut extraire de la suite des ug une suite u: telle que les
* P . . .
AB convergent vers un nombre A o m étant un entier fixe, on peut appliquer

(9) & la suite u: en prenant simplement m termes. On obtient :

m
S sint o’ < log -52-

) 6

m pouvant &tre choisi arbitrairement grand, on voit que la série

o

S osin® mwt

k=1

est convergente. D'aprés [I], théoréme III, w est un nombre 6 .

Si P(u) ne tend pas vers zéro, c'est que w est un nombre 6 . Par suite,
. 1 - , N
si w= ntest pas un nombre 6 , le coefficient Cn tend vers zéro et d'apres

§ 2, &y 1l'ensemble J(E) est un ensemble de multiplicité.

;. . 1 . . .
Réeiproquenment, si T est un nombre 6 , il est facile de voir que F(u) et
Cn ne tendent pas vers zéro, meis on ne peut pas en déduire que J(§) est un

ensemble (U) .

b. Ensembles d'ugﬁcité\(SALEM et ZYGUUND [14])e = Si -é est un entier rationnel
qa, J(& est un ensemble (H) o La suite {uk} correspondante est {qk} , et
ltintervalle A , 1l'intervalle }é R 4 a l[ « Donc JG%) est un ensemble d'uni-
cité (N. BARY).

. 1 4 s .
Si T est un nombre © , supérieur & 2 , de degré v >1 , J(&) est homo=-
thétique 3 un ensemble (H Y7y , et, par suite du théoréme IV, sont des ensembles
d'unicité (SAIEM et ZYGMUID).

On démontre d'abord que, si on pose, avec les notations de [I] s

A —-é- =u + €
“en_ n n ?
g



12-19

la suite des vecteurs {un+l 3 Upio s oco s un+v} est normale. En effet, si les

c, sont des entiers quelconques, on a s

+ eee + C__ U

* U2 Vv n+y

n+l Vel n+l
W eg ey W wes # c, W ] LD Tl

ol n, tend vers zéro lorsque n tend vers 1'infini. Comme W est un nombre
algébrique de degré v , le coefficient K n'est jamais mul et par suite Q

tend toujours vers l'infini.
On montre ensuite que l'ensemble F(§) des points

1A
zZ = 1 + 2 + + k +
— —— --2- L X X} s e
W ;?Z

(ensemble homothétique & J(§) d'aprés (§ 3, 2)) est un ensemble (H(v)) o I1
est en effet possible de choisir A de fagon que les points du cube & Vv dimen~

sions

{u P4 u 2 sse u Z}
ntl ©F ned 7 ? f . n+y

se trouvent & 1l'intérieur de certains cubes qui ne remplissent pas tout le cube

unitée. Il existe donc un cube fixe ne contenant pas de points, et F(E) est un
. . 1 s s

ensemble (H(v)) + Par suite du théoréme IV, JQE) est un ensemble d'unicité.

Finalement :

- Si & n'cst pas 1l'inverse d'un nombre 6, J(&) est un ensemble de multi-

plicité.

- 51 & est l'inverse d'un nombre 6 (supérieur 3 2 ), J(&) est un ensemble

d'unicité,
On voit que ce sont des propriétés arithmétiques remarquables et profondes qui
déterminent la classification des ensembles parfaits J(E) en ensembles (U) ou

(M) .

Ces résultats peuvent se généraliser au cas d'ensembles dissymétriques a rapport
constant [15].
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Les produits infinis de cosinus analogues a P(u) provenant de transformées de
Fourier de convolutions infinies ont été beaucoup étudiés, et les norbres 6
jouent 13 encore un grand rdle (en particulier les nombres 6 compris entre L

et 2 ). Sur cette question, l'article le plus récent est celui de GARSIA [9].
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