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RÉPARTITION MODULO 1 DES PUISSANCES SUCCESSIVES DES NOMBRES RÉELS

par Jean-Paul BERTRAND IAS

. Séminaire DELANGE-PISOT
(Théorie des nombres)
3e année, 1961/62, n° 11 26 mars 1962

1. Théorème de Koksma.

KOKSMA a démontré le théorème métrique suivant (voir l’exposé n° 7 de
J. CHAUVINEAU [3]).

La suite = e st é q uiré p artie modulo 1 pour presque tous les nombres
W>~ . 

2014201420142014

On ne connaît pas actuellement de nombres tels ~n soit équiréparti
modulo 1, mais par contre quelques propriétés de l’ensemble de mesure nulle C

du théorème de Koksma ont été étudiées, et on a trouvé des familles très intéres-
santes de nombres W lui appartenant.

C;est cet ensemble C , et certains de ses sous-ensembles, que nous allons exa-
miner.

2. Nombres de Pisot-Vijayaraghavan ~P~tt ~ .
On dira qu’un nombre réel W supérieur à 1 est um nombre 8 (nombre P-V)

Si c’est un entier algébrique dont tous les conjugués ont un module strictement
inférieur à 1 .

Un entier rationnel est évidemment un nombre 8 , et toute puissance d’un nombre
e est encore un nombre 8 .

Si 03C9 est un nombre 8 de degré r  1 dont les conjugués rangée par ordre de
module décroissant, sont ~==(jj~ ~ .. , ~ c~ r ~ 1,e nombre

est un entier rationnel, ce qui donne



Comme ~~ 2  ~ f wn ~’~ tend vers zéro très vite et n’est donc oertainement
pas équirépartie. Ce tte propriété caractérise les nombres 8 .

Le premier théorème concernant cette question est dû à THUE.

THÉORÈME I (THUE e st un nombre réel supérieur à 1 et si

alors ~ est un nombre algébrique.

Des théorèmes plus précis ont été obtenus ensuite.

THÉORÈME II (PISOT [7], VIJAYARAGHAVAN [15], [16]). - Si 03C9 est un nombre

algébrique réel supérieur à 1 ~ B un nombre réel quelconque non nul, et. si

alors w e st un nombre 8 et X e st un nombre du corps de 03C9 .

THÉORÈME III (PISOT [7]). - Si 03C9 est un nombre réel supérieur à 1 , X un
nombre réel non nul et si

alors ~ est un nombre algébrique et, dtaprès le théorème II, c’est un nombre O*

Remarques. -Si w est algébrique, il suffit que ~03BB03C9n~ tende vers zéro, pour
que ce soit un nombre 9 ~ Si on ne sait rien sur la nature de il faut savoir

que ~03BB03C9n~ tend vers zéro assez vite (plus vite que --2014 par exemple) pour
n log n

être sûr que c’est un nombre 6 ~

* ~ ~

( ) Notation. - On notera: x = x + x , x : partie entière de x , x : partiev v

fractionnaire, 0 $ x  1 , et ()x)) = 1 - x) , ~x~ : distance à l’entier
le plus proche. ~ ~ 

> 
~



Cette condition (2) a été améliorée par R. SAIEM qui donne comme condition :

qui permet de conclure par exemple dès que = 

C’est actuellement la meilleure condition, et on ne sait rien de la nature des

nombres tels que Î tende vers zéro lentement. On sait simplement que leur

ensemble est dénombrable (théorème VII).

3. Principes de s démonstrations de s théorèmes I II et III.

THÉORÈME I. -. Il est contenu dans le théorème III. La démonstration initiale de

THUE s’appuyait sur le principe des tiroirs.

Démonstration du théorème II. - Elle s’appuie sur deux propriétés des fractions
rationnelles.

a. Pour qu’une série entière représente une fraction rationnelle, il faut et
il suffit que ses coefficients vérifient une relation de récurrence linéaire à

coefficients constants (voir par exemple, 

b. Théorème de Fatou [4] (voir par ex. VIII, p. 156). - Si les
coefficients de la série de Taylor d’une fraction rationnelle sont des entiers

rationnels, les inverses des pôles de cette fraction rationnelle sont des entiers

algébriques.
,~,’ n~ + a’1 

Inéquation que vérifie le nombre algébrique w. On a

donc si on pose



les nombres entiers un vérifient à partir d’un entier n~ suffisamment grand
la relation de récurrence

00

la série 1 u z~ représente, au voisinage de 1 ’ origine , la fonction génératrice"

03C8(z) de la suite u . D’après les propriétés (a) et (b), 03C8(z) est une fraction

rationnelle P(z) Q(z) dont les pôles sont des inverses d’entiers algébriques.

D’autre part e zn représente une fonction holomorphe, pour Z !  1
.

et ne pouvant avoir de pôle s sur le cercle unité Z ‘ = Z ~ car

Q(z) a donc un seul zéro Z ~ ~ à l’intérieur du cercle unité et les autres sont

strictement à l’extérieur du cerc le unité : w est bien un nombre 8 . 
’--

Comme est holomorphe pour z = 1 03C9 , - 03BB 03C9 est le résidu de P(z) Q(z) au pOle
simple z = 1 03C9 . Donc

ce qui montre que 03BB apppartient au corps de 03C9 .



Démonstration du théorème III. - Elle s’appuie sur deux théorèmes :

THÉORÈME de Kronecker (voir par exemple VII, § 2). - Une condition néces-
saire et suffisante pour que Z 

/-~ u n z soit le développement d’une fraction
rationnelle est que 

"

THÉORÈME d’Hadamard (voir par exemple [1]) . - Si D est le déterminant d’une

matrice réelle (a..) d’ordre n ~ on a :la

Posons + E . On a
n n

D’après l’inégalité de Schwarz

Par combinaison entre les colonnes, on peut mettre D sous la forme
n

et la majoration donne :



En posant

00 

(reste d’ordre h de la série convergente JE e. )
1 ~-

Comme IL tend vers zéro, le produit tend vers zéro lorsque n augmente indéfi-

niment. D est un entier oui tend vers zéro : il existe donc un entier N tel

que

00

Par suite la série 03A3 u zn représente une fraction rationnelle et on termine
n~0 n 

la démonstration cornue pour le théorème lI.

4. Propriété importante de s nombre s 8 .

THÉORÈME IV [7]). - Dans tout c orps algébrique, il y a de s nombre s 6

ayant le degré du corps.



Soient s le degré du corps, Yl’ Yo ~ ~ ~ ~ Y base des entiers du

corps et A = (det discriminant du corps (03B3(i)j = conjugués de 03B3j) .

On considère les équations en entiers rationnels xl’ ... , x :

D’après le théorème de Minkowski, elles ont une solution vérifiant les inégali-
tés :

dès que M et r; vérifient la condition /~ .
Si on prend ~  1. ~ on a donc toujours un entier algébrique c~ du corps tel

que

dont tous les conjugués sont de module inférieur à 1 ~ Comme le produit

} est un est supérieur à 1 et est donc bien un nombre

e.

~ module 1 un nombre fini de valeurs limites~

Les nombres 6 apparaissent à nouveau mais, là encore, on ne sait pas si ce
. sont les seuls.

THÉORÈME II’ (PISOT [8]). - Si W est un nombre algébrique réel supérieur à
1 un nombre réel non nul, une condition nécessaire et suffisante pour
que la suite ait un nombre fini de valeurs limites module 1 , est que 03C9



soit un nombre e et 03BB soit un nombre du corps de 03C9 .

THEOREME III’ (PISOT [ 8] ) . - Si a) est un nombre réel supérieur à 1 et 03BB
un nombre réel non nul, tels que 03BB03C9n n’ait qu’un nombre fini de valeurs limites,
et si de plus la convergence vers ces valeurs limites est 0( ~....,) ~ k étant
~~ 201420142014 n 201420142014

le nombre des valeurs limites irrationnelles~ alors ~ est un nombre 6 et ~

un nombre du corps de w . 

’ ’ ’ ~ ’

Les démonstrations sont plus difficiles que celles des théorèmes II et III.
Celle du théorème III’ s’appuie sur un théorème qui est intéressant pour lui-
même.

THÉORÈME V (PISOT [8]). - Soient w et 03BB deux nombres réels supérieurs à
1 * Sj~ pour tout n ~0 ~ on a

alors w  À, sont tous les deux algébriques.
La démonstration se fait en approfondissant la démonstration de THUE du théorème

1. On montre par le principe des tiroirs que si la condition (l) est réalisée, on
peut trouver une relation de récurrence linéaire entre les u .

La fonction génératrice donne alors :

03C6(z) est donc une fraction rationnelle qui a des pôles à l’extérieur ou sur le
cercle unités u est alors un er:.tier algébrique dont les conjugués sont dans
ou sur le cercle unité,

On voit ainsi apparaître une nouvelle classe de nombres algébriques.

6. Nombre s de Salem.

On dira qu’un nombre réel 03C9 > 1 e st u..n nombre o (nombre de Salem) si c’ e st

un entier algébrique dont tous les conjugués ont un module inférieur ou égal à
1 ~ l’un d’ entre eux au moins étant de module 1 .



Tous les conjugués de lA) sauf un sont alors de module 1 car si (~ est un

conjugué de module 1 . (j~ =:~ est aussi un conjugue de LJ . L’équation irré-
ductible qui vérifie w est réciproque (un nombre o est une unité algébrique)
et si w. est un conjugué quelconque de (jj ~ 2014 est aussi un conjugué. Le seul

i w * i
conjugué de module strictement inférieur à 1 est donc 2014 ~ et tous les autres

conjugués sont de module 1 , associés per paires. Le degré d’un nombre o est

obligatoirement pair.

Contrairement aux nombres 6 ~ il n’y en a pas dans tout corps algébrique. Il

n’y en a que dans certaines extensions quadratiques des corps totalement réels

[13] ce que l’on voit en posant

Les ~. sont des entiers algébriques réels.

7. Répartition modulo 1 de c~ ~

Soit 2s le degré de cs et soient ± 203C003C6i (i = 2 , 3 , ... , s) les arguments
des conjugué s imaginaires de rs . On a :

Comme 2:..... tend vers zéro, la répartition modulo 1 de o’ sera oelle de
a

a. Les sont linéairement et rationnellement indépendants avec 1 a c’ e st-.

à-dire qu’il n’existe pas de relation linéaire à coefficients entiers entre les
de la forme

En effet cela entraînerait que



ce qui est impossible car, par une permutation du groupe de Galois adjoint à

l’équation, on devrait avoir )oj = 1 .

Diaprés le critère de les points de coordonnées x. = n03C6i sont donc

équirépartis module 1 dans l’ esPace Rs-1 .
b ~~n) e st réparti de manière dense sur l’ intervalle (- ~ ~ s ~ ~ ) ~ 2(s - ~i~

(Donc on est réparti module 1 de manière dense) .

En effet si ~a ~ p) est un intervalle quelconque contenu dans

~.» ~ ~ s ~- ~ ) ~ 2(s - Z ) ~ ~ il suffit de déterminer n tel que

ce qui est possible à cause de la répartition uniforme des points de coordonnées

dans l’espace RS ~ .

c. Répartition de 

On peut choisir À de manière que la répartition de Àan ne soit dense

modulo 1 que sur un intervalle qu’on peut rendre arbitrairement petit. La suite

Âo n’ est alors certainement pas équirépartie modulo 1.

Remarque. - R. SAIEM a précisé que la répartition de an n’était pas uniforme,
même si elle est partout dense sur l’intervalle ( 0 ~ 1) .

À étant un entier du corps de Q ~ on a

Si on choisit pour 03BB un nombre 8 défini comme au § 4 , la partie relative
aux conjugués de remplira de façon dense un intervalle de longueur infé-

rieure à 4r~ ~s » 1 ~ ~ r~ pouvant être choisi arbitrairement petite

8. Nombres a ~

On dire qu’ un nombre réel 03C9 , supérieur ou égal à 1 , est un nombre a s’il



peut être obtenu comme la limite

associée à une suite d’entiers rationnels donnée par la relation de récurrence

les deux premiers termes u~ et u.>u~>0 étant donnés*

La relation (R) définit bien de manière unique à partir de un et

2 .

un-1 : un+1 est l’entier le plus proche des 201420142014 . La suite {u } est donc

définie par la donnée de deux entiers u0 et u. * Par suite :

THÉORÈME VI. - L’ensemble des nombres a est dénombrable.

Ayant de montrer que, pour chaque suite {un}’ la limite définissant lA) existe

bien, on va examiner la manière dont s’introduit cet ensemble de nombres et ses
rapports avec les deux ensembles précédents.

Soient w un nombre réel supérieur à 1 et 03BB un nombre réel positif. On

pose :

e(n) étant une quantité qui tend vers zéro avec ~‘ . On voit que
n q



a. Si ~n 0 , alors b 0 .

Donc à partir d’ un certain nO’ la relation (R) est vérifiée.

THÉORÈME VII. - les nombres 03C9 , te ls que 03BB03C9n tende vers zéro modulo 1,
sont des nombres a . Leur ensemble est donc dénombrable.

COROLLAIRE. - h s nombre s 8 sont des nombres a .

b. Si ~n  q  1 2(03C9 +1)2 c’est-à-dire si les points d accumulation de la
répartition modulo 1 sont suffisamment proches de 1’origine, on a b n Î  ô  1 2
à partir d’un certain En tenant compte du résultat du § 7 (c), on voit

que les nombres o sont des nombres ce .

Les nombres a apparaissent donc comme une généralisation des nombres C et

c , mais on ne sait pas si l’ensemble des nombres a contient d’autres nombres

que les nombres 8 et a .

9. Etude de la relation de récurrence ~R~ .

a. A la suite ~u ~ ~ on peut associer un nombre a tel quen

Pour démontrer cela. on introduit les deux entiers r et h définis par
n n

ainsi que la suite



-a. ~u } est une suite monotone croissante.
n > - 

.- -- -..- 

. 
-. - .- .. 

---- m 

u 
-- - -. -..-.- -.--

Démonstration par récurrence : on a -.-. > 1 ~ et
u0

- 03B2. Relation entre h et r .
- n - n

Deux cas peuvent se produire :

1° hn = 0, c’est-à-dire rn+1 = rn ./ Comme un+1 % un+1  vn .

D’après 2) , |vn|  § , on a donc hn+1 = o , c’eat-à-dire



La suite ~u ~ est alors une progression arithmétique de raison r et
n m

Dans ce cas, a = 1 .

2° hn  1 . v est alors une suite strictement croissante. En effet :

qui est certainement positif car h >~~’~-~i6j~0na donc

et la suite des r est strictement croissante d’après (4) ,n

On peut déduire de ces relations une minoration des u
n



Posons alors

La suite a 
n 

satisfait à une condition de Cauchy et est donc convergente vers

un nombre a > Z .

Pour être dans ce cas, il faut que 

u

b. Si a est supérieur à 1 , n tend vers un nombre 03BB .
.-.~ n

a

On peut trouver ~ et N~~~ tels que:



On peut alors écrire :

et pour m > n ,

u

La suite n 03B1n satisfait à une condition de Cauchy et converge donc vers un nombre
03BB > 0

Et étant arbitrairement petit.

Cette majoration est surtout intéressante pour a > 2 : la répartition modulo 1

de 03BB03B1n n’est alors certainement pas uniforme. Elle montre aussi que, pour iden-

tifier le s nombre s a avec le s nombres 6 et o ’ il suffirait de prouver que



les u vérifient une relation de récurrence linéaire à coefficients entiers

(§ 5).
c. C ondition pour que a > 1 .

Appliquons l’inégalité (8) dès le premier terme. On a :

En tenant compte des minorations (6)

car on a toujours

Cette minoration permet une majoration de la série de (15) par une série sommable:



on est donc sûr que

10. Propriétés de la répartition des nombre s 03B1 , 03C3 et 6 .
La relation (9-18) permet de voir facilement que tout intervalle de la demi-

droite a ~ 1 contient au moins un nombre a ~ ce qui montre que ~,: ensemble des.

nombre s a e st dense sur la demi-droite a >, ~ .

L’étude de la répartition des nombres e et o~ est très intéressante ([2],
[9], [ ~ C3 ~ ~ ~z ~ ~ [ ~ ~~ ~ ~ et donne en particulier les résultats suivants :

THÉORÈME VIII (SAIEM [13]). - L’ensemble des nombres 8 est f ermé 
que tout point d’ accumulation de nombres e est aussi un nombre C .

THÉORÈME IX (SAIEM [13]). - Tout nombre 8 est point d’accumulation (à gauche
et à droite) de nom.bre s ~ .

L’ensemble dérivé de l t ensemble des nombres a~ contient les nombres 8 ~ mais
on ne sait pas s’il en contient d’autres.

Résultats généraux sur la répartition modulo 1 de wn.

D’après les résultats précédents, il serait naturel de penser que seules les
puissances de nombres algébriques ont une répartition modulo 1 anormale. Cela8

n’est certainement pas vrai d’ après un résultat de C. PJSOT ([6J, [7]).

. THEOREME X. - L’ensemble des nombre s réels u>l ~ tel que la suite d~ ne

soit pas équirépartie modulo 1 ~ a la puissance du continu.

la démonstration se fait en construisant des nombres w tels que wn ait une

répartition modulo 1 tombant dans des intervalles assez petits donnés à 1’a-
vance.
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