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.Séminaire DELANGE-PISOT 11.01

(Théorie des nombres)
3e amnée, 1961 /62, n°® 11 26 mars 1962

REPARTITION MODULO 1 DES PUISSANCES SUCCESSIVES DES NQMBRES REEIS
par Jean=Paul BERTRANDIAS

le Théoréme de Koksma.

KOKSMA a démontré le théorime métrique suivant (voir 1'exposé n° 7 de
J. CHAUVINEAU [3]).

La suite o(n) = M ™ est équirdpartie modulo 1 pour presque tous les nombres
w>1,

On ne comnalt pas actuellement de nombres  tels Qe w?  soit équiréparti
modulo 1 , mais par contre quelques propriétés de l'ensemble de mesure mulle OC
du théoréme de Koksma ont été étudides, et on a trouvé des familles tras intéres-—

santes de nombres W lui appartenant.

C'est cet ensemble C , et certains de ses sous-ensenbles, que nous allons exae

miner.

2+ Nombres de Pisot-Vijayaraghavan (P=V).

On dira qu'un nombre réel w supérieur & 1 est un nombre 6 (nombre P-V)

si c'est un entier algébrique dont tous les conjugues ont un module strictement

inférieur & 1 .
Un entier rationnel est évidemment un nombre 6 , et toute pulssance d'un nombre

6 est encore un nombre © .

Si w est un nombre © de degré r >1 dont les conjugués, rangés par ordre de
module décroissant, sont W =W, W, e, w , le nombre

n n n n
W+ L\b + LOB + eee + wr = un
est un entier rationnel, ce qui donme

Wt = u - & avec Ianl < rlwzln
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Comme lwzl <1, W (™ tend vers zéro trés vite et n'est donc certainement

pas équirépartie. Cette propriété caractérise les nombres © .

Le premier théoréme concernant cette question est dt & THUE.

THEOREME I (THUE [14]). - Si w est un nombre réel supérieur 2 1 et si

Wil < cp” avec p<l1 ,

alors W est un nombre algébrique.

Des théorémes plus précis ont été obtemus ensuite.

THECREME II (PISOT [7], VICAYARAGHAVAN [15], [16])s =~ S1 w est un nombre

elgébrique réel supérieur 3 1, A un nombre réel quelconque non mul, et si

(1) Wl — o ’

Nn-oo

alors W est un nombre © et A est un nombre du corps de W e

THEOREME ITI (PISOT [7]). ~5i w est un nombre réel supérieur & 1, A un

n——

nombre réel non nmul et si

(2) 2 AR <o ,
n=0

alors W est un nombre algébrique et, d'aprés le théoréme II, c'est un nombre 6.

Remarquese. - Si w est algébrique, il suffit que ]lkuﬂl tende vers zéros pour
que ce soit un nombre 6 o 51 on ne sait rien sur la nature de W, il faut savoir

que “hupﬂ tend vers zéro assez vite (plus vite que -——-;E——— par exemple) pour

Vn log n

8tre sir que c'est un nombre 6 .

L

* . a
(") Notation. = On notera : x = x + X, X3 partie entiere de x , x : partie

frectiomnaire, 0 gx <1l , et || =min(x , L «x) , x| : distance 3 Ltentier
le plus proche. v v,V
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Cette condition (2) a été améliorée par R. SAIEM qui donne comme condition ¢

(21) lim-llq- g nH?\wnHz =0

N-oo ™ n=

qui permet de conclure par exemple dés que | = O%;=3 .
n

C'est actuellement la meilleure condition, et on ne sait rien de la nature des
nombres tels que ] tende vers zéro lentement. On sait simplement que leur

ensemble est dénombrable (théoréme VII),

3+ Principes des démonstrations des théorémes I, II et III.

THEOREME I. - Il est contenu dans le théoréme III. La démonstration initiale de
THUE s'appuyait sur le principe des tiroirs.

Démonstration du théoréme II. - Elle s'appuie sur deux propriétés des fractions

rationnelles.

ae Pour qu'une série entiére représente une fraction ratiomnelle, il favt et
il suffit que ses coefficients vérifient une relation de récurrence lindaire &

coefficients constants (voir par exemple, MONTEL [5]).

be Théoréme de Fatou [4] (voir par exemple, [L1], exs VIII, ps 156)s = Si les
coefficients de la série de Taylor d'une fraction rationnelle sont des entiers
rationnels, les inverses des pdles de cette fraction rationnelle sont des entiers

algébriques.

Soit salors

k
ao'i‘alw'l'.oo'l'akw =0

1'équation que vérifie le nombre algébrique w . On a

(3) aomn+almn+l*.oo+ak)\b’rl+k=o

donc si on pose

R 1 1
(4) A = uo+e (un entier et = < e <n )



les nombres entiers u, vérifient & partir d'un entier n, suffisamment

la relation de récurrence

(5) By U f A Wogotoeee h W = 0

==}
la série 2 u z représente, au voisinage de l'origine, la"fonction génératrice"

n=0

P(z) de la suite u . D'aprés les propriétés (a) et (b), Y(z) est une fraction

rationnelle g-g-%- dont les pdles sont des inverses d'entiers algébriques.

D'autre part 2 g, z" représente une fonction ¢(z) holomorphe, pour |z| <1

n=0
et ne pouvant avoir de pdles sur le cercle unité |z| =1, car
Lim |1 = 3z] ¢(z) =1im (L = p) 2 €, eIt "
z.aeit p-L n=0
1 ¥ int
= lim g 2 eneln =0 quel que soit t .
Noew ™ n=0
On a

f(Z) = E }wiﬂ Zn = ll)(Z) + ‘P(Z) =_§_((_%_+ (P(Z) = Z\.wz

%
n=0 z

‘oo

I d 1‘ LN . » » 3 ’
Q(z) a donc un seul géro =z == & l'intérieur du cercle unité et les autres sont

strictement & 1'extérieur du cercle unité : w est bien un nombre © .

1 - A- ’ P(Z)
C . = ————tas i
onme Lp(Z; est holomorphe pour =z =9 =5 est le résidu de TG
simple 2z == Done
1
Pl=
Q' (S)

ce qul montre que A apppartient au corps de w .

1.4

grand

au pdle

.y
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Démonstration du théoréme III, - Elle s'apruie sur deux théorémes :

THEOREME de Kronecker (voir par exemple [1], VII, §2). ~ Une condition néces~

saire et suffissnte pour que 2 w, 2% soit le développement d'une fraction

rationnelle est que n=0

U.O ul soe U.n

D = = 0 pour tout n >N .

un um_l see 1]2n

THECREME d'Hedamard (voir par exemple [1])e = Si D est le déterminant d'une
matrice réelle (aij) dtordre n, on a @

n
Z 3.2: . .
i=L 1J

~

n
o° < 1l
j:l

n
Posons Aw :un+ S On a

Upyl = Wiy = 98 = S 7 6n *
D'aprés 1'inégalité de Schwarz
2 2 2 2
6 & (W + l)(a:n + €n+l) .

Par combinaison entre les colonnes, on peut mettre Dn sous la forme

ug 60 ove én.l
u, o
D = L . .
n . . » 'S
'g'.n én sese 621]_—1

et la majoration d'Hadamard donne :
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D2 \< Z u. 2— 6. see Z 62. .
30 tj=0 J j=n-1
En posant
Rh = 2 82
i=h

[« 2]
(reste d'ordre h de la série convergente 2 ei )
1

h§n<52<°z° 8% < (W + 1)( ) <2 + 1)
j:hj\jzhn\ * Rh+Rh+l ~ * Ry, ’

32> Wi <3 s1)? Pl con .
i=0 *  i=0 i=0

Done

»° <G[2wz(w2 + )R

=l 2 2
n :C;)EOZLO(Q) +1)B}A .

0 °** Rn-l

Comme Rh tend vers zéro, le produit tend vers zéro lorsque n augmente indéfi-

niment. Dn est un entier qui tend vers zéro j; il existe donc un entier N tel

que
Dn=0 pour n >N .

o0

Par suite la série 2 u, 2" représente une fraction retionnelle et on termine
n=0

1la démonstration comme pour le théoréeme Il.

44 Propriété importante des nombres 6 .

THEOREME IV (pISOT [7]), - Dans tout corps algébrique, il y a des nombres ©
ayant le degré du corps.
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Soient s le degré du corps, Yy » Yo 5 eee , Y  une base des entiers du

(1)

corps et A = (det y§1) )2 le discriminant du corps (Yj = conjugués de Yj) .

On considére les équations en entiers rationnels X, , ees , Xy ¢

w:wl’: XlYl + X‘2Y2 + eee + XSYS

“'12 :xl yfz) + x2 Y(z) + eee + XS Yéz)
Wy =% st) + % y?fs) toees + X yés) .

Dtaprés le théoréme de Minkowski, elles ont une solution vérifiant les inégali-

tés @
f0<w\<M s
1‘“’1"5”

d%s que M et n vérifient la condition MP™ >V[A] .
Sionprend n <!, on a donc toujours un entier algébrique w du corps tel
que
o <V
N 8=l
n
dont tous les conjugués sont de module inférieur & 1 . Comme le produit

!Q.wz...wsl est un entier, w est supérieur & 1 et est donc bien un nombre
O

5¢ Répartition modulo ! ayant un nombre fini de valeurs limitess

Les nombres © apparaissent & nouveav mais, 13 encore, on ne sait pas si ce
sont lesseuls.

THEOREME II' (PISOT [8)). - Si w est un nombre algébrique réel supérieur 2

1 et A un nombre réel non nul, une condition nécessaire et suffisante pour

que la suite A" ait un nombre fini de valeurs limites modulo L s €5t que W
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soit un nombre © et A soit un nombre du corps de w .

THEOREME IIY' (PISOT [8]), = Si w est un nombre réel supérieur & 1 et A
un nombre réel non nul, tels que At ntait qu'un nombre fini de valeurs limites,

I .
et si de plus la convergence vers ces valeurs limites est O("Ei’l') s k étant
n

le nombre des valeurs limites irrationnelles, alors W est un nombre © et A

un nombre du corps de W .

Les démonstrations sont plus difficiles que celles des théorémes II et III.
Celle du théoréme III' s'appuie sur un théoréme qui est intéressant pour lui=-

méme .

THEOREME V (PISOT [8])s = Soient w et A deux nombres réels supérieurs 3

1. 5i, pour tout n>0, ona

AP 1
(L) Ll S Rew(w + 1)(L + log N ’

alors w et A sont tous les deux algébrigues.

La démonstration se fait en approfondissant le démonstration de THUE du théoréme
I. On montre par le principe des tiroirs que si la condition (L) est réalisée, on

peut trouver une relation de récurrence lindaire entre les u e

La fonction génératrice donne alors

f(z):E wznzé—ng%%—+ o(z) .

n=0

¢(2z) est donc une fraction rationnelle cui a des pdles & 1lextérieur ou sur le
cercle unité. w est alors un ertier algébrique dont les conjugués sont dans

ou sur le cercle unité.

On voit ainsi apparaitre une nouvelle classe de nombres algébriquese

6+ Nombres de Salem.

On dira qu'un nombre réel w> 1 est un nombre o (nowbre de Salem) si c'est

un entier algébrique dont tous les conjugués ont un module infériewr ou égal a

1, 1'un d'entre eux au moins étant de module 1 .
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Tous les conjugués de w sauf un sont alors de module 1 car si Wy est un

- ’ - l . L3 I Id ] 0] Id
conjugué de module 1 , Wy = 5= est ausel un conjugué da w . L'équation irré-
ductible qui vérifie w est réciproque (un nombre o est une unité algébrique)

. . ’ L . . ,
et &1 w est un conjugué quelconque de w, 5 est aussi un conjugué. le seul

I - ’ 3 - i l

conjugué de module strictement inférieur a 1 eS8t done T et tous les autres
conjugués sont de module ! , associés par paires. Le degré d'un nombre o est

obligatoirement pair.

Contrairement aux nombres 6, il n'y en a pas dons tout corps algébrique. Il
n'y en a que dans certaines extensions quadratiques des corps totalement réels

[13] ce que 1'on voit en posant

1
1 .
ws 1

G = W +o— = W + W, .
1 1

les @; sont des entiers algébriques réels.

7s Répartition modulo ! de .

Soit 2s le degré de o et soient z 2mpi (1 =2, 3, ees , 8) les argunents
des conjugués imaginaires de 6. On a ¢

! s
e+ I 2 cos 2mng, =u_ (entier rationnel) .
on i=2 1 n

1 ’ , sas
Comme —; ‘tend vers zéro, la répartition modulo 1 de o7 sera celle de
o

s
®(n) = =2 2 cos 2moe. .
iR i

2. Les P sont linéairement et ratiorm=llement indépendants avec 1 4 c'este

a-dire qu'il n'existe pas de relation lindairc & coefficients entiers emtre les
de la forme

£
A2(P2+A3(p3+ooo+AS(PS=A .

En effet cela entratnerait que
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ce qui est impossible car, par une permutation du groupe de Galois adjoint &

1'équation, on devrait avoir |o| =1 .

D'aprés le critére de Weyl, les points de coordonnées X, = nps sont done

équirépartis modulo 1 dans l'espace Ro1 o

be &(n) est réparti de menidre dense sur l'intervalle (-2(s - 1) , 2(s - L))

(Done o est réparti modulo 1 de manidre dense).

En effet si (a , B) est un intervalle quelconque contenu dans
(~2(s = 1) 4, 2(s = 1)) , il suffit de déterminer n tel que

a
(5 =TT < °08 4nng; € z'rs—%—r)'

by

ce qui est possible & cause de la répartition uniforme des points de coordonnées

nyp, dans 1l'espace RS__l .

c. Répartition de Ac™

On peut choisir A de maniére que la répartition de A" ne soit dense
modulo 1 que sur un intervalle qu'on peut rendre arbitrairement petit. La suite

n . Id [ e 03
Ao n'est alors certainement pas équirépartie modulo 1 .

Remarquee = Re SAIEM a précisé que la répertition de o¥ n'était pas uniforme,
méme si elle est partout dense sur 1'intervalle (0, 1)

A étant un entier du corps de o , on a

A
n 2 n n . .
AG +';E + AB Oy + see * KZS Tpg = U (entier rationnel) .

Si on choisit pour A wun nombre 6 défini comme au § 4 , la partie relative
aux conjugués de Ao remplira de fagon dense un intervalle de longueur infé-

rieure & 4n(s - 1) , n pouvant &tre choisi arbitrairement petits

8« Nombres o .

On dire qu'un nombre réel w , supérieur ou égal & 1 , est un nombre a s'il
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peut 8tre obtenu comme la limite

u
. +1
W= lin o
n-e  n

associée & une suite d'entiers rationnels donnée par la relation de récurrence

2
1 un 1
(R) "2'\<~un+l_unl<2' ’

les deux premiers termes uy et u; >uy>0 étant donnése

La relation (R) définit bien L) de maniére unique & partir de u, et

2
u

est 1'entier le plus proche des « la suite {un} est donc

Ul 3 Yy
n-].

définie par la donnée de deux entiers uy et u; « Par suite :

THEOREME VIe - L'ensemble des nombres o est dénombrable.

Avant de montrer que, .pour chague suite {un} s la limite définissant W existe
bien, on va exeminer la maniere dont s'introduit cet ensemble de nombres et ses

rapports avec les deux ensembles précédentse

Soient w un nombre réel supérieur & 1 et A un nombre réel positif. On

pose

n
=1u +
AW nt

(u, entier et -é-$rh<21-).

On a
2 1 L. 2
ey % WP wm P mm ) - (W e
n n+l ) AwhL

- nn—-l
= =My v, W= & + &(n)

e(n) étant une quantité qui tend vers zéro avec —::I « On voit que
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8¢ 81 n, — 0, alors 5 — 0.

N0 n—oo

Done & partir d'un certain n, , la relation (R) est vérifide.

THEOREME VII. =~ Ies nombres

sont des nombres

w, tels que AW tende vers zéro modulo L ,
o « Leur ensemble est donc dénombrable.

COROLIATRE, = ILes nombrccs 6 sont des nombres o

be Si N, <N <:ENF-——-;?Z y c'est-d~dire si les points d'accumulation de la
W +
répartition modulo 1 sont suffisamment proches de l'origine, on a lénl <o <21-

& partir d'un certain n, « En tenant compte du résultat du § 7 (c), on voit
que les nombres o sont des nombres 4 o

Ies nombres o apparaissent donc comme une généralisation des nombres © et

¢ 5, mais on ne sait pas si l'ensemble des nombres o contient d'autres nombres
que les nombres © et o

9. Etude de la relation de récurrence (R).

ae A la suite {un} s On peut associer un nombre o ‘tel que

un-t-l
lim

= Qa

= n

Pour démontrer cela, on introduit les deux entiers r

(1)

et h définis par

()

ainsi que la suite
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- Ole {un} est une suite monotone croissante.
u

2 s 2 l
Démonstration par récurrence : on a —> 1, et
0
2
U U
> 1 entraine 2 u, ’
done
U
n+l
Unel 7 Uy i 7! *
n
Done
u
l (]
;H' >1 quel que soit n .
n
- B« Relation entre hn et r
On a
r2 u:2
1
(3) -.-I.l- - nt - 2u + U .
1
n U, n+ n
Donc, d'aprés (R) et (2) :
4 = - .
(4) hn Tnel = Tn
Deux cas peuvent se produire :
10 = ! 3 i - .
h =0, clestd-dire r , =71, Comme u ,>u ,ona v,V
. 1
D'aprés (2), Ivnl.s zsonadomc h , =0, clestd-dire

h =0
m

quel que soit m 2n .
r =rT
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Ia suite {un}

est alors une progression arithméticue de raison Ty et

u
Lim 2L o .
n-
Dans ce cas, a =1 .
20 hn >1 vy est alors une suite strictement croissante. En effet
2 2 2 3
2 -
., Y _(rn+hn) rn_unrnhn+unhn r,
+1 T rF o+ uw. 9 - °
n n T + u, n un(rn + un)
Or
o g
ry = rn[un ho+u g .
2
r(h &) +H
(5) v -y =2 n 1 1
n+l n r + U
n n

qui est certeinement positif car hn

>1 >.§.;l§nl + On a donc
hn+l zh 2!

n

et la suite des r_ est strictement croissante d'aprés (4) ,

(41)

r = + h
n+l Tn n

On peut déduire de ces relations une minoration des Uy,
r

> uy + Ty
(6) <

r22r12r0+2 => <u22ul+ro+l>/uo+2ro+l

n(n - 1)
U > U+ Ty bt .
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Posons alors

u
1
(7) a = n+
n "o
i
(8) lOLn+l - oLn‘ S *
n+l
Doncy, si m>n,
m 0
< 1 L 2
o -a | < 2 — < Z Iy ’
imn P44l 7 4o 1O ¥
dtapres (6) ,
lo. -a |< L .
n' n

Ia suite o, satisfait & une condition de Cauchy et est donc convergente vers

un nombre o >1 ,

Pour &tre dans ce cas, il faut que hj, >1 3

1 /%o
>/'2', ro?"g“' ’

Sl S

done

v_ 0
(9) u2,u0+T .

1

u
be Si o est supérieur d 1, —;-1 tend vers un nombre A .
a

On peut trouver & et N(&) tels que :

l<a..s<an<oc+s pour n >N .
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Alors
1 1 1
a - 0 l < = < ’
n+l n' > 2un+1 .ﬁn a zun(a €)
(10)
1 2 1 1
la w QO l <2—'—- Z = - T »
n Uy il (o = &) %0t &)

On peut alors écrire :

u
ntl mo__m (@ = a)
ocn+I of och n ’
(11)
Ul E«,_' - 1 1
an"'I o B 20 =1 =€) onn'”' ?
et pour m>n,
u u nm
(12) 5 "“‘E‘ Z(a i 5T 4 l+l < : n .
o' a =t =8 ke o 2(0 =L =g)(a = 1) a
Uy
La suite - satisfait & une condition de Cauchy et converge donc vers un nombre
a
A>0
(13) b - 2| < T
n <la-1 -¢g)la~1)
Clest-a=-dire :
' 1 o+ al
(14) u = Al 4 avec | l <

g' étant arbitrairement petite

Cette majoration est surtout intéressante pour o >2 : la répartition modulo 1
de A" n'est alors certainement pas uniforme. Elle montre aussi que, pour iden
tifier les nombres a avec les nombres 6 et o , il suffirait de prouver que
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les u vérifient une relation de réeurrence lindaire 2 coefficients entiers

€3 5)‘.n

¢e Condition pour que a>1 ,

Appliquons 1%'inégalité (8) dds le premier terme. On a 3
1
(15) ]a"aol$ '2-—-1-*'

En tenant compte des minorations (6)

n(n - 1)
(16) uh>,uo+m'o+ho-—-é—-—- s
2n - 1 r20 r—~ To p— ro
0] 2u0 2uo
car on a toujours
2 n h
o B o B 1
2?11.—0-_.2—-+2——\ 2-—+Z'< O °

Cette minoration permet une majoration de la série de (15) par une série sommable s

2/ 2/
I | g o[ —2 0 )
a—ao\z Lad T + eeo ’
rv/u 0]
0"%o ro(uo+ )
2/,
0
1
1)) o -aol\<-1-'- ,
0
ou
u
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Dés que

on est donc sOr que

10. Propriétés de la répartition des nombres o , o et 6.

Ia relation (9-18) permet de voir facilement que tout intervalle de la demim

droite o 3 1 contient au moins un nombre a , ce qui montre que ll'ensemble des

nombres a est dense sur la demi-droite a >1 ,

L'étude de la répertition des nombres 6 et o est trés intéressante ([2],
(9], [10], [12], [13]), et donne en particulier les résultats suivants 3

THEOREME VIII (SAIEM [13]), ~ L'ensemble des nombres © est fermé, c'est-d=dire

que tout polnt d'accumulation de nombres © est aussi un nombre 6 .

THEOREME IX (SAIEM [13]). - Tout nombre 6 est point d'accumilation (a gauche
et & droite) de nombres o .

L'ensemble dérivé de l'ensemble des nombres o contient les nombres 6 , mais

on ne sait pas s'il en contient d'autres.

11. Résultats généraux sur la répartition modulo 1 de W .

Dtaprés les résultats précédents, il serait naturel de penser que seules les
pulssances de nombres algébriques ont une répartition modulo ! anormale. Cela’
n'est certainement pas vrai d'aprés un résultat de C. PISOT ([6], [7]).

THEOREME X. = L'ensemble des nombres réels w>1 , tel que la suite o ne
soit pas équirépartie modulo 1 , a la puissance du continue

Ia démonstration se fait en construisant des nombres w tels que w? ait une

h Y

répartition modulo 1 tombant dans des intervalles assez petits donnés & 1'a-
vancee
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