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Séminaire DELANGE-PISOT 6~01
(Théorie des nombres)
3e année, 1961/62, n° 6 22 janvier 1962

’ ']
PROBLEMES NON HOMOGENES DE LA GEOMETRIE DES NOMBRES
par Hassan SAFFARI

1. Probléme général.

Soit f£(xy 5 ees s xn) une fonction définie sur R" et a valeurs dans R § en
cherche 3 trouver une constante X avec la propriété suivante : si (EI s vee y %Q

est un point quelconque de R? , 11 existe un point (u1 ) eve un) ez tel que

208y =~ ug y eee s & = )| <K .

La signification géométrique de la question est évidente,

Soit en effet R 1l'ensemble des points de R® aéfinis par
[CHPITIE NI S
tR(u.1 y aen s un) 1'ensemble des points définis par

If(xi"ui,-co,x "‘un)lSK ’

n

cltest-a-dire l'ensemble translaté du précédent par le vecteur (u1 g eee un)

N

3 coordonndes entidres, Alors le probléme non homogéne consiste & choisir K tel
, . ; n

que ces ensembles translatés, quand le point (u1 s ese o un) parcourt 727 , don-
n . » s Y

nent un recouvrement de R , La différence essentielle avec le cas homogene est

que 1l'on cherche & choisir K 1le plus petit possible pour que ce recouvrement
soit possible ; il est clair que, dans ce genre de oroblémes, on ne peut pas exclure

" le point & coordonnées nulles.

Dans un langage plus précis, (ﬁi ) see En) dtant un point quelconque de R™ ,

on cherche d'abord
n
inflf(E,l Uy By m Uy eeey & - un)l pour tous les (U , ese , un) ez,

ou bien pour tous ;es n; = gj (mod 1) ’ (3=1,2, seey n) .

Puis on cherche

N = sup(inflf(&l - ll1 y eee En "'un)‘)
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n n

(u1 9 oae un) GZ

(E& 9 eoa y Eh) e R

. s'appelle le minimum non homogéne de la fonction f .
Les cas les plus étudiéc sont s
1°© Quand f est un vroduit de formes linéaires, .
2° Quand f est une forme quadratique.

Dans ce qui suit nous allons étudier en détail le premier cas, puls nous énon-—

cerons quelques résultats concernant le 2e cas et d'autres cas possibles.

2. Une coniecture de Minkowski, Historigue du probléme.

En 1901, MINKOWSKI démontre [31] que Ly et L, étant 2 formes lindaires 2

2
2 variables, & coefficients rdels, dont le déterminant des coefficients est A,

quels que soient les nombres réels Py et P s il existe un point de 22 tel que
1
!(Ll + pi)(Lz + Pz)! sﬂ A .

Depuis, un nombre considérable de démonstrations ont été données de cette vro-
position (Voir [1], [13] p. 46-48 et 145-158, [14], [26] p. 495-502, [27] Chap.
24, [29], etc,) dont la plus simple estpeut-étre la démonstration ourement.orithmé.
tique donnde par LaNDiU ([30] ou [27] Chap. 24).

La conjecture suivante est généralement attribuée & MINKOWSKI : Ly » L2 s see Ln

étant n formes lindaires & coefficients réels et de déterminant A , pour tout
pp (4=1,2, «n,n) il existe un roint de z" el que

M oj eyl <

L. + p, <—A ’
i=1 1 it~ oh

Mais, suivant DYSON [25], une telle référence n'existe pas dans 1'oeuvre imprimée
de MINKOWSKI. On peut démontrer trés facilement que, si les coefficients des for-

mes sont rationnels, la proposition est vraie (voir par exemple [14], page 322).

En 1923, REMAK démontre la proposition pour le cas n = 3 (voir [37] et [38],
mais sa démonstration était particuliérement longue et difficile. Une démonstration
simple et é1légante en a été donnde, en 1939, par DAVENPORT [17];; une autre démons~—
tration plus longue, mais plus naturelle, par BIRCH et SWINNERTON-DYER en 1956 [9].,

En 1933, N, HOFREITER [28] a essayé de donner une démonstration du cas n=4,
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mais sa démonstration était incompléte. Ce cas & été démontré, en 1948, var DYSON
[25] 3 1'auteur utilise des mdthodes de topologie algdbrique, et publie en méme-

.

temps un mémoire sur la topologie algébrique [24] comme préliminaire & sa démon-
tration du probléme de Minkowski., |

Le démonstration définitive de la conjecture de Minkewski s'arréte ici, et
depuis 14 ans, aucun progrés n'a été fait dans ce sens. Suivant DYSON ({251, page
83), "il paraft que les méthodes actuelles sont insuffisantes pour la démonstration
générale de la conjecture", mais de 1l'avis de MORDELL ([34], page 65) "tous mes -
instinets, pour autant qu'ils vaillent, me suggerent que la conjecture est suscep-

tible d'une démonstration é1émentaire", On a ecssayé de donner des estimations de

n
N = sup inf M oju, +p.l .
peRD pfspi(mod 1) i=1 1

En 1934, N, CEBOTAREV (N, TSCHEBOTAROW) a montré [41] (voir dgalement [27]) qulena
n< 224
En 1940, MORDELL améliore cette borne [33], et donne
n<AY? 4 (2 ;Vi)n]”i .
En 1946, DAVENPCRT [18] démontre qu'il existe un nombre ' >1 tel que

JK<-——-1—17~2- ol Yn->2e—-1 pour n = w .

Yy 2

En 1958, WOODS [44] améliore le résultat de MORDELL, et donne
ns . e

Le dernier résultat obtenu dans ce sens date de 1960 3 MORDELL montre [36] qu'en
combinant son ancienne méthode avec celle de WOODS, on obtient

m< Az“”/2[4 - 2(2 ~;3{1-§-)n - 2"“/2]"1 '

On remerque que, si n » «, le coefficient de A.IZ"n/2 dars la borme de

MORDELL tend vers -% 3 donc le #L- de Davenoort est meilleur ; mais en appliquant
: n
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la méthode Mordell-Woods, on peut remplacer Y, par un nombre qui tend asymptoti-

quement vers 2(2e - 1) ,

Dans ce qui suit nous donnons d‘'abord la démonstration de DAVENPORT du cas
n = 3, puis nous démontrons un théoréme de WOODS basé sur la technique de

A}
CEBOTAREV, duguel découlent comme corollaires ¢ la démonstration de conjecture
pour n =2 , le théoreme de CEEQTAREV et 1'équivalence de la conjecture de

Minkowski avec 1l'existence de la constante de réseau pour un certain domatne.

3. Démonstration de Davenvort nour le théoréme de Remak.,

LEMME (REMAK [38] p. 175-180). ~ I1 existe 3 nombres >0, pi (i=1,2,3),

tels qu'il n'existe aucun 801nt a coordonnées entiéres, sauf O , & 1l'intérieur

s

de 1'ellipsolde pi + Dy Xt pg % 1 3 mais 3 points & coordonndes entiéres,

non coplanaires avec O , sont situés sur 1l'ellipsoide,

Démonstration, ~ Un ellipsoide sera appelé "libre", s'il n'existe aucun point du

réseau, sauf O , qui lui soit intérieur. Dans tout ce qui suit, nous acceptons que,
si un ellipsoide libre a 3 points du réseau sur sa surface, ces 3 points sont co-

planaires avec 0 , et nous en déduisons une contradiction

10 Remarquons que si 3 points A1 ’ Az B A3 sont sur 1'ellipsolde (A # - 2} 5
alors A3 = ~ A - A2 « En effet, on peut supposer, sans restreindre la general:te;
que 1! e111p501de est une sohére, Comme la sphere est libre, la distance entre 2
points du reseau est au moins égale au rayon de la sphére, donc les 6 points
+

Ay y = A2 , = Ay forment un hexagone régulier, le résultat s'en déduit.

2° 2 points du réseau, situé sur un ellipsoide libre, ne peuvent pas appartenir

4 un méme plan de coordonnées. Car supposons que, pour A1 et A2 sy on ait

Xy = 0 , ces points sont situés sur 1l'ellipse pg X5+ p3 % 13 si on fait dé-
croftre Py s mais Py et Ps3 restant constants, les points A1 et A, res-
tent toujours sur 1'ellipsoide, et le volume de 1'ellipsolde (V = T;--(p1 P, p3) )
augmente. D'aprés le théoréme fondamental de Minkowskil pour les corps convexes,
pour une certaine valeur de p, , un point A3 du réseau se situe sur 1l'ellipsoits,
mais il n'est pas dans le plan xq = 0, ce qui est contraire a 1'hypothese,

3° Nous montrons maintenant que, s'il existe 2 points A, et A, du réseau
sur un ellipsoide libre E , il existe un ellipsoide libre E, wlqo & ,A ot b
soient sur sa surface. En effet, posons A3 =4, + A2 ’ A4 = Ay - 5 » ot soit
Ay = (alj » 855 s 53,j) (J=1,2,3,4) +0na
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nn

22 22. 22 [J=1(@G=1, 23
(1) Py 815 * Pg #p5% P3 835 {; 1 gj 3,4 .
Soient q; , 4y, 9 (non tous les 3 nuls) mn systéme de solutions de

2 2 2 _
91 8y3 * 9 8py * A3 83
@) 2 2 2 )
U 813 * 9 8pp * A3 83 = O
Nous pouvons isujours supposer, quitte & changer les signes de Q5 9y s A3 5

que
2 2 2

(méme en formant le déterminant des 3 formes (2) et (3) en 9y 5 9y » 93, On
peut montrer que 1l'indgalité est stricte).

Considérons maintenant les ellipsoldes
2 2 2 2 2 2 _
(p]_ + tql) Xl + (P2 + tqz) X2 + (P3 + ‘bq3) X3 =1 (t> 0 )

qui, tous, passent par Al et A, o Comme d'aprés (2), 1'un au moins parmi les

2 ;
Gy s 9 5 93 est négatif,; quand t croit & partir de zéro, 1l'une au moins des

valeurs Py + tqj décroft, et le volume de 1l'ellipsoide augmente ; et, pour une
certeine valeur de t , un point du-réseau se situe sur 1l'ellipsoYde. D'aprés (3),
-ce point ne peut pas &tre A4 = 4, - A, , donc, d'aprés la premiére remarque, c'est

A3=A1+A2.

I1 est clair qu'on peut toujours trouver un ellipsolde libre passant par 2 points
A et A, . En répétant le méme argument, on voit par induction, qu'il existe-

un ellipsoide libre E d'équation

tel que les points Ai 5 nA1 + A2 ; (n+ 1) A, + A, soient sur sa surface 3 on

a donc en particulier

2 2 2 2 2 2 '
(4)  plplmyy +a,)" +p5 (nayy +a,)% + p3 (magy +ag,)" =1 .
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Nous distinguons maintenant 3 cas.

ler cas. - ayy #0, 8yq #0, a3, # 0 3 alors d'aprés (4), si n 4 o,
Psp 0 1le volume augmente et il y a contradiction.

2 cas. ~ a;; =0, ay 0, agy # 0 ;3 alors d'aprés la 2e remarque, 2y # 0,
on a

p%nga;g<oo et + 0 (j=2,3)

pjn
et i1 y a encore contradiction.

3e cas. - Supposcos a,y = a5y = 0 ¢'a31 3 alors aj, #£0# a5, 5 donc
2 2 4. _ . s
Pjn Sajz (3=1,2), Py, » 0 et il y a contradiction.

Ce qui montre que l'hypothése initiale était absurde.

Démonstration du théoréme, - Soient & , n , § trois formes lindaires par

rapport & u, v, w , et de déterminant 1 (on peut toujours supvoser ceci en-
raison de 1'homogénédité) ; il s'agit de démontrer que, pour tout triplet de nom—
bres réels (o , B, y) , il existe des waleurs entitres de u, v, w telles.
que

(5) [ ~a)n - BE - VI<L

Considérons Vellipsadfie 1ibre p? g

du lemme. Nous allons démontrer que pour tous a , B, y , il existe un point

%, Pg nz + p% 82 = 1, vérifiant les conditions

du réseau tel que

2 2 2 2 . 2 2 _3 2/3

(6) p2(E ~a)® + ity - B2 + 548 ~ VP € 2 (o, b, Py

Alors en vertu de 1'inégalité entre la moyenne arithmétique et la moyenne géomé-
trique, (6) = (5) .

Par une transformation affine de § , n, § en x, y, 2z, on peut trans—
former 1'ellipsoide en la sphére x + y + z2 =1, et les 3 points du réseau sur
sa surface en Al(I » 0, 0)y Ay(x, Yy 0) AB(X2 > Yo zz) « Le réseau
initial se transforme en un réseau de déterminant D = Py pz P3 . In formant 1le
déterminant des 3 points A1 ’ A2 » A3 » On remarque que y; 3, est un mul-
tiple d¢ D 4 donc D L1,
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Soit (a, b, €) 1le point transformé de (¢, B, Y) . Ona
) _ o,
G R S C RS O { (Y L N LR (A Y LR CRE )

T1 suffit donc de Aémontrer que le carré de la distance de (a , b, ¢c) au

3 .2/3

point le plus proche du réseau ne dépasse pas T D .

Prenons ce point le plus proche cormme origine, de fagon que

(7) et sl x-a)le (r -0+ (2 ~0)

pour tous les points (x , y , z) du réseau ; nous avons donc & démontrer que
@ 2R 2eih

I1 existe un point du réseau tel que

A 1
pmcledlyled,  lr-vledlylsd,  h-els)
donc d'aprés (7), on a
(9) | a? + b2 + 02\< % .

Considérons la forme quadratique quaternaire en uw, v, w, t

(x ;at)z + (y = b't.)2 + (z -—~ ct)2 + (dt)2

ou d est choisi tel que az + b2 + c2' + d2 =1.

Pour t =0, sa valeur est aumoins 1, sauf si u=v=w=20,
+ . .
Pour t =~ 1, sa valeur est au moins 1 d'avrés (7).

Pour lt’ > 2 , sa valeur est au moins

4d2 = 4(1 - az - b2 - c2) >/1 d'apres: (9) .

Mais le minimum d'une forme quadratique définie positive quaternaire de déter-
minant A, n'excdde pas (4A)1/4 (Voir [42] ou [22] théor&me 106), on remarque
trés facilement que A = d2 ok , donc 1< 4D2 & « Done
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a2+b2+02=1~d2\<1~——1—2-:%D2/3+1.-%(D2/3+D2/3+D2/3+D—'2) .
4D

En vertu de 1'inégalité entre la moyenne arithmétique et la moyenne géométrique
on a

%(D2/3+D2/3+U2/3+D—‘2)>/1 ’
donc
a2 + b2 + cz:;-% DZ/3

ce qui démontre le théoréme,

4. Rappel de quelques définitions.

Soit K wun ensemble de points ; un réseau A de déterminant 4a(A) s'aopelle
K-admissible s'il n'existe aucun point de réseau A, sauf O (si O apvartient
a2 K ), dans 1'ensemble K , Lorsque, A décrivant tous les réseaux K-admissibles,
1'ensemble des d(A) admet une borne inférieure, on vose

ANK) = inf da(A)

et on appelle A(K) 1la constante du réseau de l'ensemble X . Un réseau K-admis-
sible, tel que d(A) = A(K) , s'appelle un réseau oritique de 1l'ensemble X .

Nous rappelons également le théoréme suivant.

THEOREME de compacité de Mahler, - Soit (Ar) une suite de réseaux de r? tells
que, pour tout r ,

19 |k|| 3¢ pour tout point x e A, et #0, oi ¢ est une constante posi-
tive, indépendante de r , et ol |jx|| désigne sup(]xil s cev g lxnl) avec
X = (x1 3 een xn) .

20 d(/\r) <M, M étant une constante <+ « indépendante de r .

Alors on peut extraire de la suite (Ar) une suite partielle (Ar,)' qui con~

verge vers un réseau A, et on a

a(A) = lim d(/\r,) .

I"—*oo
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Pour la démonstration de ce théoréme, voir [14], théoréme IV, page 137, ou [10].

5., Un théoréme de Woods.

Soient (x1 s see s xn) les coordonnées d'un poinmt x de R® , Appelens Ky
1'ensemble des points x pour lesquels

n
5211%_+1151

et K, l'ensemble des points x pour lesquels

i
i=1
Posons

THEOREME ([44] théoréme 1), - @ < (A(K))"1 , ot T est d4fini au paragraphe 2
et A(K) au paragraphe 4,

Démonstration, « On peut toujours supposer M > 0 , D'aprés la définition de
T, a tout entier positif r correspond un nombre réel non négatif €. et un

ensemble d'entiers rationnels u? ’ u; y eee uz tels que les valeurs correspon—

dantes L? s ees Lz des formes lindaires L1 s eee g Ln pour u, = uz
(1=1,, 2, eee y n) vérifient 1'4galitd

x

n

*

(10) M ]Li + p.] =
i=1 L 1 ¢
r
De plus, il est possible de choisir ces 85 tels que lime =10,
-I->c0

Pour un r donné, appelons A, le réseau de R" dont les coordonndes des

points sont données par les relations

: L, ~ L;
(11) x; = -~
1 * Py

(1=1,2, ey n) .

Quand le point (u1 y ese s un) parcourt, z" , on a d'aprés (10)

1 ~€

(12) d(/\.f) = — r .
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n
Comme - I lLi + Pi, > %, il en résulte que tout point de l} vérifie la rela-

—

tion
.n n Li-;-pi

(13) Mofxy +tl= 1 —2[31-6 .
1wl =1 L +p

Comme % est symétrique par rapport & l'origine, on a, pour tout x € Ar R

N _
(14) _Y__T_l lx; - 1] >1-¢, .
Donc, pour tout x €A,
B 2
(15) M -1 >0-¢) .
. i=1 1 r

Nous montrons maintenant qu'aucun point de A, ne vérifie la relation
(16) ]xij <(1+ (1~ er)2)1/2 pour r assez grand .
Car, pour un tel point, on a
1< ( )2 1 i1=1,2 )
- \Xi"is IP'E:r s = ’ 9 eee o I .
Si, pour un certain i, on,a
2 2
xi~1>~(1~8r)
alors, pour cet i, ona

2
x5

-e

2
u1[<(1~er)
2
et comme, pour tout i, ona lxi—-ilsl,donc
2 2
Mg -1l <(1-g)?

ce qui est contraire a (15). On a donc

2 ' 2 ,
”1$Xi"‘1\‘.<"(1~€r) (1=1,2, ¢, n)
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donc
(17) s (- (- evE,  @=1,2,..,0 .

Mais pour r assez grand, e est assez petit, donc on veut choisir un entier
N, tel que le point N, x vérifie avec x la relation (16) et ne vérifie vas
(17), ce qui est impossible d'aprés (15).

I1 en résulte que, pour r assez grand, tout point de Ar , sauf 0 , vérifie
(18) eyl 3 (1 e (1= g2,

Les relations (12) et (18) montrent que, pour les réseaux (Ar> s les conditions
d'applications du théoréme de compacité de Mahler sant vérifides ; la suite {Ab}
contient donc une suite partielle {A}} qui converge vers un réseau A tel que

. _ .
am =mt

Nous montrons maintenant que A est K-admissible. Supposons que cette propo-
sition soit fausse, il existe alors un point Y# O de A dans X . Soit Kr

1'union des régions définies par

n n
'P ]xi + 1]_5 1~ €. et .ﬂ Ixi - 1]_5 1 - e. .
i=1 i=1
On a
lim K =K N
T

I'~00

Comme Y # O s pour tout r suffisamment grand, Kr contient un O-voisinage
de Y pour un certain O indépendant de r . Alors pour toute valeur suffisam—

ment grande de J , A, contient un point Yj 3 1'intérieur de ce voisinage,
j .
donc dans Kr s ce qui ¢st impossible en vertu de la définition des Kb et des
J
relations (13) et (14),

On a donec

ak) gaa) =®+
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COROLLAIRE 1, - La conjecture de Minkowski est équivalente & la conjecture

~ 2 . . n . , N ’ ~n
Démonstration. ~ Si A(K) = 2" , on a, d'anrés le théoréme précédent, M2 ,

et la conjecture de Minkowski est vraie, Supposons que la conjecture de Minkowski

soit exacte, mais qu'on ait A(K) ¥'2n » Le résecau engendré par les points

(2, 0y aee 3 0) 5, (0,2, sea 3 C)y vaay (0, ooey 0,2) est K-admissible
et a pour déterminant 2" , On a donc A(K) < 2" « K posséde au moins un réseau
eritique 3 appelons-~le T , et représentons les coordonnées des points de T par
(L1 y see s Ln) ol Ly, ese 5 L~ sont des formes linéaires par rapport aux va-

riables ul ) e u

n qui parcourent 7z o Soit ag les coefficients de ces

J
formes, on a

(19) laet(a, )| = a(1) < 2" .
]

comme T est K-admissible, nous avons d'aprés la définition de X ,
n
(20) 1 L, + 1] >1 pour tout u, , ees yu €2 .
i i 1 n
i=1
Posons ¢ = (d(T))l/n s on a, d'aprés (19) et (20),
i -1 -1 n _-n
i |2¢ Ly + 2¢7| =2 ¢ >1 pour tout Uy y ees , U € Z
i=1

ce qui est en contradiction avec la oonjecture de Minkowski,

COROLLAIRE 2 (CEBOTAREV), - Ona M < 27%/2 | By offet K contient la région

n
‘TL ]x? - 1!,5 1 laquelle contient ece cube lxi!.S V2 (1=1,2, ses , n) de
1=

volume (2/2)%,
D'aprés le théoréme fondamental de Minkowski pour les corps convexes, on a
n n
(2/2)" <2 aK)

done

Ngy 3222,
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et d'apres le théoréme précédent

ng 270/2 .

COROLLAIRE 3 (MINKOWSKI)e — Pour n = 2 la conjecture de Minkowski est exacte.

En effet on remarque trés facilement que le rectangle lxi + x4] =4,
lx1 - xzf =2 , dont 1l'aire est 16 est contenu dans K , alers le théoréme fon-
damental de Minkowski pour les corps convexes ==> A(K) >4 , mais A(XK) <4,

donc ona A(K) = 4 et, d'aprés le corollaire 1, on a le résultat cherché.

Remarque. « WOODS montre [44] que cette méthode n'est pas généralisable pour
n>2 ., .

6+ Quelques résultats sur les formes quadratiques.,

Le minimum non homogéne des formes guadratiques définies positives binaires

2 2 .
849 X} + 285, Xy X, + 8y, X, est trowd par DIRICHLET [23] qui donne la valeur

By 8p(ayy ~2apy +ay)

K 7
4(ayy 8gy = 875)

et c'est le meilleur résultat possible si la forme est réduite. L. J. MORDELL

[35] généralise le résultat de Dirichlet aux polyndmes

n n
flx) = 2 a, X, X, +2 2 a X 3
rys=1 r=1

mais avec une certaine condition-sur le signe des Qg ¢

Une forme quadratique binaire indéfinie est le oroduit de 2 formes linéaires,

donc on a le méme résultat que pour le cas n =2 de la conjecture de Minkowski,

CASSELS [12] montre que pour les formes binaires indéfinies non dégénérées le

1/2
minimum ?pn homogéne M vérifie IJKI;;-éaé— améliorant ainsi le résultat
1/2
A , . .
IJM 2:'T§§T donne auparavant par DAVENPORT, Il montre, en partlcui% L que pour

une infinité non dénombrable de valeurs de (x , y) , ona |M| 2;-7?7— s ce qui
montre en particulier qu'il existe des nombres transcendants pour lesquels cette
relation est vraie, Une étude trés détaillée des minimums successifs des-formes
binaires indéfinies & été faite par E. S. BARNES et H, P. F. SWINNRRTON-DYER
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([2], [4] et [6]) ; ils ont étudids de méme les formes de Markov et d'autres caté-
gories de formes,'et ont appliqué leurs résultats & la recherche des corps quadra—
tiques euclidiens ([1] et [6]).

E. S. BARFES [3] étudie le cas des formes quadratiques ternaires indéfinies et
montre que, si M est le minimum non homogéne d'une telle forme et & son déter-

minant; on a
(21) PRI ANV

sauf pour 2 formes particuliéres pour lesquelles il trouve le minimum. Ainsi

d'aprés un exemple de DAFENPORT [19] qui montre que, pour la forme
x? ~-y2 . 422 ,

ona M= Q% fD])l/3 , (21) donne le meilleur résultat possible pour les formes

ternaires,

Le résultat le plus remarquable obtenu pour le minimum non homogéne des formes
quadratiques indéfinies est peut-8tre celui qui s'obtient a partir des 2 théo-~
rémes suivants,

En 1958, B. J. BIRCH donne le théoréme suivant [7] @

THZOREME A, - Soit Qr une forme quadratique indéfinie & r variables et 2
coefficients inctmmensurables (c'est—a~dire que leurs rapports mutuels ne sont
pas rationnels), et supposons qu'on soit dans l'un ou 1l'autre des 2 cas suivants

a. r >3 et Qr représente des valeurs non nulles arbitrairement petites.,
be >4 et Qr représente proprement zéro.

Alors on a
m&(Qr) = minimum non homogéne = 0 .

Puis BIRCH, DAVENPORT et RIDOUT (voir [8], [21], [39]) ont démontré le théoréme

suivant ¢

, .
THEOREME Be —~ Soit Q(x1 s sea xn) une forme quadratique indéfinie de signa-—

ture (m , n ~m) & coefficients réels et telle que
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min{m , n ~m) =5 et n>21
alors 1'inéquation IQ(x1 s eee xn)l <&, €>0 arbitrairement pvetit, est

résoluble en entiers Xy 5 see 3 X, 1OD tous nuls, sauf si les rapports mutuels

des coefficients de Q@ sont tous des nombres rationnels,

A partir des théorémes A et B, on déduit que, pour n >21, ona
JTLI(Q) =0 .

Le cas ol les coefficients sont rationnels a été étudié par G. L. WATSON [43]

qui donne un ordre de grandeur pour la borne supérieure de WI(Q) .

7. Autres résultats.,

Pour d'autres questions d'ordre général concernant les minima non homogénes,
nous renvoyons aux mémoires suivants ¢ [11], [15], [16], [21], [40], et aux réfé-
rences données dans ces travaux. 4 titre d'exemple nous citons deux résultats de
CASSELS [12] concernant les formes cubiques ternaires et les formes quartiques

quaternaires,

THEOREME C. — Soient L, , L, ,
A#0 en x,y, 2z, 00 L, est réelle et L, et L, sont des formes conju-

L Ly des formes linéaires de déterminant
guées L2 ='fg ,» alors il existe un point (xo ' Yo 0 Zo) tel que

. " A
mln“ﬂ L IBJ 2 130

(X:y,Z)E(XO,yoyzo) (mOdl)

8i en particulier les coefficients de L, , L2 ’ L3 sont des nombres corres—

1
pondants dans des corps cubiques exjugiés, elors X 5 ¥ » 2z peuvent Stre choisis

rationnels,

[
THECREME D. - Soient L, , L, s Ly, L, des formes lindaires de déterminant
A#£0 en x, y, 2z, t ou Ly et L,

mes conjuguées. Alors il existe un noint (xo » Yo 1 20 s to) tel que

4
ainsi que L3 et L4 sont des for-

L s A
mln[Ll L, Ly L4I > =355
(X y ¥V 9 2 t) £ (XO ’ yO ’ ZO ’ to) (mOd 1) e
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L, ount

L3 5] 4 acnw

9 ces formes conjuguées dans un certain corps quar-

tique, alors x5, Yo Zg s to peuvent &tre choisis rationnels.,
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