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11 décembre 1961

FRACTIONS CONTINUES

par Mme Francoise BERTRANDIAS

1. Recherche des "meilleures approximations" d'un nombre © ( 6 réel positif).

1,14 Définition d'une suite de points Mn

attachée & un nombre 6 . - Sur le

IVIO ”

W/Ml

cercle de centre O et de longueur
1 , on porte dans le sens positif,
4 partir de 1l'origine A des abs-
cisses, les arcs de longueur 6 ,
20 , 30 , ees Parmi les sommets de
la ligne polygonale (L) obtenue,
on choisit les points MO s ML ’

M, 5 eee de la maniére suivante @

- MO est l'extrénité de l'arc de

longueur 6 3
- 1 est le premier sommet de la
ligne polygonale rencontré, qui soit

plus proche de A que MO 3

- Pb est le sommet sulvant qui soit

plus proche de A que M, , ete.

On définit ainsi de proche en proche une suite de points Mn attachés au

nombre © o Elle est finie ou infinie suivant que 6 est rationnel ou non.

L.2+ Propriétés de la suite (Mh) + ~ Considérons la partie (LMh) de la ligne

polygonale (L) s'arr8tant au point M+ Poursuivre la construction de (L) ,

4 partir de Mh s revient & faire subir & (Hd ) les rotations successives

~\
définies par l'arc AMh .

Premiére conséquence. - Les points I

v - 1
hn+l sont de part et d'autre de

OA o En effet le point H défini par HL =.5Mn appartient & la ligne poly-—

gonale (L. ) «8i M et M
Ihh*l n n+l

étaient du méme cdté de QA , le point H



R=(R

serait plus proche de A que le point Mh s ce qui est incompatible avec la
définition du point Mn+l .
Deuxiéme conséquence. -~ Le point M, ©stun des points K, transfgzﬁés de
Nﬁ-l dans ces rotations (c'est-a-dire Ki défini par 3 N;:Z‘RE =i A&gl
(1=1,2,3, )

e,
En effet 1llarec Mn Mn | he contenant

aucun somet de (L, ) , le somet qui
n

devient le plus proche de A , aprés ces

4 3 Pl " T
rotations, est Mn-l .

M est donec le dernier
n+l jpiieduetnty

@ A ? !
des Ki appartenant & 1l'arc Mn-l A

Le point

sur la figure M = .
( gu. - Ky )
D'ol une construction simple de Mn+l

a partir de Mn—l et Mn .

1Y
1434 Définition d'une suite — de ratiennels attachde au nombre 6 + ~ Soient

U, le nombre de c8tés de la ligne polygonale LM s et Py 1'entier le plus
n

proche du nombre q, © (les suites (pn) et (qn) sont finies ou infinies sui~-

vant que 6 est rationnel ou non).

THEOREME 1. - Pour tout entier g tel que 0 < g < A

”qGH > an oll = lqn 0 - pnl R

THEOREME 2. - Soit, q' un entier tel que q, < q' < Upep » OB 8 2

la,, oll < llq*ell

(on pose ||ofl| =nmin |go =~ p| , p adsignant un entier positif).
P
Ces théorémes réaltent immédiatement de la construction de la ligne polygo~

nale (L) . Ils montrent que la propriété contenue daens le théoréme L caractérise ~
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P p
la suite <-C-2-E) . On exprime ceci en disant que les nombres -2 sont les™meilm

leures approximations" du nombre © .

Le4e Propriétés des suites (pn) et (qn) e = On pose

én(e) :qne—pn .

—
‘s h . 1
én(e) désigne donc la mesire de l'arc AM comprise entre = et 21- (on sup=

posera 20 non entier).

On a les relations :

(1) 6n(e) 6n_l(6) <0
() (pn R R pn-l) 6n-l (6) >0 .

((1) exprime que M ooet M, sontde part et d'autre de OA , (1') résulte
de (1).)

(R) Il existe une suite d'entiers positifs a  tels que
G = % Qe ¥ Y2 (n >/2)
(résulte de la deuxidme propriété de la suite (Mn) démontrée au paragraphe l.2).

(3) 6,(8) =a & () + & () .

(Dtapres (2),

— — ———
AM =g AM + AM
n n -  n=l n=-2

et d'autre part

oy, 8,1 @) < 18, ,6)] < 5 ,
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d'aprés le paragraphe L.2, donc compte temu de (1)

a8, (®) + 6 (@] <gs )
(34) lo, o ell =2 lla_; oll + lla, ell  (ataprds (1) et (3)) .
(4) Pp =8, Py + P o  (d'aprés (2) et (3)) .
(5) lp, a4 =~q, P 4l =1 .

(On démontre facilement que Ipo q =g pol =1, d'ot (5) par réecurrence 2
1taide de (2) et (4).)

(6) qglla, ol + alle , oll =1 (a'apres (1) et (5)) .
pn 1 N
(7) |6 - En_‘ < ;g (dtapres (6)) .

2+ Algorithme des fractions continues.

Il s'agit de trouver un procédé de calcul des nombres P, et q e On pose

g 6ll
© T

-

donc, d'aprés (3') :

an = [Gn]
(9)
1
e, = a * 5 (n >/2) .

n+l

On pourra donc déterminer de proche en proche les a et les 6, par les formles
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(9), & partir ge a, et 62 .

Il reste & calculer O, & partir de © , avec

_ lqoe "‘pol

6
2 " Tq o =7yl

’E)eux cas sont & distinguer

L
2.1, Premier case = n<0<n+ 5
On voit facilement que :
py = (0] p; =q6] + 1 .

En posant p, =1, q,; =0, a; =q; , on constate que les formles (9) s'é-
tendent & la valeur n =1, avec

clest-a~dire

Les formules (9) sont donc valables pour n = O , en posant 6y =8 et
a‘o = po = [e] .

Re2e Deuxiéme case = n+é—<9<n+l .

On a-g

po = [e] + 1 123 ql[ej + q - 1

“we

par des calculs analogues, on démontre qu'on peut étendre les formules (9) aux
cas n=1, n=0 et n=-1 en posant s
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p_l::[e]’ q_lzl, p_zzl, q_Q:O ’
avec
_ ® 1
el =T =T ? SO—TTG ’ 9_1 =0 .

Pour avoir les mémes formules au départ que dams le premler cas, il suffit donc

de faire le changement d'indice n-+n +1 o

Quel que soit O , les suites (an) et (en) se construisent donc par l'algo-
rithne s

5] =ao+é-l— (aoz[e])
60, =a, + .o (a; =[0,])
A ap =9
6 =a + L (a. =[6_])
n_ n B n_ " n

n+l

Les suites Py et q, sont obtenues par

i
@]

a1 qO::l

Py = [e] :aO

1l
—

Py
et par les relations de récurrence () et (4) (pour n >.1)

@ gy =ep gt oo

(4) Pp =8, Ppt * P2 *

Ceci entraine, pour tout 6 ,

l)n-l

(5%) P91 = % Py = (=
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Ce procédé associe & tout nombre 6 réel >0 une suite d'entiers positifs

a «ee] et on appelle cette suite "le
développement de © en fraction continue'. Les entiers a, sont les "quotients

(an) ; onnote © =[ay, a 5 eee,

: P
incomplets" du développement, et les nombres rationnels 2 sont les "réduites”.

230 Cas o © est rationnel. - la suite (an) est finie. Réciproquement,

toute suite finie dlentiers ratiomnels positifs constitue, d'aprés 1l'algorithme,

le développement d'un nombre rationnel.

2.4, Comparaison de deux rationnels 6 et O' ayant les (m + 1) premiers

termes commmns a; , a; 5 ees , & dans leur développement.

Les q, sont égaux jusqu'a 1'indice m . Donc d'aprés (7)

o o] <, 5
U
or q >2(m"l)/2 (se démontre sur la relation de récurrence (2)). Donec
(10) 6 -0 <22

Conséquence. = Toute suite infinie d'entiers positifs (ao y 81 5 see ,an,.u)est

le développement en fraction continue d'un nombre 6 irrationnel.

En effet, d'aprés la remarque précédente, les rationnels r, de développement

[ao s By 5 ose am] forment une suite de Cauchy.

2+5s Quelques relations remarquables entre 6 et les suites (an) , (Qn) ’

(Pn) et (qn) o

(11) o= 2Ll Pol

en+l Uy + 41

(se démontre par récurrence & l'aide de (2), (4), (9)).
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(111) a lla, ol =----1—q: =§-€ (a'aprés (11)) .
en+l ¥ —
(12) en = [an y 8.1 s ceel

(dtaprés 1l'algorithme du développement de 6 ).

Prel

sl

(13)

t & —
dlaprés (L1) avec 6,1 =8

]

n+l

A

(14) -a-n—:-]-: = [an ’ an_l g eee o 8.1] .
(Dtapres ()
qn =a + qn-e °
A1 nooq.1 '
Comme
qn <l et qn-l <1
Ayl U2

a, est le premier terme du développement de en fraction continue d‘aprés

(9) etc.) -l

(15) Kn = [an+l 5 an+2 9 aeo] + [O 9 an » an-l 9 oee 4 al] .

246. Majorations et minorations d'un nombre 6 sur son développement en frac—

tion continuec. - Soient

Py e

’ 0003 et o' = [a(') s a{ g ses o an

ol a2 =3a' si n#Zm et al a
n # m> %m °
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Alors d'aprés (9)

n n
et
e;%l > en'1 .
(5') et (11) montrent que
'>06 si m pairet 6'<o si m impair .

Conséquence. = On majore © en majorant (minorant) les quotients de rang iwpair

et en minorant (majorant) ceux de rang pair.

Dxemples = © < (2, 8; 5 ees , 2 1) , en effet

g < 92m+l

q2m+l = [ao ’ al 9 eece azm ’ 82m+l]< [ao » al s vee 32m ’ l] °

3¢ Quelques propriétés des "meilleures approximations" d'un nombre © irrationnel

ggelcongue.

3ale On a vu (7) : qn“qnGH-< L quel que soit =n .
Ce résultat ne peut &tre amélioré car il est possible de construire des nombres
© tels que, pour certains n, la quentité qllq 6ll soit aussi proche de 1

que l'on veut.
En effet, d'aprés (15),

+ L v ot
1 ’
n+ a2 t1 & +1

Xn < a
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done, si l'on prerd a .4 = L, a >N, a 5 >N,

A <Lt T
et dtaprés (LL%)
1
TsT

3.2+, Sur deux réduites successives l'une au moins vérifie

| qnnqn 8l <é— .

En effet supposons que 1l'on ait simultanément

o, ell ;g;—n et lla ; ol ;2.5111__..1 :

(6) entratne alors

o S P

+ <2

qn qn_]_ ~ b

2
N 1 -1
ce qui est impossible (pour tout x >0 différent de 1, x +§--2 = _(’.{.;.c__l_ >0 )

343+ Réciproquement, soit -g- une fraction, non nécessairement irréductible,
p l p - £ by » .
telle que |6 - -(ii Sy o Alors 5 est égale a une réduite de © ,

”q
Voir la démonstration de cette propriété dans HARDY and WRIGHT ([R], page 153).

Cette démonstration s'appuie sur le lemme ([2], page 140)
P_.+R

Si 6 ZZQE‘I"S' oo C>1, et ol PR, Q, g , S sont des entiers tels qie
Q>8>0 &t |PS -QR| =1, alors T et g Sont deux réduites successives
du développement de © en fraction contimue.
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3.4, Sur trois réduites successives l'une au moins vérifie ¢

alla, ell <;-5= ,

clest=d~dire, sur trois A  successifs ( kn défini par (L1')) 1l'un au moins
vérifie }"n >V5 ,

Démonstratione - D'aprés (15)

)\,n =[an+1 ’ an+2 » ooo] + [O s an Iy a-n_l y coe al] H
d'al
)‘n>[an+l » By s l]+[0,an, 1]
clest-a=dire
1 1
(16) S a + -
)‘n n+l a2 * T &, + T

) 2z 3 entraftne )\h>3>\/—.

La propriété reste donc i démontrer dans les cas oh l'on a simultanément

1l <2 an+2$2 et an+3$2 .

Si & ,=2 ,pour i=1,2, o0 3, (16) montre que

1
Xmi>2+3‘>ﬁ ™

Il reste donc & examiner le cas :

L'indgalité (L6) ne suffit pas pour conclure. De maniére plus précise, 1l'on a
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A =1+ 1 +a =71 (a )
p Sttt e =, P ’
"TYp
N q'n"‘l LY l
oh 0<a<l, 0<B<1l (eneffet a= d'aprés (14) et B =g—
% m+4

d'aprés (12)).

De fagon analogue, on a

n+l=1+l+p+l+a=f2(a’ﬁ) s
A=14+84% L =f.(a, B)
2 =0 Y P ey = e, .
T+a
Posons
F=Sup(fl’f2’f3) .

On trouve facilement la valeur de F en fonction de la position du point-de.coorw
données (a , P) dans le quart de plan a >0, B >0,

En effet
£y = f3 sur la bissectrice X N
fl = f2 sur lthyperbole (') d'équation B ='§E -1 ,
f; = £, sur 1'hyperbole (Tt) dtéquation a =.é. -1 .

Soit A le point @ =1, B=0; B le point a=0, p=1ljzet I le
point a =8 =—-—2'-'--£ , point d'intersection de (') et (')

En remarquant que les fonctions fi sont monotones par rapport & chacune des
deux variables a et (3 , on montre que

F=f dans la région (R;) : aAKX y
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F = £, dans la région (BZ)

OAIB ,

F=r

pBIX ’

3 dans la région (RB)

dont les frontiéres sont : l'arc AI de () , l'arc BI de ('') , les demi-
droites Aa , B et IX , les segments de droites OA et OB .

Il reste & trouver la borne inférieure, pour a >0, g >0, des valeurs

F(a 5 p) o Les dérivées partielles %g ’ %Fﬁ ne s'anmilent pas & 1'intérieur d‘'une

région R; « F ne peut donc avoir un minimum que sur les courhes frontiéres. Or
sur ces courhes la fonction F est monotone par rapport & a ouda g (sur ()
per exemple F =14+ o+ T‘f‘-“& Yo Il suffit donc de comparer les valeurs prises
par F euxpoints O, A ,B, I, et X (d=+w, g—_-l) « On démontre ainsi
que la fonction F(a , B) est minimmen I : pour tout a >0, B>0:

st by s

Fla, g) > y =7

En revenant au probléme de départ, ceci entrafne bien, puisque a = est

rationnel,

sup()\n ? An-x-l ’ >“n+2) > V5 *
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4, Nombres équivalents.

4.1, Ie développement en fraction continue associe & tout nombre réel 6 une
suite d'entiers positifs (an) . Que peut-on dire de deux nombres © et ©!
tels que les suites (an) et (a;l) assocides soient identiques & partir d'un

certain rang, c'est-d-dire telles que, r et s <&tant deux entiers positifs ¢

— 1
a =ag pour k>0%

™k
Dtaprés (11), on a
6. P + P
r Fre=l T2
6= , avec |p - =1 R
6, 4.1 * %o r-1 Sp2 r=2 9p-ll
o =L 1= = , avec |p! ', = p! vl =1 .
T o+ o r-l Qa2 T Pro2 %pal
Or
e — t 4 p
O = [ar 3 Brpl 2 Bpy2 0 weel = O (a"aprés (12)) )
I1 en résulte entre 6 et O!' une relation de la forme ¢
(17) ' =-'é§{-—-g—,avec |AD -~ BC| =1 .

Définition. - Deux nombres réels 6 et O' sont dits équivalents (O 6Y)
s'il existe entre cux une relation de la forme (17) (relation évidemment réflexive,

symétrique, transitive).

Dot le

THEOREME. - Si deux nombres ont des développements en fraction continue qui
coincident & partir d'un certain reng, ces deux nombres sont équivalents.

Réciproquement, on démontre que :

Si deux nombres sont équivalents, leurs développements cofincident & partir d'un

certain range.

(Voir la démonstration dans [2], page 142. Elle sfappuie sur le lemme déja cité
s B

dans le paragraphe 3.3.)
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4,2, Développements périodiques. = Soit © un nombre dont le développement

est périodique "a partir d'un certain rang" c'est-a-dire

e: {aD’al (] [ N ,ar’ bo’ se 0 ,bk, bO’ [ X N J , .t)lc’ Ql.] [ 2
On a
Ors1 = [bg s eee s By By s eee s By s eeed = Orekel *
Or
5] P +P
Ot = er+k+l Qk T Qk-l (d'aprés (11))
™ rek+l k¥ kel
Py Pyt
( T et T étant les réduites d'ordre k et k - 1 du développement de
k kel
€1 )

Donc 6,1 €5t un nombre quadratique et, puisque 6 et 6r+1 sont équivalents,
@ est lui aussi quadratique. )

On démontre que la réciproque de cette propriété est exacte (voir [2], page
144),

Dtou le résultat :

Les développements périodiques caractérisent les nombres quadratiques.

443+ Définition de V(@) ¢ = Un nombre 6 irrationnel étant donné, on pose

(6) = lim inf qnnqn ol| .

Les résultats de 344 montrent que \Q3)<§j;= o L'étude des valeurs prises par
5

v(8) fera 1'objet du prochain exposés On se bornera ici & démontrer une pro-

priété remarquable de v(6) :51 6 et 6' sont deux nombres équivalents,

'\)(e) = \)(9') .
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Démonstration. = On a vu ((L1') et (15)) que

1
= :[a a oco] + [O a see a ] .
qdiqn o]l M n+l 7 "ol 0 Y n? "

Si © et o' sont équivalents, leurs développements vérifient les relations

a = a!l
™k s+k

(r ot s entiers fixes, k >0 quelconque).

Dol

Les deux ratiomnels figurant au second membre ont leurs k + 1 premiers termes

commns dens leur développement. En appliquant (10), on trouve

1=k
-\
lab+k A s+k] <2 s pour tout k >0 .
I1 en résulte
1im sup A = lim sup A! .
oo h oo n
D'ol
ve) = vle') .

5« Une application de la théorie des fractions contimues : le théoréme de Borel=

S7ZusZe

® étant un nombre irrationnel, on considére l'ensemble des rationnels 'g

tels que

dlqsl] <% ,
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(ensemble infini d'aprés 344)e Soit £, , &5 5 ese 5 L, see la suite des déno-

minateurs q , ordomnée suivant les q croissants.

THEOREME. - Quel que soit le nombrce e >0, il existe un entier positif n,
tel que, pour tout n >n, , 1l'intervalle Jn, er( contienne au moins un

nombre de la suite (Zm) .

Ce résultat démontré par SZUSZ en 1959, avait été établi par BOREL dans le cas
e =15 (il trouvait ny =10 )e

Démonstrations - Il suffit de démontrer que, pour m suffisamment grand,

2 < ali'i c'est-d~dire que _Egi-a O quand m-» + o

m+l
£

m
On a vu (3.3) que tout ratiomnel '% tel que quBH <Ié- est égal & une réduite
P .

EE du développement de 6 o Clest-a-dire, puisque Pp et a, sont premiers

efitre eux d'aprés (5)
p=kp , q=kq ( kX entier positif) .

Nous allons préciser ce résultat cn montrant que k < &yl * Soit un entier
q= kqn , avec k > & 1 Comparons les deux quantités

1 1 1
4 ) a4
A = [an*l s 80 s eee] + [0, 2 s eee a, ] (d'aprés (15)) ,
ce qui entralne
)h<a'n+l + 2 .

D'autre part

2
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I1 en résulte

2k2> A
n

et donc

1
5'2'

|6 ....IC.;.|> ;

D'ol le résultat ammoncé :

1 £t o
Tout entier q tel que quell <wn ¥érifie q = kqn avec k < ael

Ia suite (zm) est donc formée de multiples kqn des dénominateurs 9, des
réduites de 6 , avec 1Kk a .1 ¢S kq , avec k> ll, figure dans la

, 1
suite, (k = 1) y figure également (car < ) D'autre
’ o 2(kq )" 2((k = 1)q )"

part (d'aprés 3.4) 1l'un 2u moins des trois nombres U 2 Y1 2 Loup figure dans

la suite (zm) + On remarque enfin que

kg <q,; pour tout k<a (dtapres (R)) .

n+l

Soient alors deux nombres successifs de la suite (zm) « Deux cas sont possihles...

it

- Ou bien : b=k , Lo (k+l)qn,avec l1&k<a

n+l ?

].\<k$an_‘_l
-~ Ou bien : Zm =kq , £m+l = qp,; » &Vec
h=1,2 ou 3.

' £
Nous albns étudier dans chaque cas le rapport -—19‘2"}- .
A

m
Premier cas

ml k+1 2
2 T .2 o ¢
£m k C %4

Quand m tend vers l'infini, 1'indice n du q, associé tend vers 1'infini,

done q, augmente indéfiniment. Par suite -35—1- tend vers zéro.

*n



Deuxiéme cas

lm+l - Ueh
zz k% 2

Nous allons d'abord démontrer la double inégalité

U1 S un <:9qn*l *

2=19

Les raisonnements faits dans la démonstration de 3.4 montrent que, si 8.2 >3,
Ul appartient & la suite (am) « Dans ce cas h =1, les indgalités sont

vérifides.

' ’ . 2
Reste le cas a2 2 o L'égalite

U2 -2 N U4
el n#2 Uyt
entraine
q,
N+ <3 .
qn+l

Si 843 >3 , le m8me raisomnement que précédemment montre que

4 la suite (zm) y h<2 et les indgalités sont vérifides.

Si an+3.s 2 , on a de fagon analogue
i3 <3
qn+2
et donc
943 <9 ;
U+l

on ne peut pas conclure quant & la valeur de

vérifiédes.

A2 appartient

h , mais les inégalités sont
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Ceci permet de majorer le rapport Egigz H
k

qn
Gpeh _ 294l k + 1,2 el et
zz<zz<9(k) 2a<36“"‘"‘1‘2"‘2‘ *
K g ¥ d (k + 1)7 q (k + 1)7

Par hypothése (k +l)qn n'appartient pas & la suite (Bm) , done

. 1
(x + La, o] >\/§'(k 5 . .

(e +1)q, 8l = G + g, off

(k + Dlla oll < (a,y +llay oll = llayy ol + lloy oll = llag,y ell <z

On trouve donc la majoration

el 1 6
ml_Jmh e 2L o <2 .
k U
Y 9
e » 2’m+l
Per conséquent, dans ce cas également, ——— 50 quand m + .
*n
Le théoréme est donc démontré.
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