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Séminaire DELANGE-PISOT 1.01
(Théorie des nombres)
3¢ anndo, 1961/62, n° L 20 et 27 novembre 1961

APPROXTMATIONS DIOPHANTIENNES LINEATRES HOMOGENES
per Gérard RAUZY

1_0 Généralités.

l.1. Approximations diophantiemnes. - Etant donné un élément x = (xl y soe o xn)
de 2% (Z ensemble des entiers rationnels), on appellera hauteur de =x la quan-

tité ¢ [x] =  max Ixil o La hauteur de x est un entier supérieur ou égal &
'ul,...,n
zéro (1'égalité ayant lieu si et seulement si x=0).0Ona

Frvis+F, MWsHF, Fa=[Kx .
Le heuteur est donc lide de maniére simple aux opérations sur les entiers ; en ou=
tro, i1 nfexiste quiun nombre fini d'entiers de hauteur donnée.

Soit F(x) une fonction de la variable x € 72 , & valeurs dans un espace K
mni dtune application que l'on notera “F (x)H dans R* s ensemble des nonbres
réels positifs ou nuls ; soit d'autre part p(t) une fonction de R* dens R' ’
on dira que F admet 1l'approxinmation ¢ si

vV i, 3 x, [x] 24 et |[F(x) < o([x]) .

On dira que 1l'approximation est propre, si en outre
IFIl >0

On appellera fonction d'approximation, une classe d'équivalence des fonctions de
t e R* dans R* , monotones, tendent vers 0 quand t » =, 1'équivalence étant
associée & la relation de préordre :

P, <9, <=> 3 b5, ¥ t>%,, ¢, (6 0, (8) .

¢, est dite alors plus fine que ¢, »

De cette définition résulte que si F admet l'approximation ¢ , alors F
edmet 1l'approximation { pour tout ¢ équivalente & ¢ (ctest-d-dire telle que
<Y, $<9). '

On peut alors introduire une relation d'ordre sur les fonctions d‘approximation
4 partir de la relation de préordre introduite ; les problémes qui se poseront en
théorie de 1tapproximation seront alors, en sdoptent la terminologie de KOKSMA [7] ¢
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Al ¢ Trouver pour une fonction F donnée, une fonction dtapproximation ¢ la
plus fine possible telle que F admette 1'approximation ¢ 3

B : Trouver pour une fonection F donnée, une fonction dtapproximation ¢ la
moins fine possible telle que F ntadmette pas ltapproximaetion ¢ .

(I1 faudrait, en fait, préciser que nous nous intéressons seulement aux fonctions
dtun certain type, par exemple at* s At? (Log 1:)[3 ; see sinon les problémes posés

auraient des solutions triviales.)

On s'intéresse également & la densité des approximations obtenues : soit en don=
nent des encadrements comme dans le théoréme de Borel ([2]), ou plus précisément
dans le théoréme de Saztisz ([13]) ; soit en fournissant des approximations "régu-
lidres" d'un nombre donné (PISOT [11]) ; soit en donnant des indications sur la

croissance d'approximations d'un certain type ; par exemple, si

qk+l>qk9 ql>0 et si ”qk(;“”o

( & nombre irrationnel, x valeur absolue de la différence entre x et l'en=-
tier le plus voisin), alors, quel que soit n , 1imA q =« quand k »w
(An q différence n-idme) ; voir aussi les théorémes de Siegel ([12]), préala-
bles au théoréme de Roth. '

Dans cet esprit, on donnera le plus souvent les résultats 4! approximation sous
la forme (KOKSMA [7])

Azg v 1;>-b0, 3 x tel que East et ”F(X)“<‘P(t) .

142+ Approximations diophantiennes linédaires homogines. - Par rapport au cas

général d'une fonction F(x) & veleurs dans un ensemble K , ce sera le cas ob

K est un groupe et ot F(x +y) =F(x) + F(y) »

Plus précisément, nous supposerons que K est un ensemble tel que,
z™ ’ R® ’ c® ’ Q,I; » see ( C ensemble des nombres complexes, Qp ensemble des
nombres P-adiques), prenent les valeurs 1 4, 2, seo , m et prenant les
valeurs 1 , 2 , oss , n o« Nous appellerons systéme de signature (m , n) 1le

systéme de formes :

n
m,, = Z 6 X = (X XK X [ Zn .
Nous prendrons comme norme sur la quantité u = (up) s 1tune des valeurs
max Iupl 5 mAX Hup” s mAX lquP s la| désignant la valeur absolue ordinaire
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dtun nombre réel, ||| 1e valeur absolue modulo 1, iaIP la valeur absolue

P=adiquee
On peut aussi prendre des normes de le forme max A Ju | (A > 0) ; on pourra
prendre dens ce cas comme valeur absolue la quentité o] =1 si a £0, |0]|=0.

C'est ce que 1'on fait, si 1'on considére comme théoréme dapproximation, la pre-
midre partie du théoréme de Roth (existence d'un polyn8me & coefficients entiers

de hauteur bornée, et d'indice élevé en un point & coordonnées algébriques).

Nous allons maintensnt étudier les systémes de signatures générales ou particu=
liéres, oi les © v geront des nombres réels ; nous prendrons comme valeurs
absolues, la valeur absolue ordinaire ou la valeur absolue modulo le

2. Les systémes de signature (m, n) .

2s1. Valeur absolue ordineire 2 théoréme de DirichleteMinkowski. = Soit

m

u = 2 0_ x
Hooyzt WY
un systdme de signature (m, n) avec n>me.

I1 existe ureconstente C +telle que ¢

. 1
V t entier 21, 4 x:(xl y see ,xn)yéO? I—x'l\<t, maac]upl\<0t n/{'n.

(Remarquons que 1ltexposant 1 = n/m est négatif, C tl-n,/m tend vers O quand
t » ® . Bien entendu, en changeant au besoin la constente C , 1'énoncé est vala=
ble pour t réel >1.)

Démonstrations = Si x est tel que 0K %, &% pour v= 1 yeea gyn,ona

alors
< <
S Y, <4
avece
=t2! =t2" 0
. =t2" O s % tv By

(2 ou Zn désignent les sommes prises uniquerment sur les quentités négatives
ou positives)s On a done
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n
d ~g =t 2 |6 .
H g“ v=l l“vl
Pogons alors
n
C =mex 2 le | ’
p v=1 pv

et soit

N = dp, _ gp + 1 ®
T |gylmn/m
Si x est tel que 0L 3%\< t 4 chacun des up(x) se trouve dans 1l'un des inter-
valles ¢

d -g - d ~g N -1(d,-g)
[g“s“%“ﬁ"'gp}:[‘%i*gpaz—ﬁ—p*'gJ9"'9["LN§P‘—“—+E“:‘1}J‘
B H B H

Ies u(x) peuvent donc occuper Nl ooe Nm positions différentes, quand x prend
ltune des (t + 1)® positions telles que 0 < X< t .
Mais
m d-g m .%1 le vl m
Nl...Nmsﬂ ¢ =+ 1)< Tl (—-Tk‘-—t + 1) ;

p=l Ct " p=1
soit
m ' m
N, eee N_g 1T %™+ 1)< ﬂ(‘o+l)n/m H
1 m*
p=L },1:1

d'ou finalement

n
N e Nm< (t-}-l) '

1

Il en résulte que deux =x différents,soit y et =z s vont donner des ufy) et
u(z) tels que, pour chague H , up(y) et up(z) appertiennent au mfme inter-
valle. La longueur d'un tel intervalle est
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d“m- g T8 gylew/m
H d, -8
(et&‘isn)

En posent x =y - 2z on voit que [x] £ t et que up(x) = up(y) - up(z) en ver-

tu de la lindarité, donc que

o G o
Comme y et z sont distincts, x n'est pas nul, ce qu'il fallait momtrer

On voit que, pour t grand, on peut choisir C aussl voisin que l%on veut de

m l/
(0 2 8,0

2.2, Valeur modulo 1 ¢ théoréme de Kroneckere = Soit toujours

u = 2 6 x
Boo=1 WYV

un systéme de signature (m, n) sans restriction cette fois sur m et n.

Alors

V21, 3 x:(xl,...,xn);éo tel que Ec—lst, max“uH”<’o

( lldl aésignant 1s quantité min |a = pl ).
<7

Démonstration. = Elle est identique & la précédente, & cela prés qu'il faut rem-

placer - et dH per O et 1 (en outre, la valeur 1 est exclue ce qui permet
dtavoir une indgalité stricte)s L'intérét de cette formule est qu'il n'y figure
plus de constante numérique dépendant du systémes Il est aisé de voir que l'on
peut en déduire le théoréme précédent : si nous avons donné la démonstration de
celui-ci, c'est qulelle permet d'evoir une meilleure valeur pour le constante quand
t est grand.

2¢3. Le théordme précédent admet une "réciproque® ; il n'est pas possible, pour

un systéme quelconque, d'admettre une fonetion d'epproximation en o('t_ m) .

De maniére plus précise

V (my,n , 3 y>0 et des O _ tels que max Ihp(x)llzyrﬂ'n/m

MV
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Démonstratione = Nous posons £=m + n et considérons un systéme de £ entiers

elgébriques conjugués de degré ¢ distinets solent 1 @ 4 eee ®g . (Racines

per exemple du polynSme ﬁ (z - ig) = 1 avec q entier positif assez grand) »
i=1
Posons alors

n m

- -l

Qk(x ,¥) = zi ®§+v 1 X, * Zi @i yp pour k=14 eeeyl
V= p,:

soit
w1 n T+l

Qk(x ’ 7)) = Yyt @k Yo +oeee t @k Iy * ¢k Xy + oees t @k %, .

Si tous les X, nezsont pas nuls, cette quantité est un entier algébrique non

nule La quantité I Qk(x , y) est done un entier rationnel non nul, on a donc 3
k=1

?
Mo x,nl 2t
k=1

Ie systéme de m équetions & m inconnues &y 5 eee 5 b

+ & £2+to.+q>rn-l£ :—(@EX]-'*‘QOQ‘F@L-]-XHI) k:l,...,m,

ll k k m k

a pour déterminant le déterminant de Vandermonde de @l g see @n qui sont dis—
tinctes. C'est donc un systéme de Cramer que nous résolvons

n

. 6 x
o=l MY Y

Nous avons alors

pour k=l,too,m Iy

m 1 n
Q(x, 9 = él 4= @, - vz_-l O R

et pour m+ 1Lk ’
( ) r%é“'l( 3 ) 3
X ,5 = AR 8 x) + W, X .
Qk ’ b=l k ooy WY el kv v

Pour un systéme de X, donnés non tous nuls, choisissons alors les yl_l de manidre.
que



107

IE O % - yl_ll = |k eW :g)“ .

Nous aurons alors avec des constantes Cl et 02 indépendantes des X, et des

Yy 0
pour k=1, see ym
lo G5 < Cy e ll%ew sl 3
pour m+ 1l1g&kg e
|6 (x » M S €4 pex ||§6W xll+0, [xl o
Mais
mﬁx !lfepvll <1 et € +Cy [¥] <@ +C) X =¢,0x ,

puisque [x] 21 .
Nous obtenons finalement
z .
1€ Tjo tx, 9] o] ootmax ll26, < D" =™,
k=1 k 173 S Y] W R
ce qui est le résultat cherché en posant

-1
y = (€] C3) /m

3¢ les signatures (L, n) et (n, 1) .

3ele Trangfert. = Soit

n
LH=V=16P\’X\’ p:l,.-.,m ’
et considérons le systéme transposé
m
M":p:]_ epvyp v=1, ese yn .

On démontre alors que, si le systeme LH edmet (modulo 1) 1tspproximation
_(J‘:.__b-n/m , le systéme Mp admet 1'approximation }Y-t- ", o y est une fonction
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de C4ym,n (Voir par exemple CASSELS (3D,

Un cas particulier important est le théoréme de transfert de Khinain, pour les
sigatures (L , m) et (n, 1) ; nous en donnons la démonstration, cer la cons-
tante y & laquelle il conduit est beaucoup plus précise gue celle & laquelle

conduit le théoréme général.

[
THEOR}\EME‘.. -51 L= 61 X, +oees * en X, =7 ntadmet pas 1'approximation

-é-'b—n y alors, pour v =1, «ss , n, 1 systéme des formes M, =06, u =¥, n'ad=-
mt pas 1'approximation 'Cle ~1/n .

Démongtration. — Nous supposons donc que, V x tel que I_x_l >4, on ait
L= -é- r}a-n . Soit alors un systéme (u , Vi s ey vn) tel que u >{A(A +1)}n.

Ie systéme aux variables X, o eee 5 X 5 ¥

v v v
1 2 n -n
le-l—l—+x2-a-+... +Xn_1‘f—yl<t

admet, d'aprés le théoréme de Kronecker, une solution, quel que soit t21,

telle que 1K [x] <t «

l/n

- -1
Nous prendrons % By p SOit t=1u .

On = alors

v v

1 n 1

—— ——— <

|x1u+...+xnu y] 5 ’
soit
xlv1+...+xnvn-uy::0 ’

avec lg rﬂ.sul/n.

Mais si rﬂsA,alors si
x\'):(A+l) X, s vyt = (A +1) ¥y
on & encore

s - =
xlvl+...+xr'lvn uyt =0 ’

avec

A<|§]\<A(A+1)<ul/n .
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Ie systeme Xy Vi +oeee £ XV -UY = 0 admet donc toujours une solution avece

<™ .

Mais on a alors

Xl I’Il-l'o-o'l'XnMn:uL ;
soit
ol ol 5] mex )
v

Corme [x| > A,

dlol
max |M >__L_l_uL LI S u__rv_l >.-1---u"'l/n
v “’l/nm > Eaml xC [J31/n =10 )

Ce théoréme nous permet ainsi de passer des résultats sur la signature (1, n
aux résultats sur le signature (n , 1) ; il est obtenu en appliquant le principe

des tiroirs.

3e2¢ Théoreme de Minkowski. = On pose Cn = sup C , la borne supérieure étant
prise sur les constantes C telles que le systéme des n formes Mv = ev U - vv
-l 2
admette 1'approximation é—t o quels que soient les nombres 6_ o Un résultat

d'Hurwitz donne C; = V5 ; on & d'autre part Cr 2 Vi9/8 (MINKOWSKI). Le théoréme
de Kronecker montre que l'on a toujours Cn > 1 o La théorie des fractions conti=-

nues permet alors dten déduire simplement que Cl > 2 ¢ En générelisant cette
méthode, on peut alors donner pour Cn une borne inférieure meilleure que l.

Nous allons montrer le résultat de Minkowski : C > 1 + 1/n .

Démonstration. = Nous allons montrer que, quels que soient 91 g ooe en le

systéme
n _~l/n o
max lels T avec M’\) = uev - 'Vv s

v

admet une infinité de solutions en entiers u et v,

Nous supposons irrationnel 1'un au moins des ev s sinon le théoréme est évident.
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1

Soit t > 1 « Considérons le domaine de R™*  4éfini per les indgalités

_ -n 1/n+l _
pour v-l,-..,n t lx0l+'t|6vxo—xvl$(n+1) -‘6

Ctest va domaine convexe, fermé, symétrique par rapport & 1llorigine.
Calculons son volume V . Pour cels, nous effectuons la transformation linéaire
£ %
z

v t(evXO"Xv) vl !

)

de déterminant (- 1)® qui n'affecte pas les volumess

Le domaine devient alors le domaine défini par lzol + ]zvl <6 pour
V=1, e00 yn, dont le volume est alors

V=2 /O‘5 2% - 0" ax
(en coupant per les plans zg = Ix , on a des régions lzvl K0 = x de volume
220 -0™).
. . n+l
En intégrant on obtient donc V =2 .

Le domaine contient donc un point & coordonnées entiéres distinct de 1l'origine
quel que soit t> 1, soit %y =u, x 6 =v, pour vl
Supposons t> & ; elors u n'est pas nul, sinon on esurait tlvvl < 8. Soit

v, = 0 pour v 31 1le point ne serait pas distinct de 1'originee

Dtautre pert, en prenant des veleurs de 1 suffisamment grandes on va pouvoir
obtenir des valeurs pour u &rbitrairement grandese En effet, si 91 par exem
ple est irrationnel, et si 1'on suppose que 1 < |u] €A, elors |6 u =~ vl
admet un minimum P strictement positif. Il suffit alors de prendre t > &/p
pour que |u|] >4 .

Mais, £l
-n
t7 ul + tle, u=-v,| <o y
en écrivant
tle-u-—vlzn"ltle w-v | +nttle u-v,| + +n-l’o|9 -]
v VL v v v AN v v

<
Vo

n termes égaux

s
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et en appliquant aux n + L termes du premier membre 1%inégalité de la somme et

de la moyenne géométrique soit

l/(n-l"l) < OLO + oo + OLn
~ n+ 1 ’

(ao al see Otn)
on obtient, pour v =1, ¢es 4 n
(n + 1) Iu‘l/(ml) (n"llev u - Vvl)n/(ml) L (n+ 1)1/(n+1)

soit

(n + 1o+ |ul (n—llﬁv u - vvi)n\< (n+ 1)

n+l i/n
= |ul ]Qv u - vv|<§ 1 .

Donc, il existe des u arbitrairement grands tels que

e 1) < r Bl

Ce Qe Fo D&

Des améliorations dans le cas général du théoréme de Minkowski ont été fourni par
BLICHFELDT [1] qui a montré que

n+ 1 n - lyn+3 l/n
25— U GFp ]

Toutes ces constantes tendent vers 1 quand n- o .

En outre il est possible de donner une idée sur la densité de u permettant
1tapproximaetion (voir toujours BLICHFELDT) ct de donner des théorémes analogues

dens l'approximation de nombres complexes par des entlers d'un corps complexe
(voir MINKOWSKI [&]).

3e¢3s Nous allong maintenant nous intéresser aux bornes supérieures des quantités

C_ o« = I1 stagit cette fois de fournir des systémes particuliers de nombres

n
ev (v=1,2, ¢4 ,n quintedmettent pas d'epproximation en é-t_l/n .

L£on

En utilisant le principe de tramsfert, un résultat dfil & PERRON donne C <

(PERRON [9]) avec

n n
o=1 I |6 g |
H:lv:l v v
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B) 5 o005 6 étant des entiers algébriques réels d'un corps K de degré n+ 1,
tels que le gysteme 1 , el 9 soe en soit libre sur le corps des rationnels,

eQ:) les conjugués de av dens les corps K(“) conjugués de K .
La démonstration est trés voisine de celle que nous avons donnée en 2e3.

FURTWANGLER [4] a générelisé ce résultat dans le théoréme suivent

Si Dn est le discriminant d'un corps de nombres réels de degré n+ 1 , on a

alors C < 2nVIDni . On en déduit alors

¢, <433, Cn\<2n\/n+l\/2(n+l) 5

2

De meilleures valeurs peuvent &tre obtenues pour n fixé a 1taide de machines ;
cependant 4~/§§ est la meilleure valeur possible avec ce procédée Remerquons

que les bornes supérieures de Cn tendent toutes vers 1'infini avec n

Signalons enfin que le résultat de FURTWANGIER peut égaloment stétendre au cas
dtepproximetions dans des corps complexes (voir HOFREITER [5]).

3e4eSigneture (1+2)s = Des résultets trés préeis ont été obtenus qui feront
1tobjet dlun autre exposé.

4. Systemes réguliers et systémes singuliers.

4el Définition. - Nous dirons que le systéme

n
upzvzlem)xv H=1, eeo ym

est un systéme singulier si, pour tout € >0 , il existe ty tel que

V t>t,, 3 x£0, x| <t , max“up(x)“<st-n/m .

Ce qui entrafne que toute fonction ¢(t) = o(t-n/hﬁ est fonction d'approximation
pour le systéme. Mais réciproquement s'il en est ainsi le systéme n'est pas néces—
seirement singulier. Par exemple, nous verrons que quelle que soit la fonetion
dtepproximation ¢(t) , il existe un nombre irrationnel 6 +tel que |[x6]] admette
¢ (£) comme approximation. Or, si 6 est irrationnel, [[x6] est toujours un
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systéme régulier clest-d-dire ntest pas un systeme singulier : en effet, soit

q, la n-idme "meilleure approximation" de 6 .

Soit t:qml-l ;) elors,si 1&x&Lt, ona

eoll > b, ol
et

qn+lan 6“ >%‘ ’
done

1

PEN Zm .

I1 n'est donc pas possible de prendre &< 1/2, Hx@” est toujours réguliere

4e2+ Justification de la définitions = Nous allons voir que llensemble des sys—

témes singuliers de signature (m , n) est de mesure nulle (mesure de 1l'ensemble

. Ié rd Vd . m
des ew considérés comme les coordonnées dtun point de R )e

Démonstration. =~ Nous pouvons nous borner & considérer les systémes tels que

0L S}W <1 (l'ensemble des pavés ainsi constitués dans R™ , étant dénombrablee -

Considérons alors les systémes tels que 3 x £0 l_x-] <ty max Hup(x)” < et"n/m ’
e et t &tant domndss Soit &(e , t) un tel ensemble de systéme. ’

x étant donné non nul, soit £0 , et les 6 &tent donnds pour vV £V
’ %) ’ ) 0 °?

le condition précédente impose que chacun des 6 se déplace dans un inter-

Ko
-n/m
valle de longueur au plus R2et .

D'autre part, chacun des © pour v #v. , se déplace dens un intervalle de

longueur au plus 1 par hypothése. Done x etan’c donné le systéme 6H est

contenu dans un ensemble de mesure au plus (Ret” m)m

Mais, t étent domné, ily a au plus si t32 1, (2t + 1)? < (BH)? valeurs
possibles pour x telles que [x] & t . Finalement les G}W tels que
3 x£0 ’ ]—ﬂ <t, mex Hup(x)(l < gt m se trouvent dans un ensemble de me-
sures au plus Bn 21 M ; clest-a-dire que ¢+ mes &(e , 'b) < 3" 2™,

Soit alors &(g) 1'ensemble des systémes Gw tels que tg 21 avec

V t2ty, 3 x£0, [xlgt, max”up(x)“<e:'t-n/m .



On a
se) = U (N &, t) .
b2l tt
Or si t 2 tc’) ’
N sley,t)c N &le,t) .
=1 £t
Done
mes &(€) = limmes N &(e , t) .
’co—m ‘b?to
Mais
ms N 8, t) Sms (e, ty) <2 3" .
>t
Done

mes &(g) £ 2 3" £l

Ltensemble des systémes singuliers intersection de tous les ensembles &(g) est

done bien de mesure nulle pulsque 28 3% "

-0 quand € -0 .

4¢3e¢ Transfert. = Le théoréme que nous avons déja cité en 3.1 montre que si L
est un systéme singulier, alors son transposé est également un systéme singulier,
et réciproquements

Un autre théoréme de transfert au cas non hog.og‘ene prouve alors que la condition

nécessaire et suffisente pour que le systéme 2 6 x (=1, see , m soit
y=1 BV 1V

régulier est qutil existe un nombre & >0 tel que

-n
max 6 x -all<o|x
cx [F 6, %, - ol < 6
ait une infinité de solutions quel que scit a réel. (Voir CASSELS [3]).

4e4e Rang de linéaritée. = Nous dirons qulun systéme de nombres 6, »

v=1, ese yn, est de rang m s'il cxiste m nombres ev 3 *ee ev tels

1 m
que
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x, 6 + S] + e0e + X 6 +y = 0
17y, % ) m oV,
8Vec X) 5 eee y X, ¥ entiers rationnels, n'est possible qutevec
xl£:c2=...=xm=y=0,ets'iln'enn'existepas m+l,

Si alors, ©; 5 ese , O, est de rang m<n , le systéme ei}; singuliere Plus
m

précisément le systéme 6,u=v, admet 1'spproximation 1/+7'% + (Voir, par

exemple, PERRON [10]).

Le probléme intéressant est donc de trouver des systdémes, de rang n exacte-
ment, qui soient singuliers; nous avons vu que cela n'est pas possible pour
n=1.Cela le devient pour n >1 comme le prouve le théoréme suivent dft &

KHINCIN (généralisable & des signatures quelconques autres que (1 , 1) .

45+ Quelle que soit la fonction w(t) > 0 , il existe 61 et 6.2 tels que

@V t>21, 3 x£0, [X<t, b 6 + %, 6,11 <w(t) ;
(B ¢+ v x£0, l}xl 6 + X, 62” >0 « (Voir démonstration dens CASSELS
(31s)

46. Existence de systémes admettant des fonctions d!spproximations donndese =
Un théoréme d@ & PERRON [9], montre que guelle que goit la fonction ¢(t) > 0 ’
il existe des systémes M) = ub,, - v, (v=1, eee y n) non triviaux, c'ested-

dire, de rang de lindarité n admettant 1l'approximstion ¢(t) .

Pour cela, posons

0

8,

= avec g, > n gy entior strictement croissant
Y oA=L 8L oct 8y L > oA ’

n7\.+l
et Exel >n + .

(P(gl Xy g)\?

Le reste R g\v) de cette série est
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dtol
A+l A+l 2
hd < RS:)) < M (l + k4 + v + ooo) 0
& *** 8 81 *** &y En2 B2 B3
‘\)k
En majorant chacun des termes de la série par s et en sommsnt la progrese—
Enel

sion géométrique ainsi obtenue, on obtient :

A+l

S PP O 1 :
€1 *°° By Bxsl A 8L *** E) B =V
Posons alors
A W
U= g ees gy v, —}E:l Y gpx (8, o+ &) .
On a
Mszf)) X g eev 8y ’
done
v7\+l
IMVI < Al " Y )
Or

n7\.+l
-n>
gm n ‘P(Zl eae Zx)

donc, on a bien
< .
) < o
I1 reste & montrer maintenant que le rang de lindarité est n «

Soit une relation X, 8+ eee + X Gn + 5y =0 « En mltipliant les deux membres
par g, eee gy , on obtient alors

o

7(51) = entier .

X,lgl Xy g)\'R +...+JS‘),gl XY ng

Mais la quantité du premier membre est inférieure a
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A2

n l——]
le -..—._.____<n X ’ PRPaS o
g>\+l -n ‘P(g]_ g}\)

A condition que ¢(t) tende vers O quand % » « , ce que l'on peut évidemment
toujours supposer, cette quantité est inférieure & 1 en module 3 partir d'un

certain A , donc nulle.

- On a donc
(1)
i

(n) _ .
+ oece +XnR>\ =0 des que A.>A.0 .

Soit xb le x de plus grand indice non nul.

(1) (P) _
Xle +¢oc+pr)\' —O’ Xp,‘éo .

On a
A+l
|x R&P)[>- 2 L
P &L " B B
et
, A+2
1) (p=1) (p - 1)
R( os s R <
= B3+ T -1 A < Tl g oo gy = (b -1)) '

dés que A est assez grand

8yl "~ (p=-1) > (1/2) Earl .

Done
K 2
lle()+...+x R(p-l)|<2r_l—lp—:—ll——-<2x-ga—n——]x R(p)
&L ¢ B
-l)>\.+2
Comme - +0 quand A - o, & partir d'un certain rang A > Al s on
p
aurait @

1 1
lx& Ri.) + eee + xp”l R§P- )I < be R§P)| ’

ce qui est en contradiction evec 1'égalité écrite.

JARNIK [6] a donné des résultats beaucoup plus précis par exemple 3
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Si Q g% , 11 existe des systémes Mv = uev - v, qui admettent l'approximation

-;% s mais qui ntadmettent pas 1'approximation —v—]-'--z-- .

(1]
(2]
(3]

(4]

[5]
[6]
[7]
(8]
(9]
(0]
[11]

[12]
[13]

t Log™ t
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