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Séminaire DEIANGE-PISOT 1601
(Théorie das nembres)
3e annde, 196L/62, n° 16 28 mai 192

APPLICATION DE IA METHODE DU CRIBIE
A L'ETUDE DES VAIEURS MOYENNES DE CERTAINES FONCTIONS ARITHMETIQUES

par Hubert DELANGE

Dans un exposé de l'an dernier, j'ai considéré la classe des fonctions arith-

métiques & valeurs réelles ou complexes ayant les propriétés suivantes
le £(1) =1 ;
2e f(m) = £f(m) f(n) quand (m, n) =1 ;
3. |f(n)] €1 quel que soit n .

Je désignais cette classe par W,
Une fonction de la classe 3% est déterminée quand on connaft ses valeurs pour

les puissances des nombres premiers, valeurs qui sont assujetties & la seule
condition d'@tre de module K1 .

On a pour n >1

fn) = T (% .
|
p in
o+l
P n
. » . . s . . 1 - S
J'ai montré que,si fe m’O et si la série Z...__._f_(_l.).)_ (ol p parcourt l'en-
semble des nombres premiers, rangés par ordre croissant) est convergente, f pes—
séde une valeur moyenne égale 3

.

Foo J
M -%)[1 v 2 _f_(_ng_)_]
=L p
(preduit infini qui est alors convergent).
J'utilisnis pour cola unc méthodé asscz détournée :

Grfce & un théoréme permettant d'affirmer llexistence d'une valeur moyenne pour
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une fenction de la elasse Ifg., lorsqulune autre fonction, qui n'en différe pas
trop, posséde une valeur moyenne sy Je me ramenais au cas ou f(p) tend vers 1
quand le nombre premier p tend vers +e.

Dans cette hypothése, je montrais, en utilisant le théoréme des nombres premiers,

que 1'on a, pour x infini,

£(n} = lc; . nix fr(ln) + of1] .

bl

5
n<x

+on
Un théoréme taubérien, appliqué & la série de Dirichlet J f(g) s Permettait

1 n
PO 1 b .
de montrer que, si la série 2 __ﬁj_(_rg) converge, le premier terme du second

membre tend vers une limite quand x tend vers + o .

Je me propose @'indiquer ici une autre méthode, entiérement élémentaire, basée
sur des résultats que 1'on peut établir par le méthode du crible. La mfme méthode
permet d'établir d'sutres résultats concernant l'existence de valeurs moyennes
pour des fonctions telles que f[P(n)] , oi P est un polynme & coefficients
entiers et f €, , ou bien fl(al n + bl) ;E'z(a2 n + bz) ven i‘q(&q n + bq) ’
ou a, , 8y 5 see 8, s by 5 by y eee, bq sont des cntiers et
1 s By 5 0oy fqe Ty

L*idée de base est que 1l'on voit facilement que la fonction £ , de la classe
iy 5 posséde une valeur moyemne si 1'on n'a f(pk) #1 que pour un nombre fini
de p e

On introduit donc d'abord, pour chaque y >2 » 1la fonction fy définie de la

fagon suivante :

fy est la fonction de la classe mo définie par

ky .
. f(p") si p<y ’
fy(p)=
si p>y o

On pourrait-aussi la définir de la fagon suivante s

Soit Sy l'ensemble des entiers positifs qx ne sont divisibles par aucun nombre
premier >y , et soit pr(n) le plus grand nombre de Sy qui divise n
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fy(n) = f[ wy(n)] .

L'idée générale de la nouvelle démonstration est alors celle-ci :

fy posséde une valeurs meyemne égale &

m(e) = 1 0 -Ds 2 267
y p<y j=t pJ

2 f (n) tend vers M (f) B
n<x

Par ailleurs, la convergence de la série 2 L -pf(p) entrafne que, quand y

autrement dit, quand x tend vers + « , .}_C.

tend vers + o , My(f) tend vers

= [](1 -.._)[l + 2 iﬁ‘.(_ﬂ]
j=l p

On aurait le résultst voulu en intervertisasnt lee passages a4 la limite, car,
quand y tend vers + o, fy(n) tend vers f(n) et = 2 f (n) tend vers

X nx
= 2 f(n) .
n<x

En fait, on fera tendre simultanément x et y vers + o o On écrira

(1 b2t -plsk It -2 T g (0
n<x * n& ngg J
slg Zoa () -M )]+ () -ul

ngx

et on utilisera des majorations des deux premiéres cxpressions du second membre

(12 troisidme tendant éviderment vers zéro).

Pour majorer la premiére expression, on remarque que

f(n) = fy(n) I f(POL) ’
-
p{n
oL
P n
>y



1604
eo qui denne
f(n) - fy(n) = fy(n) { aﬂ £(p®* =1} .
p in

1
™ fn
P>y

Comme, si &, , &, , eeo aq sont des nombres de module <1,

a
la 8. se00 8 = 1] & Z ‘a' - l‘
L2 q =1 9
car
a see O = l=a =1 + z a ese S (a. - l)
1% L . L -l ’
¢ 1<j<q =

en voit que, si 0 <y <x,

b 2t -2 X f<n>s=-j;lni{ [£n) = £,(n)]]

nex ngx J

1
\<—£IE<X l£(a) = £ (n)]
<= Z‘ 2 lf(p“)—li)
nx' a -
Ry
p In
P>y
\<_l}'c' 5 {ll ‘f(P)l < + E’o ll -f(Pa)l x}
T<px a2 p
5 lL-f® L., 3 L .
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l.:.ﬁf_(f.)_ est convergente et si

Il résulta ds 13 que, si la série 2
y=x%,avec O<e<l,

1im [.- 2 f(n) —-}1-5 )_ f(n)]—O .

p nx

l - Id
Cela tient & ce que, pour tout A>1, J A ‘ f(p)_l_ tend vers zéro quand-
y<py

y tend vers + o,

En effet, si 0 < d <2 , on peut écrire

h— IL - f£(p)| _ ;"—" L -, s— 11-70()]
y<p$y>‘ i p V<P\<Y>\ d
B §1>6 125 (p) b

4 l-O?f(P) 1
<...2_Z .Y o} -
\6 D + Z: D ’

A
el y<p<y
62
puisque |1 - £(p)| > & entratne 1 - Rf(p) > >4 |t = £(p)| , et cocl entrafne

lim 2 ll-f(p)t$5log>x
- P
o’

Pour majorer \ 2 f (n) -M (f)] la méthode consistera & évaluer l'expres~

s <X
sion “n

2 f (n) = 2 f[\p (n)]
nx ¥V ngx Y
en groupant les n suivant les valeurs de pr(n) .

Lles n tels que x.py(n) =m, o4 m estun nombre donné de Sy , sont les pro-
duits de m par des entiers qui ne sont divisibles par aucun nombre premier < y .
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N(x , y) étant le nombre des entiers pesitifs <x qui ne sent divisiblas

par aucun entier Ky , nous poserons

Nz, y) =xop(x , ) N (1 =2 .
p<y p

Ainsi, le nombre des n<x tels que ¢y(n) =m sera

z » 1
2eG.w -

z étant un nombre queleconque >1 et < x , on peut écrire

z f = Z f E Z{. ’ ﬂ 1 -}.. Z:
ngx y(n) me&y ) n ﬂP(m & Py ( p) ' nsk fy(n) ’
nga 4 (n)>z
d'el
1 _ 1 f(m) ,x 1
- n\i fy(n) = {pgy (1 -13)} mgg =9, ¥) v 3 zx fy(n) .
m<zy q;y(n)>z
D'autre part, on voit hmédiatemeﬁt que
W (e) ={ N @-51 2 £ .
v ry P 'g @ |

Par suite
1 _ 1 flm)  ,x
— 2 f@m-M() =0T (@ )y 2 I\ r (X -
= S @) =W () {p\ (-5} 2 h Loz 5 ¥) = 1]

J
n<z

1 . 1L £ (m)
q)y(n)>z >z
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F 22 -u@<{D -0 Eg%lﬂﬁ,y)—ﬂ

n<x v <y ne&,
n<e
+-}-lc- nombre des n< x tels que q)y(n) >z

I e=-bHy 2 L
<y P ey

m>z

On voit d'abord que chacune des deux derniéres expressions est au plus égale &

4102y
Tog =

Cela résulte du lemme suivant :

log ¥y

Si y >1, le nombre des n< x tels que xpy(n) >z >1 est \<4X1—o§—£ .

Peur établir cela, observons d'abord que [l pr(n) ne contient que des fac-

teurs premiers < y o« Pour 1l'évaluer, il suffit de calculer l'exposant de chaque
p <y dans le produite Cet exposant est

E[-}I-)C-] + E[-z?] + ese ,

ot E[u] désigne le plus grand entier L u «

I1 est done au plus égal 3

&
gl o

et par suite
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Par ailleurs,

ylogy> 2 logny 2 E[Y] logpxd I 8P

’
ngy oy ° <y P
dlou
2 log p < Rln
P ~ ‘g y L4
Py
Done
2 log pr(n) L4x log y y
ngx

d'ell le résultat annoncé.

Maintenant, si P est une partie finie quelconque de l'ensemble des nombres-
de &

qui sont >z , pour chaqgue m € P , le nombre des n<X , tels que
\py(n) =m , est émivalent, pour X infini,

by

a

X 1
CRUNCEE

et il en résulte que le nombre des n<X tels que pr(n) € P est équivalent &

x{n -3 2 % .
Py P pep ™

log ¥
Comme ce nombre est < 4X Tog z ° en a

1l 1 log y
1 =2 —_< 4 .
{PI<I.V ( p)} szP m o8 %

Par suite

(1 (1-%)} I g4

ry ng,

>z

o)
o
3‘4
’
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On a donc prouvé finalement que, si y>2 et l<zgx,

1 1 1 1 z
(2) lféxfy(n) - ()] g B2 {prsly (1 -5)}158 = o, v -1l .
n<z

C'est maintenant que nous faisons intervenir le crible.

On peut montrer, par la méthode du crible d'Atle»Selberg,xqu'il existe yy>2 ,
Ay21l et @ et B >0 tels que, pour Y2y, et x>y0,

|‘P(X,Y)"'ll\<aexp("'ﬁ'l-6?~) .

I1 en résulte, ce qui nous suffit, qu'il existe C > 0 tel que, pour
Y2¥, et x2y70,

lo
I(P(X,y)-llSCj_—o%% .

En prenant dans () z =Vx » de sorte que, pour n<z , -;c-{>,\/}_c s on trouve
. 2 ’
qQue, sl y2yy et x3y

I - log y
‘E nizx fy(n) My(f)] < (16 + 20C) T

W
(1) mentre alors que, si y=x , avec O0< w~$2-;‘% s et x >/y(l)/w ,

% Z -ulsigéxf(n) -;lc-nify(n)l ¢ () mpl v (642000

En tenant compte de ce qui a été vu plus haut, ceci entratne .

Tim l'}%c' zf(n)—pl$(lé+2(})w .
X400 n<x
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et An en déduit le résultat voulu en faisant tendre w vers zéram.

Comme on 1l'a dit au début, la mBme méthode permet d!établir, sous des hypo—
théses convenables, l'existence de valeurs moyennes pour des fonctions telles
que f[P(n)] , aa fe My, et ol P estun polyntme & coefficients entiers, ou

bien

£,(a; n+ bl) i:z(a2 n+ hz) . f‘q(aq n + bq) ,

oh f; , ) eae s fq e T, et a, , 8 5 ses 5 8
des entiers.

q » bl 9 bz 3 see bq sont
Le résultat que 1'on a alors & établir, par la méthode du crible d'Atle Selberg,

est le suivant :

Pour chaque nombre premier p , on se donne un systéme Sp de u% restes
(0 < W, <p).
Soit N(x , y) le nombre des n<x qui restent, une fois enlevés, pour

chague p <y , les nombres congrus modulo p aux nombres de Sp , et soit

W
N(x , y) =xo(x , y) T (1"132) .
sy

Si les “, sont bornés supérle&;ement il existe y5; 22 , Ay >letaetp>0
tels gne, pour y 2V et x 2y

lo(x , 7) = 1] S aexp(-B log X)

Pour obtenir ce résultat, on doit majorer et minorer N(x , y) .

La majoration s'obtient par la méthode exposée l'an dernier par BRISSE, légére-
ment modifide.

by

On obtient la minoration en majorant le nombre des entiers Kx & enlever
pour chaque p<y , l'opération étant supposde déja faite pour tous les nombres

premiers inférieurs & p »




