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Séminaire DELANGE-PISOT 9-01

(Théorie des nombres) 6 et 13 mars 1961
2e annde, 1960/61, n° 9

REDUCTION DES FORMES QUADRATIGUES DEFINIES POSITIVES

par Hassan SAFFARI

Considérons la forme quadratique polynomiale 2 Sij X Xj , clest-a-dire
i,j=1

une forme homogéne du second degré & n variables, ol 553 € R et Sij = sji 5
la matrice (sij) est done symétrique. Si \sij] =0 , la forme s'appelle dé-
générée. Dans tout ce qui suit S repréiente une matrice symétrique d'ordre n
a4 éléments réels ; un vecteur colonne El sera noté x et son transposé x' .
\ %
n

La forme quadratique précédente peut donc &tre écrite sous la forme

n
2 S.. X. x, = X'Sx = S[x] .
i,j=l R

Plus généralement U é&tant une matrice d'ordre n , l'expression U'SU sera

représentée par S[U] .

Ltun des problémes essentiels étudiés dans la théorie arithmétique des formes
quadratiques est celui de la représentation intégrale des nombres réels par la
forme et le nombre des représentations possibles : étant donné un nombre a € R ,
on dit qu'il est représenté intégralement par une forme Ssz s'il existe un
vecteur EL 4 coordonnées entidres tel que SLzJ = a. La représentation s'appelle

"propre" si le vecteur est primitif, c'est-a-dire si ses coordonnées sont premie-

res entre elles dans leur ensemble.

Ce probléme est un cas particulier d'un autre, celui de la représentation inté-
grale d'une forme par une autre : étant données 2 formes f et g & n et m
variables, n >m , dont les matrices sont A et B , on dit que f représente
intégralement g s'il existe une matrice a4 éléments entiers T , & m lignes
et n colonnes telle que T'AT =B . Le cas m =1 correspond au probléme de

la représentation des nombres.

1. Exemples historiques de la représentation des nombres.

1° Théoreme de Lagrange. - la forme quaternaire xf + x% + x§ + x?

2 représente

tous les nombres entiers.
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JACOBI a démontré, en utilisant les fonctions elliptiques O , que le nombre

des représentations possibles est Z d , ou 1 est le nombre représentdé.
din
444

2° Théoréme de Fermat et d'Euler. - La forme binaire xf + xg représente tous

les entiers dont les facteurs premiers sont de la forme 4 n + 1 , ou de la forme

4 n+ 3 mais & une puissance paire, et ne représente que ces entiers.

Le nombre des représentations possibles également trouvé par JACOBI, est
4(ol(n) - oB(n)) ou ol(n) et 03(n) représentent le nombre des diviseurs de

n de la forme 4 n+1 et 4n+ 3.

3° Théoreme de Gauss. - La forme ternaire xf + xg + xg représente tous les

. . m .
entiers sauf ceux qui sont de la forme 4 (8 n + 7) , M et n entiers.

Le probleme de ls représentabilité d'un nombre par une forme ou d'une forme par
une forme a été étudié par SIEGEL, G. PALL, HASSE et d'autres j celui du nombre
des représentations possibles étudié particulisrement par SIEGEL est basé sur les
généralisations qu'il a données des notiuns de fonetions modulaires et les fonc-
tions © . Nous n'étudions pas ces problémes. lMais nous allons étudier un probléme
de base, celul de chercher dans l'ensemble des formes un sous-ensemble dont les
éléments ne représentent pas exactement les mémes nombres. La résolution de tous
les autres problémes sur les formes est basée sur celui-ci.

Soit S[x] = x'5x = 2 sij X, x3 « Considérons la transformation lindaire
i,j=l

n
X, = 2 by, ¥ » by, entierset T = (tlﬂ) non singulidre. En substituant
2=l
dans S[x] , x =Ty on obtient la forme

gb\r’] = y'T'STy = S[TAXJ

et il eat évident que gﬂzj représente tous les nombres que S[x] peut représenter.
La réciproque est vraie si IT] =11 s et dans ce cas la matriégv T s'appelle
"unimodulaire”. On dit alors que les formes g[y] et S[x] sont équivalentes.

Comme les matrices unimodulaires forment un gréaﬁe, l'éqd;;alence des formes est

une relation d'équivalence. On obtient ainsi des classes d'équivalences dont les
éléments représentent les mémes nombres. Le probléme se pose alors de trouver dans
chaque classe un représentant ayant dans un certain sens des propriétés "simples".
C'est ce qu'on appelle la "réduction des formes quadratiques". Il est évident que

des formes équivalentes ont mfme déterminant ; la proposition réciproque est fausse.



9-~03

2. Classification dés formes quadratiques.

n
THEOREME 1. - Toute forme quadratique S[x] = 2 s;5 %3 X; & coefficients
e i’{j:l

dans un corps ou 2 £ 0 peut &tre mise sous la forme

2 2 2
GI::]‘bl yl+b2y2+--- 'bryr

AN

par une transformation lindaire dont les coefficients sont des fonctions ration-
nelles des coefficients de la forme et dont le déterminant est 1 .

n

DEMONSTRATION. - Soit S[x]= 2 S5 %1 X; ©b supposons s, = s, # O ; alors
i,j:l
2
S[x]:s1 N +25,x% Xy +eee v 25X xn+Q(x2 g voe ,xn)
(o 12 "In )2 S o 25, 5 5
= 8  ——— +...+-——-x - —— - ottt et X - sae

1Y 8 * s, m s; 2 Y 273
52
In 2

"'"-—sl xn +Q(X2 9 00 Xn)

S S
12 1n 2
Sl(xl +-—S—1-X2 + oo +—ETXn) +R(X2 9 o0 Xn)

It

o Q@ et R sont des formes quadratiques & n - 1 variables Xy g eee g Koo

La transformation lindaire

: 8 ]
/ _ 12 in
} yl = 3(1 + —-—sl X2 + ecee + "“‘-Sl Xn
(1)
Vi =% i>1

qui vérifie les conditions de 1'énoncé donne 1a forme s y12 + R(y2 y vee 3 V)
> ’ Id n
Il suffit pour compléter 1a démonstration d'appliquer la mfme méthode 3 R puis

aux formes & n=-2, n -3 » +e+ Variables ainsi obtenucs.

Solent S, la matrice de la forme R s S, celle de la forme Q ; la matrice

de la transformation lindaire (1) s'éerit

7 -1 .
! 1 S1 q! )
& E

s
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ou E est la matrice unité dtordre n -1 et oh q est une colonne & n -1

sp &
é1éments définie par S = « On a
S
2
s a\ [s onfr &7t o'l
g = 1 & - 1~ 1 ,
a8, {0 51}» o E
\A 1 _
qui entrafne
-1
() S, =8, -8 g¢ et Is| = SI]SZ| .

o\
VR
Plus généralement posons X :/’W' ot y est une colonne & k éléments et 2z

z
une colonne & n = k éléments. })'\évméme faisons une partition de S sous la

S, Q)
forme S = (1 | ob S, estune matrice carrée d'ordre k ; ona i
QS
s, Q\iy
sl =) T e e oa g xS
DA 1IN
S esTtgran s (g st ey var(s, -0 ST Q) 2
=T R 1 1 ST T R YR
ou bien
-1
S[£ =SlLX+Sl Qz) + wlz]
ou
(3) w=8,-qstq
2 M l A
En notation matricielle eela s'éerit
s R "~ 1 =

) = i

o (Sl O\ B S1 Q
o w/ lo E

ol 1'ordre des matrices nulles et unités est évident, ceci cntralne

@ sl = Isyljwl -

Dans la suite nous utilisons & plusieurs reprises les formles (3) et (4).
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2 2
Consid érons maintenant la forme diagonale Gly] = b1 Y Foees br Vn trans-
formée de la forme S[x] = lﬁ Sis X Xy
LV . s J 1]
i,j=1
La transformation zy = Vlbjl yj sy J =1, ey r, permet de 1'éerire sous
la forme

2 2 2 2 2
]=Z1+22+ooc+zi—z. - eee = 7

H[Z i+l T

oi on a permuté les indices pour rassembler les termes positifs et négatifs
r s'appelle le rang de la forme (ou de la matrice S )
i s'appelle 1'indice de la forme
2i-r=1i~- (r-1i) s'appelle la signature de la forme.

Si i=r =n, la forme s'appelle définie positive ou simplement positive.

Dans ce cas on a SL§J >0 quel que soit «§L£ O « On dit alors que la matrice

S est positive, et on éerit S >0 .

Si 1 =r<n, la forme s'appelle semi~définie positive, et il est évident que

dans ce cas il existe des x #0 pour lesquels S[x] =0 . On a done S[x]>0 .

Si 1 =0, la forme s'appelle ndgative.

5i 0<i<r , la forme s'appelle indéfinic.

Dans ce qui suit, nous nous occupons du cas le plus simple de réduction : celui
des formes positives ; pour cela nous allons rappeler, sans démonstration, plusieurs
lemmes, sur les matrices positives ou non, qui n'ont pas de caractéres arithmé-

tiques particuliers. Les démonstrations de ces lemmes se trouvent dans tous les

traités sur les matrices ; voir par exemple : MIRSKY, [2], chapitres XII et XIII.
IEMME 1. - Si S>0, A une matrice réelle, |A| #0 y alors T =S[A] >0 .

IEME 2. - 5>0 2 |s | >0, rLl » 25 ees ym, 0% S est la matrice
composée de r premidres lignes et r premiéres colonnes de S

Ce lemme est un cas particulier du suivant s

LEMME 2'. ~ Ltindice d'une matrice symétrique est égal au nombre de permanence
de signe dans la smite 1, |S |, 1S,1 5 «en s, |«
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I1 en résulte en particulier que, pour une matrice négative, on a
|s,] <0, Is,] >0, 1331 <Oy eve

IEME 3. - Soit S = (sij) >0, onaalors S| S8 8y ee0 5 5 00

S; = 854 9 1*égalité n'a lieu que si S est diagonale.
Ce lemme est un cas particulier du suivant
s, S

LEME 3! =381 S >0 et S = L 12 ; oi S, est une matrice carrée,

on a
|s| < Is; 118, (indgalité de Fischer)
1'¢galité a lieu 2 812 =0

IEME 4 (Transformation de Jacobi). - Si S >0 , il existe une et une seule

matrice diagonale D , et une et une seule matrice triangulaire V = (dij) y avea

dii =1 et dij =0 pour i>]j +telles que

~— -
a, o\ | 815 +++ dppd
01 d2
S:D[V]: o- : . :n
3 d T o . @
0 n/ 1o 1
plus généralement on a
s, o\[E T
g=|1
0 82' ~O E_

avec S1 , 82 sy T uniques:

IEME 5. - Etant domné le vecteur X » & coordonnées entiéres, primitif, on
peut toujours former des matrices unimodulaires telles que X soit la premiére

colonne de ces matrices.

3. Minimum des formes positives.

Soit SEfJ >0 , les valeurs propres 4, , dy 5 eee , d  de S sont toutes po-
sitivess m et M étant la plus petite et la plus grande de ces valeurs propres

et X un vecteur quelconque, il est évident que
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mx' x <S[x] <Mx!x .
N N AN AN~y AN

Soit t >0 un nombre réel assez grand 5 si S[x]<t,omna mx'x <t donc
toutes les coordonnées de X sont bornées, et il n'existe qu'un nombre fini de
vecteurs entiers pour lesquels on ait SL’,‘J <t . Ceci montrec que si X parcourt
tous les vecteurs entiers non nuls, S[x] passe par un minimun p(S) , autrement
dit, il existe un '3:”75 0 tel que

s[x] = w(@)

X est primitif, car si x = QY s q entler >1, y est primitif, et ona

ne) =8lxl = o [y >sly] .

51 SwT,ona u(S) = uT) , car si U est unc matrice unimodulaire, telle

que S =T[U], et X un vecteur primitif, tel que u(S) = S[gg] , ona
W) = STx) = T[Us] 3 u(0)

et si p(T) = TE\X,] y ONn a
WD) =105 = S 3] 3 pu(e)

4+ Bstimation de p(S)

Remarquons d'ebord que si S >0 est mltiplide par +> 0 , p(tS) = tu(S)
tandis que ItSI =t ISI o+ Ceci montre qu'il est raisonnable de comparer (S)

avec ISI

THEOREME 2 (HERMITE) » - I1 existe une constante C, ne dépendant que de n
telle que p(S) < C lSll/n

’
DEMONSTRATION. ~ Pour n =1 , le théordme est dvident : ©
},L(S):s ,'S':Sl>0-

1:1, x:-tl

Supposons le théoréme vrai pour n -1 . Soit x primitif tel que p(S) = S[M;] ’
completons x pour former une matrice unimodulaire U (lemme 5). Alors

= s[U] = U' S U a pour le premier élément diagonal u(S) « Comme on a
!SI IT| et u(S) = u(T) on peut supposer que le premier ¢lément diagonal s,
de S est uS) « Si on pose

«}i=(?) et S=(: ii)

AN,
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on a d'aprés les les formules (3) et (4)

SL.}'C\,] = 81 (Xl + Sl—l &ll)z + WI;X]

-1
w=8 -qs q° et S| = s vl .

Mais w >0 , donc on peut choisir y tel que w[y] soit minimum. Une fois yx

choisi, on peut choisir X tel que

1 -, 1
"z SH s L IST

et lthypothése d'induction entrafne

n(s) < 8lxlg Jig—s-)- +C, ) |w|1/(n-1)
mais
Wl = 13
danuc

p(S) < (% Cn—l) (n—l)/n Isll/n

on trouve & partir de C; =1 et C_ = (%— Cn—l) (n-l)/n que C = (.%-) (n-1)/2 .

On ne sait rien sur la meilleure constante Cn possible. Toutefois pour
n=2, C, = va/3 s qu'on cbtient ainsi, est la meilleure. En effet la forme
X+ Xy + y2 >1 atteint son minimum pour x #0 (par exemple x=1, y=0)
et ona [S| =3/4 done 1 = (%—)1/2IS|1/2 .

Une autre estimation, plus fine, de C, est domnée par le théoréme suivant

THEOREME 3 (MINKOWSKI). - 81 S >0 , on a
1
R <A@« 1}/ g/

DEMONSTRATION, — Considérons 1'ensemble des X € R® pour lesquels S[x] <p;
cet ensemble est manifestement ouvert et symétrique par rapport & 1l'origine,

dtailleurs S >0 ==} mx' x < p qui montre que cet ensemble est borné. Montrons

qutil est convexe, remarquons pour cela que S >0 peut se mettre sous la forme
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AZA od A est une matrice carrée. En effet, il existe une matrice crthogonale
V telleque S=V'DV, ou D, la forme diagonale de S , a tous ses éléments

positifs, donc

2

S =Vt Dl

V:V'DiD V = A*A ol A=D1V N

1
Cela posé, on peut écrire S[x] = x' 8 x = x' A'A X « La démonstration de la
convexité consiste & démontrer, & partir des indgalités S[x ] <p, Sﬁﬁéj <p,

X, + X
1'inégalité S[w1 2-—J < p ¢« la transformation affine 451 =1 » Aﬁé =3

montre alors qu'il suffit de démontrer :

W B0 S48 B
ce qui est évident. La méme transformation affine permet de calculer le volume

de ce domaine, celui d'une hyperellipsoide, qui est @

_ i
v = by 18] .

Pour p = u(S) ce domaine ne contient aucun point de coordonnées entidres, en
dehors de 1'origine. Son volume est donc, d'aprés un théoréme bien connu de

Minkowski, < 2" ce qui donne la formule cherchée.

En appliquant par exemple la formule de Stirling, on remarque que, pour n
assez grand, l'estimation de MINKOWSKI est meilleure que celle de HERMITE.

50 Les formes positives semi-réduites.

Soit Rh 1'espace des matrices symétriques & ¢léments réels. Clest un espace
vectoriel a h :-Eing-£« dimensions. A cet espace correspond, par un isomorphis-
me canonique, un espace euclidien & h dimensions sur lequel nous définissons
une topologie & partir de la distance. Celle-ci, par isomorphisme, induit une
topologie sur Rh » Considérons le sous-ensemble @ des matrices positives de

Rh o On a les propriétéds suivantes ¢
10 Rh est localement compact.

2° L'ensemble des éléments de Rh pour lesquels un mineur prineipal donné a un

déterminant positif, est une réunion d'ouverts, donc est un ouvert de Rh .

Cette propriété montre (lemme 2) que @ est 1l'intersection d'un nombre fini
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dtouverts, donc est un ouvert.

Soient S une matrice de la frontiére de @ dans Ry set 5. 555, eevy
une suite de matrices de ¢ qui convergent vers S ; pour &74 0O, ona
Sk[‘)/c\]' >0 et par continuité S[x] >0 . x é&tant arbitraire, ona S>30 .
Réciproquement si S est une matrice semi-définie positive dans Rh y E 1la
matrice unité d'ordre n et >0, S +eE est une matrice positive. Cela
montre que dans tout voisinage de S il y a des points de ¢ . Donc la frontiére

de ® dans R, n'est autre que l'ensemble des matrices semi-définies positives

de Rh .

Soit ' le groupe des matrices unimodulaires. I opére sur Rh comme un
groupe de transformations S - S[U], Se Rysot U et - U donnent le méme
transformé, et ol les seuls éléments de I qui laissent fixes tous les éléments
de R, sont IE . Sidonc on identifie U et -U dans T, S - S[U] donne
une représentation de FO dans R, ol Tj = I/X*E .81 Se Ry et U parcourt
I' y S[U] parcourt tous les éléments de la classe de S . Nous allons chercher

dans chaque classe de ® wune matrice possédant de "belles" propriétédse. Soit

h

Te P, et supposons que 4 parcourt les premiéres colonnes de toutes les matri-
ces de I' , c'est-a-dire tous les vecteurs entiers primitifs. T[‘g‘] a un minimum
que nous supposons atteint pour u = Ly ¢y n'est pas unique, car - A, aussi
satisfait cette condition. Comme T >0 , il n'y a qu'un nonmbre fini de u tels
que T[&] = T[&l] = u(T) . Laissons 4, fixe, et supposons que u parcourt les
secondes colonnes des Ue& I' dont la premiére colonne est e Les 4 ne sont
plus tous les vecteurs primitifs, et on a par exemple ,1,1\,74,\}\1,1 . T[&] a de nou=
veau un minimum pour u =u, , et on a T[‘E\l] < TL}JQ] « I1 n'y a de m®me qu'un
nombre fini de u tels que T[u] = T[&z] + Congidérons toutes les matrices uni-
modulaires dont les 2 premiéres colonnes sont gy et Lo s et déterminons A3
tel que TE}}Q] soit minimume En continuant ainsi, on trouve une matrice unimo-
dulaire U = (g 28y s neo ’«En) y €t une matrice positive S = T[U] telles que
‘S N T et d'aprés notre construction mfme, S n'est pas unique dans la classe

de T .

Nous allons étudier plus profondément S et U . Supposons qu'on a construit
Aoy ey g s pour construire la k-iéme colonne, on considére toutes les ma-
trices V wunimodulaires dont les k - 1 premidres colonnes sont N L

U étant la matrice préédente on a s
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/B A
-1 k-1

(5) v = |

.0 B

o E, , est la matrice unité d'ordre k =1 , et A et B sont des matrices

. ¢ Wl
entidress U et V étant unimodulaires, B 1'est aussi. S5i w = ?E est 1la
LW

/A n

premiére colonne de la matrice ( >, comme B est unimodulaire, on a
*.B

(6) (Wk ) Wk+l 9 v Wn) - 1

et la k-ieme colonne de V est Uw . Réciproquement w étant un vecteur
entier vérifiant (6), Wiy see y W pé;;ent occuper la premiére colonne d'une
matrice unimodulaire d'ordre n - k + 1 . En choisissant une matrice entiére A
quelconque de k =1 lignes et n - k +1 colonnes dont la premiére colonne est
Vi g eee y Wy 4 500 construit & partir de la relation (5) une matrice V dont les
k = 1 premiéres colonnes sont Ly s oeee 5 g e Donc la k-iéme colonne de toutes
les matrices unimodulaires, dont les k - 1 premiéres colonnes sont
Ay eee 5 est de la forme QEL oi W est un vecteur entier arbitraire, tel
que ka y voe wn) =1.

Considérons la matrice S = T[U] . D'aprés le choix de W nous auroms, W

s .E.. ' (5)
S W I = IUW l > l = = O 5; = v )
T AN /T[&c S]] S] 108 (S. )

Nous avons démontré donc que dans chaque classe de T , il existe une matrice S

vérifiant les conditions suivantes :

Qe Sl >0
/"Wl
be  S[u] 28,5 k=1, ..., n pour toute colome entitre w = K: ol
W
n

(wk,o‘o ,Wn)zlo

Les matrices vérifiant les conditions (a) et (b) s'appellent semi-réduites, et

le sous-ensemble des matrices semi-réduites de @ sera noté ﬁo o

Nous désignerons, dans ce qui suit, par € » eve y € les n-colonnes de la

matrice En s €t nous appellerons k-vecteur admissible tout vecteur entier véri-

fiant (6). Comme e est un k-vecteur admissible, on a dtaprés (b)

k+l



9-12

(7) a1 =Sl =8, => 5 <85, eee K .

Soit u = (}3(1‘} un vecteur entier tel que X = 1, X, = 1, X, = 0 pour
~ 5{/
n

itk s 2 et k<, alors b est un f-vecteur admissible, et on a
sk+23k£+s£=S[B;l>/sz => 2 8,25, .

En changeant le signe de X, dans u , on trouve 2 Sip < 8y On a done

<s

®) = 8 S 2 8y <

5 1<k<e<n .

REMARQUEs - Soient S wune matrice réelle symétrique vérifiant (b) y et S1 1a
matrice obtenue en éliminant les lignes et les colonnes h h2 g see he de
S S1 a alors les mémes propriétés que S , car il suffit de considérer des
vecteurs admissibles w ou les éléments de rang hy 5 hy oy eeey hz sont égaux

a zéro.

A partir des formules (7), (8) et de la remarque précédente qui sont toutes des

conséquences de (b) nous allons démontrer le thdoréme suivant s

L4 A
THEOREME 44 -~ 81 S est une matrice réelle symétrique vérifiant (b), on a
520 et sielle vérifie aussi (a), ona S >0 .

DEMONSTRATION, - $i s, =0 , (8) => 0 = = s, <28

1 531 =0 done

12

0 Ot
S = ( >. Si s, =0 , comme S1 a les mfmes propriétés que S , une telle
(0 S,/
1

décomposition existe pour S, + Donc, ou bien ona S =0, ou bien on trouve un

0 0
8y £0 et S = ( ) ol S, est le premier élément diagonal de Sk « Nous

0 S
k

allons démontrer que Sk > 0 . Mais Sk vérifie les conditions (a) et (b), i1

suffit de démontrer donc que si S vérifie (a) et (b) ona S >0 « Le théordme

est vrai pour n =1 , Supposons-le vrai pour n -1 , et posons
S, g
S =( ) ':N « S5, vérifie (a) et (b) et 1l'hypothése de 1'induction => $;,>0.
IR Y
Mais d'aprés (7), on a S, > 8 done S, > 0 « Soit X = M’) une colonne & n
z

élémentsy y ayant n -1 &lément et z un nombre réels On a d'aprés les for-
mules (3)
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-] -l 2
s[szsl[ + 8 -&Z]*'(Sn-.&' S 322 .

Il nous suffit de montrer que Sy = '&' S;l a >0 o+ Supposons le contraire, et

soit s & g' S'l"1 g, alors pour € >0 et tout «}i’l"g on a 3

(9 S[x] Ssl[ + Szl&z] 2 .

La forme quadratique du second membre de (9) est >0 d'ordre n et a , d'aprés

(4) , pour déterminant lSll g o On peut trouver donc un vecteur entier =0

tel que la valeur de cette forme atteigne son minimum et le théoréme de Hermite

donne 3
-1 2 1/n 1/n
Sl[’érv+ 8] &z] +E2 ‘Scnlsll / s/
mais d'aprés (b) on a pour le vecteur primitif Xy 8 & 3[33 , donc

1/n 1/n
0 <51$S[x]'$cnlsll / e/

~N

Comme e est arbitrairement petit, cette relation entraine une contradiction, donc
S, -&' S;l &>O => S5 >0 . Ce théoreme montre que toute matrice vérifiant -
(a) et (b) appartient & @ .

THEOREME 5 (MINKOWSKI). = Si S >0 et semi-réduite, on a
Sl see S

e sy
ol bn est une constante qui ne dépend que de n .
DEMONSTRATION. - La premisre inégalité n'est autre que le lemme (3), vrai pour

tout S € ® . Démontrons la seconde par induction. Pour n =1 s le théoréme est

vrai avec le signe d'égalité, et b, =1 « Supposons donc le théoréme démontré

‘2 S Sn - 1 So

pour tout k < n . Considérons les rappcrts S o , y see g== .4 S

ne1l Sp - 2 1
étant semi-réduite, tous ces rapports sont >1.80it y= MEZ:—Q— y alors il y
8 1l'une des 2 possibilités suivantes
1° 11 existe un k , R <kgn, tel que
s s s s
(10) Ry, 2cy, ., Erloy mig K 5y
"n-1 n-2 k k-1
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s s
2° On a 2 y eoo 2 < Y o Remarquons que ce cas ne peut pas avoir liem
S, -1 8 )
1 2
pour n =2, car Y =% et g—;.l .
1
(i ,
Dans le premier cas posons S = y OU Sk 1 est une matrice carree
Q! R
dltordre k -1 , et soit x = 'W} oy est une colomne & k - 1 &léments. Les
z
s/

formules (3) et (4) donnent :
- -1
s(x] = sk_1LX+ skil Qz] + (R -Qr Si1 Q) [z]
et

-1
R-o st ool = lsl/ls ]l

Choisissons _z , entier et primitif, tel que (R - Q! sl‘il Q)[z) soit minirmum,

le théoréme 2 donne

S
, -1 -%—LT 1/ (n=k+1)
) ®R -0 s, Alz)<C . (TS
-1 vy \
Posons I Sk 1 Q =W, W= « Une fois gz choisi, on peut choisir
W

R tel que \ k-1

(12) Leu. <, 121

——Z—\Wi\'z—', 1 = ,2,000,1{-1 .

I
D'aprés le choix de 2.y X= ( \ est un k-vecteur admissible, et on a

z
\~~
(13) 5, < S[x] .
Dtailleurs S est aussi semi-réduite, et on a :

k-1

k=1 k=1
S, wl= X & w w <s 2 }..}_$ k'l)ks
k=l = Pa S el 73

. S 48

mals (10) = sk—ls y = 'k—(E_:_l')' done
S

(t4) Splyl < =

et d'aprés 1l'expression de S[x] ainsi que les relations (11), (13) et (14) on

trouve
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1/ (n-k+1)
Mais
Sl 82 se Sn _ S]. veo Sk"'l lsk-—ll Sn"k+1 Sk sea Sn .
5] - ENRY * 18T Tk * Sn-k+T

k
Lthypothdse de 1'induction, (15) et (10) entrafne

Sl L ] Sn

BT < Pra (2 C yn

)n--kﬁul.Y (n - k) (121 -k +1)

Dans le second cas, on a 3

n
Sl cee Sn/ n(n - 1) ot Sl coe Sn _ Sl eoe Sn . Sl .
o <Y p) El =l
1 1

En remarquant que 84 est le minimum de la forme quadratique semi-réduite, et en
appliquant 1'indgalité d'Hermite, on trouve

Sp c* Sy n nn =-1)

On ne sait rien sur la meilleure constante possible dans le cas général. Pour
n=2=2, b2 =%‘— est la meilleure : en effet, si 92{2 + 2 bxy + cy2 est semi-
réduite et positive, on a, d'aprés (7) et (8) : 2b g a g c¢ « Le déterminant de
la forme est d = ac - ‘t:s2 done
2

(16) ac:ac-b2+b2$d+%-\<d+%3=£> ac$-;5-d .

. cis s o gas 2 2 . . 3
Mais la forme positive et semi-réduite x + xy +y > 1 a pour déterminant T
et ac =1, done 1 =—§- d = % est la meilleure constante.

6. Deux régions auxiliaires. = Soit (RO 1'espace des matrices semi-réduites. Dé-
finissons ltensemble des points (R: pour t > bnz 1 comme l'ensemble des S € @
satisfaisant a 3

f0<s <ts, , k=1, ,n=l
S
(17) -t<—%-%fs<t,1$k<g$n
Sl eoe Sn

T <t
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(7), (8 et le théoréme (5) == Ry © R: . Ce qui est plus important c'est que
(18) lin § =¢
t o

En effet soit Se€ @ , choisissons % plus grand que le maximum des valeurs de

sk N skz Sy eee Sy
Sk+1 9 k = 1 9 oo n - 1 9 - -‘Ek—' Iy 1 S k < 2 < n 9 "'—'—rg']—'—— e't bn y on a
pour cette valeur de t ¢ S € R: . ‘

Soit S e R: y on a d'aprés le lemme (4)

d1 0 é ?12 ese tln
(19) S= .v . .. =D[T]
0 5n 6 0 ces 1
qui entrafne
k-1
(20) S = dk tkz + 2 dh thk tha y 1 <k<2<&n
pour k=¢ , ona by = 1, Sic = Sk Pk thk >0 et comme les dg >0,
on trouve
s
(21) a‘klﬁzl )
Comme |S]| = dj eee d , ona
n S s eee S
k _ "1 n
kgﬂ Eﬁ; = _-_jiyr-—— <t s

et comme t >1 , ceci entrafne

"k
(22) 'a""‘<‘t!’ k=1,-oo,n
k
alors
d d 8 s
(23) a-‘li—z—l-{-o k . dk+1 <‘t2 .
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Mais (17) donne : s;, =dye%y, » dome

ls,, 1 Is;,| s
l't) l = éz = 12 Y 'a&-<'b2 .
1p 1 51 1

Supposons qu'on a démontré (v. a. = valeur absolue) 3

(24) Ve a. tgz<u0,1_<g\<k-l, g<2<n

ou B est une constante dépendant de t et de n , alors en remarquant que

dy  dy dpy At

-a;{_ dh+1 ) d'h+.'2 o dk

et appliquant (20), (23) et (24) on trouve

S k-1 d

k2 h
Ve Qe t < Ve Qe = + Z —— Ve Qe Ve 8o <
K S AT by Yy <y

Uy dépendant de t et de n .

Si alors u est le maximum de Uy s Y s t2 on trouve les inégalités suivantes
concernant les éléments de D ct de T dans (19)

O<d<U.d k:l,-..,n—l

k k+1

(25)
Ve ae HQ<<u k<1{ .

Nous définissons maintenant 1l'ensemble R:f comrme les points S e ® , tels que
si 8=D[T], D=1[d , .., dn] est diagonal et T = (tkz) est triangulaire,

D et T vérifient les conditions (25). Corme d'aprés le lemme (4), la transfor-

*

mation (19) est unique, la région (R:* est définie. Si donc Rt

est donné, il

existe un u =u(t , n) tel que R: c R:* .

Réciproquement en supposant (25) vérifié, on démontre (17) en utilisant (20) ; ce

qui montre que u étant donnd, il existe un t = t{u , n) tel que R:*‘c R: alors
(26) (18) = 1lim R** = ¢ .
u
U o

L.
THEOREME 6+ = Soient S et T deux matrices dans R: s G une matrice entiére

telle que S[G] =T et ve a. IGl < t 3 alors les éléments de G sont, en valeur
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absolue, plus petits qu'une constante C dépendant seulement de t et de n .
La démonstration de ce théoréme est basée sur les 2 lemmes suivants.

LEME 6. - Soit Se @ , t unnomtreréeltelque S € ®, et Sy la matrice dia-
gonale [sl s S5 5 e s sn] , i1 existe alors une constantc =C(t , n) telle

que, quel que soit le vecteur X , on ait

1

5 SO[x] < 8[x])

A ~N

< 8ylx] .

DEMONSTRATION. - Soit p = 1la mtrice diagonale [VS) 5 se+ 5 V5 ] et

W = S[p] ; on voit trés facilement que pour démontrer le lemme il suffit de mon-

trer que

Lx'xgbl[x]gc x' x .

C ~a

Pour cela, la matrice étant positive, il suffit que les valeurs propres
Ay s eee 5 A, de W soient bornées par des constantes ne dépendant que de

et de n . Posons W = (wkz) , ona

Yer = Sk}&/ ‘/Sk e

et comme Se(}{:,ona:

Ve s W, = Ve a -S-Sk-ki \/sk/s£< teCy y k<SP (d'eprés 17)
ol C1 ne dépend que de t et de n .« W é&tant symétrique, il en résulte que

les éléments de ¥ sont, en valeur absolue, plus petits qu'une constante

02 = 02(t ’ n) . Alors tous les coefficients du polyn8me caractéristique

f(\) = |AE =VW| de W sont bornés, en valeur absolue, par une constante

C3 =Gy (t yn) - Coome W >0 ses valeurs propres sont bornées par C, = C4 (t y n)e
D'autre part

Ay oo A= V] N 1 N

Sl ses Sn

qui entrafne qu'il existe une constante C5 = 05(1; , n) telle que ?\.i > Cs(t y 1)

i'—'l,ono’no
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IEME 7. -Si Se® et S=] ! 12 » tous les éléments de S, 812

t 1
S5tz 5,
sont bornés, en valeur absolue, par une constante, ne dépendant que de t et de

N .

DEMONSTRATION. - D'aprés le lemme (4), ona S =D[T] .+ Comme &} c R** pour

u=u(t,n , les éléments de T sont, en valeur absolue, <u (2e relation
(25)) «

Posons

ol D1 et T1 ont le méme nombre de lignes et de colonnes que Sl $ on trouve 3

: -1 -1
s, =D0,[T T, 8,5, = T4 Dy Ty, done 87 8,,=T"T,, .

Comme T, est une matrice triangulaire, il en est de mfme de T;l et ses élé-
ments < Up s en valeur absolue, ol u = ul(t y n) « Les éléments de T12 sont

< u, et le lemme est démontré.

Démonstration du théoréme 6. -~ Toutes les constantes C; 5 Cy 9 oo dans cette

démonstration dépendent seulement de t et de n , et, le terme "borné" signifie

toujours & borné par de telles constantes et en valeur absoluee

Soit G = (gkz) » & » *** ».8, les n-colomnes de G , nous avons
SL§£] =ty s £=1, ¢ yn.le lemme (6) donne alors

Solgyl €0y S[gyl=0¢; 4

mais
2
SO[&E]'iskng
donce
(27) 2 <C o t,, L,k=1
Skgkz\ 1 Z, ’ = ’.oo,n ]

D'aprés 1'hypothése, on a |G| #0 , donc dans 1'expension de |G| , il existe un
terme non nul, c'est-a-dire il existe une permutation 31 y see £n de
1 32,3, 40 ,n telle que giﬁl 8222 oo By £0.

n
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La relation (R7) donne alors @
28) < 8 2 < C t k = 1 ees n .
( %k T %k Bp, S 71 Tk ’ ’

Considérons les entiers k , k +1 , «v. et 21{ R 2B IET LI P tous les
nombres Ek 5 ly,q » »c+ e sont pas >k , donc il existe un 1 2k tel que

t;< k- Alors dtapres (17),

i2k => s, <8;5¢ tf,i et lisk = t£i$ tk
donc dtaprés (28) on trouve.
(29) 5 €0yt , k=1, .., n
on a d'ailleurs
ﬁ Ek.z tl cee tn . lsl |G|2
k=1 Sk {T| 8y e+ 8y
o les 3 facteurs sont bornés donc
2k <
=1 %% 2
et
(30) (44) ==> tk'SCA,Sk’ k=1,2, ¢ee yn .
Les deux relations (27) et (30) donnent alors
(31) skgi£<0558,k,8=1,...,n .

Définissons maintenant p comme le plus grand entier tel que

(32) 5 20,8 , k2p, L<p-1

relation qui ne peut pas avoir lieu pour p=1 .

D'aprés cette définition, pour tout entier g, telque p+1 <g<n, il

existe un kg >g et un Eg < g, tel que

ve

(33) s, <C, s
k, 5 Ly

relation qui est vraie pour p =n , mais non pas pour p=1 . Comme on a
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S e 0{: , il existe une constante G, telle que

(34) Sk<c6sz’ kgt

alors les relations (33) et (34) entrafnent

. 2
(35) sg<C7 Sgo1 9 g>p+1 ol C,7=C5C6
et (34) et (35) entrafnent
1 S
(36) '58<§‘E-<C8, k>p, t3p .

Les relations (31) et (32) entrafnent, por k >p et £ <p=-1,
8 2 <C.s,<s 3
k By <75 5§ % ’
comme s, #0 , ceci entratne gﬁz <1 o« Mais ) est entier, donc
(37) g,=%s k2p, L<p-1 .
D'aprés (37), si on fait une partitionde G : G = oh G est une

matrice entiére d'ordre p -1, ona

(38) G21 =0

supposons maintenant k >p , £ >=p ; alors (36) donne

(39) 2 o o g
=19 5 5 5 Vg

qui signifie que les éléments de G2 sont bornés. Remarquons que pour p =1, la
relation (39) donne une démonstration du théoréme , donc dans ce qui suit nous
supposons p > 1 . Pour démontrer le théoréme, nous utilisons une induction sur n .
Pour n =1, le théoréme est vral ; supposons~le vrai pour n = 1 . Fgisons une

partition de S et de T sous la forme

S = 1 12 \, T = 1 12
512 % Ti2 T2
oh S, et T, sontdes matrices carrées d'ordre p -1 . Comme ona S[G] =T

compte tenu de (38) on trouve
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/

Jsl[Glj =T,

\\Gi S; Gp * O 512 G =Ty

on a d'aprés (38) : |G| = IG1]|G2| , comme G est entiére on a ve a. Hal <t .

Mais S1 et T1 sont des matrices carrées d'ordre p -1 qui sont dans

Rt 12 ol R: . est le mfme que Rz mais pour des matrices dtordre p =1 «
s P= s P~

La relation (40) (lre relation) et lthypothése d'induction entrafnent que G, est

(40)

bornée.

D'aprés la premiére relation (40), ona G} 8, =T, G~ , ce qui permet d'écrire

la 2e relation (40) sous la forme

-1 -1
G, =G T Typ =5 5,6

et le lemme (7) montre que G, est borné. Le théoréme est donc démontré.

En particulier on a :

COROLLAIRE. - Si S et T sont dans RI et S[U] =T, pour un U unimodu-

laire, U appartient & un ensemble fini de matrices unimodulaires complétement dé-

terminées par t et n .

7+ Espaces des matrices réduites. - Nous avons remarqué que si T >0 , il existe

> 3 ’ 3 I3 14 n 3
dans la classe de T une matriee S semi-réduite. Considérons les 2 matrices

unimodulaires de la forme A = alu.'O ou a, = 1 .81 S est semi-réduite
0 an
S[A] est aussi semi-réduite, car si x est un k-vecteur admissible Ax est aud-

si un k-vecteur admissible.

Comme les éléments diagonaux de S et de S[A] sont les mémes, nous allons
choisir A telle que S[A] vérifie d'autres conditions. On a S[A] = S[- 4],
pn peut donc supposer a; =1 . Soient 2y oy eee ’iin les n=~colonnes de la ma=-
trice A . On a fﬁ; S£i2 = ay 8y, - Si $15 #0 , on choisit a, tel que
a, 8y, 20 3 si S5 =0 , on choisit a, arbitrairement. Ayant choisi
8 4 =+c 5 8, considérons 3 S££k+1 =ay 8 Sk,k+1 ; comme a, & été choisi,
on choisit a ., =% 1 par la condition a, 8, S 209 8d Sy, kel A0,

sinon on choisit a arbitrairement. Aihsi nous avons montré que dans chaque

k+l
classe de matrices équivalentes, il existe une matrice S vérifiant
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(o ) sl>0
(41);‘3. ﬁ(}k"'l ZO, k:'-l g ene ’n'—l
\& SL&J - skZ;.O , k=1, ... , n pour tout k-vecteur admissible .

Une telle matrice sera appelde réduite au sens de MINSKOWSKI. Soit & le sous-

ensemble des matrices réduites on a

(42) RCR, o
Comme les éléments de S e ® sont les coordonnées de S , les conditions (B) et
(y) montrent que R est défini comme 1'intersection d'une infinité de demi-espaces
fermés de @ . Nous notons les fonctions lindaires des conditions (B) et (y) par
Lr y *=1,2,3, «.. « Nous laissons de cbté le cas ol un Lr est identi-
quement nul. Cela arrive par exemple quand dans (y), X estun k-vecteur admis-

sible égal a 2 « Ainsi la région R est définie par

®k
o-c. Sl>0,

(43)

50 Lr>,0, r:1,2,3,500

Nous allons voir que le systéme dlune infinité d'inéquations linéaires, qu'on a

ainsi, peut 8tre remplacé par un nombre fini d'entre elles

’
DEFINITION.

1° S s'appelle un point intérieur de R si 5, >0 et Lr(S) >0 pour tout r.

% On dit que c'est un point frontiére de R, si s >0 et Lr(S) 30, pour

tout r , mais L (5) =0 au moins pour un r .

3° I1 est un point extérieur de R , si 5;>0 et Lr(S) < 0 au moins pour
un r .

On vérifie trés facilement que la forme quadratique
2 2 2
S[x] = X oteee +X 4 (D X F oeen # P, xh)
ol Py s *es 5 Py sont n-nombres réels vérifiant les relations
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est un point intérieur de R ce qui montre que 1'ensemble des points intérieurs

ntest pas vide.

THEOREME 7. - L'ensemble des points intérieurs de R est un ouvert de ® ainsi
que l'ensemble des points extérieurs de R . R est un ensemble fermé de ¢ , et
1'ensemble des points frontiéres de R constitue la frontiére de R dans la

topologie de @

DEMONSTRATION. - Soit S un point intérieur de R , on a s, >0, L > 0
pour tout r . Les inégalités Sk,k+1 > 0 étant en nombre fini peuvent &tre
vérifides en tous les points d'un voisinage, suffisamment petit, de S . Considé-
rons donc 1'infinité des inégalltes restantes. Soit S un point voisin de S,
en ce sens que les éléments de s* - 8 sont assez petits, et posons s* = ( i .
Soient €>0 et x un k-vecteur admissible # iﬁgk + On peut choisir S*

suffisamment voisin de S , pour qu'on ait

S* -9z -cxx

on a alors

s* [x] - s = (s* - s)[x] + s[x] - s - ex x+8[x] - s .

Si m>0 est la plus petlte valeur propre de S , on peut choisir & assez
petit pour que

*

*
S*[x] -8 8y .

k

X
~A

m
X!
>,.2x

I1 n'existe qu'un nombre fini de vecteurs entiers x pour lesquels on ait
~

m . . s

i-x' p e sisﬁ o On peut donc choisir S* assez voisin de S pour que

¥

S*L§] - Sk

S8 *
> X! X - sk >0

pour tout k-vecteur admissible x . En choisissant ainsi un voisinage de S
AN
pour k=1, ... , n nous remarquons qu'il existe toujours un voisinage de S

e . * . . ] ] 2 .
composé de points S qui par construction sont des points intérieurs.

Soit maintenant S un point extérieur de R . On a au moins pour un r ,
Lr(S) <0 . Comwe les L, sont des fonctions linéaires, donc continues, des coor-
données de S on peut choisir un voisinage de S tel qu'on ait Lr <0 en
chacun de ses pointge. Ceci montre que l'ensemble des points extérieurs de R est

aussi ouverte. Remarquons que dans ce cas on a affaire & un seul Lr s contrairement



9-25

au cas précédent ou on devrait considérer tous les Lr .

Soient maintenant S wun point frontiere de R et s* un point intérieur.

Considérons les points T, définis par :
*
T, =AS + (L -A) 8

ce sont les points de la droite joignant S et s* et tout voisinage de S
contient deg points TX avee A > 0 et des points TX avee A <0 . Considé-
rons les points TK pour lesquels 0 < A <1 . Ce sont les points gui sont entre
S et &% . S0it L un des polynBmes linéaires qui définissent ® . On a
I}(S) >0 et Lr(S ) >0 pour tout r donc @

%@vzx%$ﬂ+(l-mlgw>o

donc TX est un point intérieur. Soit maintenant TK un point avec A<O0 ,
comme S est un point frontiére, on a pour un r , Lr(S) =0 et pour tel r :
Lr(TK) = ALr(S*) < 0 qui montre que TK est un point extérieur. Les fonctions
lindaires étant continues, la limite d'une suite de points de R est aussi un

point de R . Ceci ach®ve la démonstration du théoréme.

THEORMME 8. - Soient S et S* deux points de R , tels que S[U] =S* , pour
un U unimodulaire # *E . Alors S et S*  sont des points frontiéres de &
et U appartient & un ensemble fini de matrices unimodulaires, complétement dé-
terminé par 1l'entier n . Réciproquement si S est un point frontiére de R , il
existe une matrice unimodulaire U # f E , appartenant & ltensemble fini de la

lre partie, telle que S[U] soit aussi un point frontitére de R .

4
DEMONSTRATION. - Considérons 2 cas t 1°, U est une matrice diagonale, 2°, U

ntest pas une matrice diagonale.

1° Soit U une matrice diagonale, U =[a; , eev , an] s OU By = X1 . Comme
S[U] = S[- U] , on peut supposer a; =1 « Soit a, ., le premier élément = -1,

on a alors, avec la notation usuelle :

*
"k, kel = 7 Sk, kel .
Mais S et s¥ appartiennent & R donc

0] 0

*
< sk,k+1 - Sk,k+l S
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ou bien

s =0 =g .
k,k+1 7 7 7 Tk,k+l

Donc S et S" sont tous les deux des points frontigres de R .

2% Supposons que U n'est pas diagonale, et appelons By s By g eee y U SES
colonnes. Soit U la premiere colonne qui est différente de celle d'une matrice
diagonale. Donc u, = te,, i=1, «es , k=1 (notons quoe k peut &tre

égal a 1 ). Alors U é) o D est une matrice diagonale unimodulaire et

1

0V -1
1 D B

V est une matrice unimodulaire. De mme on a U = - qui est aussi
0 v
. . . PR B -1 ' + gy S
unimodulaire. Soit V) la k-ieme colonne de U ~ , on a Wy -8y Mais

x ok *
Sk_SL\&k] 28, et sk_S[w]zsk
donc

- PR X
Syl =9 =0 =5 ] - 5

qui montre que S et s*  sont des points frontieéres de R « Le corollaire du

théoreme 6 montre que U appartient & un ensemble fini détermind par n .

Supposons maintenant que S est un point frontidre de R . D'aprés le théoréme
7, il existe une suite de points extérieurs S1 ’ 82 s e»+ Qqui convergent vers

S . Sidonc k est assez grand, tous les S, sont dans un voisinage de S ,

k
et on peut trouver un t , tel qu'ils soient tous dans le R: correspondant. A

tout indice k correspond une matrice unimodulaire Uk s, telle que Sk[Uk] soit
dans R ; comme R ¢ ﬂ,: s pour tout k suffisamment grand, Sk et Sk[Uk] sont

tous les deux dans 0{: « 11 en résulte, d'aprés le théoréme 6, que les Uk appar-

tiennent & un ensemble fini de matrices bien détermindes par n « Alors il existe

une sous-suite Sk ’ Sk sy e+ convergente vers S telle qu'une matrice U
1 2
unimodulaire, bien déterminée parmi l'ensemble fini précédent, emméne toutes les

Sk dans R . On a
i
1lim S =8 ’
n-w 1

done

lim skjn (U] = s[u]
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est un point de ® . Comme S est aussi un point de R , il résulte de la pre-
migre partie que S[U] est aussi un point frontidre de R .+ La matrice
UZ£LE , car les Sk sont tous des points extérieurs et Sk[ﬁ] € Ra

D'apres le théoreéme précédent, il existe un nombre fini de matrices unimodu-
laires U1 y een Ug qui apparafssent dans la transformation des points fron-

tiéres en des points frontidres.

Si b est la k-iéme colonne de 1l'une de ces matrices, alors b ast un

k-vecteur admissible ; supposons-le différent de 't'&k s alors pour tout S e R ,

on a SLl%k] -5, >0 e8cient L , L, , ... y L toutes les formes linéaires,

non identiquement nulles, qui résultent de tous les R k=1,2, ¢e0 , n de
toutes les matrices U, , «c. Ug s ¥ compris celles résultant de S}Sk*'l ,
k=1, 4ee yn=13 alors d'aprés ce que nous avons vu, pour un point frontiére
S de R, il existe un r gh tel que Lr(S) = 0 (non identiquement). Ainsi

pour tous les points de R , on a

(44) 8>0, L) >0, .., Lh(s);.o .
Mais ce qui est plus important, c'est le théoréme suivant

’
THEOREME 9¢ = Un point S € @ appartient & R, si et seulement si 8 > 0 et
Lr(S)>O pO'L]I' I':l 9 ®oo ,hO

DEMONSTRATION, - I1 suffit de démontrer que la condition (44) est suffisante @
soit Se @ et vérifiant (44), si S n'appartient pas & R , c'est un point
extérieur de R , et on a Lr(S) <0 pour un certiin r >h . Soit S* wn
point intérieur de R , et considérons les points T)\ =AS + (1 = Q) g* ,
0< A<l , du segment ouvert joignant S et s* 3 comme l'ensemble des points
intérieurs de R est ouvert, et S est un point extérieur, il existe un

0 < 7\.0 <1l telque T est un point frontiére de R . Mais, d'aprés ce que nous

A
avons remarqué, il exis%e pour %\ un s <h tel que
0

LS(TKO) =0 =2 L(8) + (1 =2y L (5% .

Mzis

) >0 .

(1 -2y L) >0 = LS(TXo
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C'est une contradiction et ona donec S € R

Nous avons donc montré que R est limité par un nombre fini de plans passant
tous & 1'origines R est donc une pyramide. Soit maintenant ® la fermeture

de R dans R, e« En tout point de S de R® on a, en raison de la continuité

h
des fonctions linéaires ¢
8120, LI‘(S)?,O’ I‘=1,2,300- .
Si Se®R etnonpasd R, ona s; =0 et les autres inégalités entrafnend
0 0
S = . Sl a aussi des propriétés analogues ; on a donc, ou bien S =0 ,
0 S
1
0o
ou bien S= y OU Sk n'est pas singulidre, et est une matrice réduite
0 8
k

dtordre r , O0<r <n . Nous avons donc montré que les points de ® qui ne sont

pas dans R sont des matrices semi-positives.

Considérons maintenant l'espace ® et le groupe I' « S Ue I' , 1'application
S »5[U] est un homéomorphisme qui applique @ sur lui-mfmes Soit Ry 1'ensemble
des matrices S[U] pour SE€ER etun UET ;3 come U et = U donnent le mfme
transformé, on a (RU = (R_U o Comme dans chaque classe de matrices il exigte une

matrice réduite, on a ¢

as 2 Ry = P ot dans la sommation on identifie U et = U o Ainsi les

R4y couvrent f entierement.
Soient U et Vel , UA%V et Se®nk ,alors T, =S[U7] et

T, = S[V'lj sont des points de R et ona: T = TQ[VU-lj et VUL £EE .
D'aprés le théoreme 8, T, est un point frontiére de R et, S - S[U] étant

un homéomorphisme, S est aussi un point frontiére de ‘R'U et de va s donc

be 81 U et V sont unimodulaires, et W A EE s Ry et Ry peuvent avoir,
au plus, des points frontiéres en commun. En particulier, si U £ E y, R et
Ry peuvlent avoir seulement des points frontidres en commn. Si S € R nfRU y S
et S[UT"] sont dans R et, d'aprés le théordme 8, U appartient & un ensemble
fini de matrices dépendant seulement de n » Si nous appelons (RU un "voisin" de

R, quand R n RU n'est pas vide, nous avons montré que

cs R a seulement un nombre fini de voisinse
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Soit maintenant k un sous-ensemble compact de @ , il est donc borné dans
P 4, et 11 existe un t > 0 tel que k:c02: « Supposons que, pour un U unimo-
dulaire, Ry coupe k , et solt S e RU nk , alors il existe un T e R tel que
T[U] =5 « On a pour t assez grand, R c R: g donc T et S gsont dans ﬂt
et, d'aprés le théoréme 6, U appartient & un ensemble fini de matrices. Il

existe donc un nombre fini de matrices unimodulaires U1 g v0e Up telles que

k ¢ E R... 3 ceci montre que ¢
11 Ui

de Tout sous-ensemble compact de ® est couvert par un nombre fini d'images

RV de R .

On a ainsi obtenu les résultats fondamentaux de la théorie de ré&duction de
MINKOWSKI,.

8e Applications = Soit S une matrice positive, réduite et entiére ;
on a8y S, ees Snﬁs bn]S[ OU S 5 eoe y Sy sont positifs.et bn ne dépend
que de n « I1 en résulte que, pour un |S| donné, il existe seulement un nom~

bre fini de valeurs entiéres pour 8] 5 eee 5 8 o Dtailleurs on a ¢

donc, les s, étant entiers, il n'existe qu'un nombre fini de S0 vérifiant

la relation précédente.

Comme toutes les matrices de la méme classe ont le méme déterminant, et que

dans chaque classe 1l existe au moins une matrice, nous avons le théoréme suivant :

b
THEOREME 10. — I1 existe seulement un nombre fini de matrices entidres, positi-
ves et réduites ayant le méme déterminant et un nombre fini de classes de matri-

ces entiéres et positives ayant un déterminant donnd.
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