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Séminaire DELANGE~PISOT 8-01
(Théorie des nombres) . )
2e année, 19%60/61, n° 8 27 février 1%1

REPARTITION MODULO 1 DE CERTAINES FONCTIONS PERIODIQUES
par Jean CHAUVINEAU

1, Notations -

x étant un nombre réel, X désignera sa partie entilre et x sa partie com-

lémentaire, de sorte que X + x=x et 0Lx<1,

Etant donnés une suite u , un entier N>1 et deux nombres réels a , b tels
que 0 La <bg1l, le nombre des termes de la suite, tels que a Lu < b
[respo ¢ a <u <b] et 1<ngN, seranoté (N, a, b)u [respe ¢t (N,a, b)_:],

N
de sorte que OS(N,a,b)usN et (N,O,l)u=N.

R, Construction des suites u, qui vont &tre étudides.

Soient X 0% deux nombres réels tels que w = X, =X soit un nombre irra=-

tionnel_ >0 . soit F une fonction réelle définie sur 1l'intervalle ouvert

a

3= ]Xl » x2[ et soit F* 1a fonction ériodique, de période w, qui est égale 2

P

‘ n
F sur 3 . On se propose d'étudier la suite u = F*(n) =Fh - w ( m )) ou
n>1; abstraction faite éventuellement d'un seul de ses termes qui peut ne pas

exister (vn au plus, puisque w est irrationnel).

36 Premiére étude,

On appelle conditions C les suivontos

Cl ¢ F est continue et strictement monotone sSuUr  Je

CR

.

N ,
IP(x)] = quand x; <x - X, et quand Xp >X o X e
Soit alors @ 1la fonction inverse de F s qui est définie sur R = (= o, + =) ,

On va montrcr que :

Si F remplit les conditions €, alors la suite u admot unc fonction do
répar'bitio_g._ (==¢ 1) continue sur [0, 1] dont la valeur en tout point & de
[0, 1] est

x(a) =51 +Zw [o(k + a) = &k)] .

e300
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3s1s = Supposons d'abord F strictement croissante sur o , de sorte que d est

continue et strictement croissante sur R , avec 1lim <I>(x) = x1 ot 1lim &(x) = X, e
. 3> e 00 X b0

Soit 0 <a<bgl et soit k un entier réel. Pour que k + a <F¥m) <x + v,
il faut et il suffit que

N
n =X
ok +a) <n = Wf—m—) <&k +b)
d'ou
<I>(k+a)-x1 n-x n = x <I>(k+b)-x1
< - ) <
w N W w %)
n - x, <I>(k+a)--x1 CIJ(k-I-b)-x1
 Vaabododd - - - .
c'est-a-dire, en posant v, o Ak = ’ Bk =
Ak\<vn<Bk .

N

Le nombre des termes de la suite u tels que k + a \<un <k+b et 1&ngLN
est donc égal au nombre des termes:de la suite Vi tcls que Ak < Xn < Bk
et 1<ngN, clest-a~dire (N, Ay Bk)v « I1 en résulte que

)

+c0
(N’a’b)u:: Z(N,Ak’BkV

s CO

ou 0<0..\<A B SA < B \<..° <1 o

k=1 ~Pk-1 T %k S P
Soit H un entier >0 ; on a

lH 1~l-oo
-NE_I (N’A’k’ Bk)vs’ﬁ..z'w(N,Ak ) Bk)V

H
1 1 : 1
Sﬁ%{(N’Ak’Bk)v+'N'(N’O’A-H)v"-N(N’BH’l)v *

Puisque w est irrationnel, la suite v est équirédpartie (mod 1) et

" g
1 1
Ni(N’Ak’Bk)v"i(Bk-Ak)’ TN, 0,4) = A,

—%}(N,Bk,l) » 1 -8y



quand N - « 3 donc

H H
2 (8, -;A)< (N,a,b) <’Eﬁ-N(N,a,b) ZH(Bk-Ak)+A_H+1-BH

La série 2 (Bk - Ak) est convergente, de somme <1, et A +1«By 0
-Q0

quand H - o . Dés lors, soit € >0 ; pour H assez grand, le premier membre des

o0
inégalités précédentes est > 2 (Bk - Ak) - €y, et leur dernier membre est
=00

< X (Bk - Ak) + g, ce qul exige, puisque & >0 est arbitrairement petit,
1]

+
lin g (N, a, b) = 2 (B, =4) .
Nexo =

3R+ = Supposons maintenant F strictement décroissanie sur & , de sorte que @

est continue et strictement décroissante sur R avee lim &(x) = x, et
Xpaco

lim &(x) = x; o Nous obtenons de méme
KXo

. +c0
*
(N:aob)u'-:z(N:BksAk)v

s CO
oh 0 < ooe\<Bk < Ak‘< Bk 1 <Ak-1 L oee <1 ¢ La suite v, étant équirépartie,
(N, x, y): est équivalent 2 (N, x , y)v quand N - w, et un calcul analogue

au précédent nous donne

11m--(N,a,b) —-E(A

N’-)w -0

k) ’

“+c0

+o0
. 1 _ 1
3430 = Ainsi ]ﬁli-ﬁ (N, a, b)u— -Zoo]Bk Ak, = = -.Zwlcb(k +b) = &k +a)l

et la suite u admet la fonction de répartition X annoncée,' telle que

X&) =1und(n, 0,0, =4 3 lekea) - o] .

N—>oo =00

De plusy, yx est continue sur [0 , 1] s car c'est la somme d'une série unifor-

mément convergente de fonctions continues sur [0, 1],



4+ Deuxieéme études

On appelle conditions C° les suivantes @

C'l ¢ F est continuement dérivable et F! do signe constant sur & .
Ci2 : .E;.°
Soit alors ¢ 1la fonction inverse de F , qui est définie et dérivable sur R .

400
C'3 s La série 2 &'(k + x) est uniformément convergente sur [0 , 1] &
o0

On va montrer que 2

Si F remplit les conditions C', alors la suite w, admet une fonction densité
de répartition (mod 1) continue sur [0 , 1] dont la valeur en tout point a
do [0, 1] est

+

0

p(a)=%—)z ot (k + a) o

Les conditions C! entrainant les conditions C, la suite u, admet la fonction
de répartition y précidemment obtenue, De plus; la fonction %' , de valeur

(] - 1 ) . . ' —
o (x) = FEGT 0 est continue et de signe constant sur R, avec 1im @' (x) =0 .

X|=>c0

400

3 rd . 1 L3 - ’ . ’ -~ Id

Puisque la série E"Z ]@-(x +a)l s derivée terme a terme de la série
00

4o

1 5 ) . s . . ,

33.2 ]@(k +a) = o(k)| = X(a) s 28% une serie uniformément convergente de fonctions
=0

continues sur [0 , 1], X est dérivable, et méme continuement dérivable, sur
[0, 1] , avec

X&) =12 ot +a)]

autrement dit la suite u, admet la fonetion densité de répartition p = y!
annoncée, continue sur [0 , 1] ; on note que p(0) = p(1)

5, Classe U de suites 3 densité de répartition (mod 1) continue,

Soit ¢ une fonction réelle définie sur R possédant les propriéfés P suivantes s

Pl ¢ ¢ est continue etde signe constant sur R ,

Soit & le signe de (e =2 1) ,
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PR ¢ L'intégrale f":o (,p('b) dt est convergente et irrationnellee.

Soit ew 1la valeur de cette intégrale (w > 0) .

’ +c0
P3 : La série 2 ¢(k + x) est uniformément convergente sur [0 , 1]
OO

Boit & wun nombre réel et posons @E(x) = OX o(t) dt + § . CDE est continue
et strictement monotone sur R , avec lim Qa(x) = -/n(i o(t) at + & = F’l et
Xde=co

lim ¢, (x) = /™ ¢(t) dt + & =&, . I1 en résulte que ., admet une fonction
;x:--)"i-eoE g

inverse FE} continue et strictement monotone sur 3 = ]El ’ 52[ si e=+1
. +
[respe ! 3 = ]&2 ’ 51[ si &€=-1], de longueur IFQ - c”;l' = '/_o:o e(t) at] = w

irrationmel >0 . Puisque @'E = ¢ est continue et de signe constant sur R,

FE’, est continuement dérivable et Fé de signe constant sur ¢ , D'autre part,
,FE(X)’ - o quand x - E;l et quand x - &, (du c8té convenable). Compte tenu

de P3, on voit que F, remplit les conditions C's Dés lors, les suites u_= FZ(n)
constituent une famille de suites qui admettent toutes une mime fonction densité
de répartition continue sur [0 , 1] , dont la valeur en tout poimt a de [0, 1]
est

+o0
p(a) =(-§- 2 glk +a) avec €= sgn ¢, /_:o o(t) dt = ew o

La classe U est la réunion de toutes les familles de suites un((p) associées

de cette maniére A toutes les fonctions ¢ possédant les propriétés P.

6o Exemple.

Soit cp(x)=he-alx' ol a 4,A réels, a>0,

propriétés P, avec ici e=sgn A et w= Z-I%i

irrationnele ¢ posséde les

el>

« On a donec

4+ co )
p(a) = %_ S e-a]k*-a] :__%_ (e-CXa 5 e-OLk + 8 S e-OLk) .
oo 0 1

Une sommation immédiate donne

p(a) —ach ala = 1/2)
2 sh a/?

et 1'on note que p(a) = p(1 = a) »
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7+ Calcul de la densité de répartition (mod 1) des suites de la classe U .

Nous allons voir comment, pour certaines suites de la classe U, la densité de
répartition p(a) s'exprime au moyen d'une intégrale définie prise le long d'un
contour multiple dans le plan complexe, ce qui nous permettra ensuite d'obtenir, en
nous plagant dans des conditions plus particuliére, 1'expression de p(a) en termes
finis,

7elo = Soit ¢ wune fonction d'une variable complexe possédant les propriétés Q

suivantes, qui cont compatibles 2

Ql *+ ¢ applique la droite réelle dans la droite réelle et la restriction de 0}

4 la droite réelle posséde les propriétés P,

QR ¢ ¢ ost une fonction analytique et uniforme dont le domaine d'cxistence

contient le voisinage du point & 1'infini ot le voisinage de leo droite réelle.

Q3 3 gp(z) -0 _quand IZI > © o

¢ a au moins un point singulier, sinon, étant holomorphe sur le plan et & 1'in-
fini cette fonction serait constante, et cette constante serait nulle d'apres Q3,
ce qui, d'aprés Pl, est impossible. Puisque ¢ est analytique, ses points singuliers
sont deux & deux imaginaires conjugués. On peut trouver un systéme fini de 2K
courbes fermé-s simples rectifiables s o 1Z || < K , extérieures les unes
aux autres, ne rencontrant pas la droite réelle, deux & deux symétriques par rapport
a celle=ci, et entourant tous les points singuliers de ¢ 3 on convient que Fk et
F_k se correspondent dans la symétrie indiquée, et on désigne par L 1la rdunion

des 2K courbes précédentes.

Soit a un point du segment [0 , 1] et soit N un entier 2 0 3 posant

=x + iy , on désigne par C le contour rectangulaire

+ 1
=al(+3), lylsw+d

1

|x = al <N =+45, yzt(N-!-%_‘)

ou N est choisi assez grand pour que L soit & 1'intérieur de C .

La fonction G définie par

G(z) = ng(z) ocbg n(z = a)
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est méromorphe sur le domaine & connexion multiple de frontiére L + C » avec les
seuls pdles simples Z, =a+ k o =N<Lk<N (qui sont bien des pdles, puisque
¢ ne s'amnule pas sur la droite réelle). Le résidu de G au pdle 2y est, en

posant u = 7z = a = k) ¢

L =tp(a+k) .

p(a + k) cos nk lim T
us0 (= 1)" sin u

Intégrons G le long de L + C et appliquons le théoréme des résidus j il vient

N
/ . G(z) dz - / - G(z) dz =2in 2 ¢(a + k) o
C L -N
On voit aisément que, étant donné A > 1, on a, pour N assez grand,
[cotg n{z - a)] <& sur C . D'autre part, puisque ¢ est holomorphe au voisi-

nage du point & 1'infini, et s'annule en ce point, on a, pour |z] assez grand,

m -
o(z) = zng% ; mais, sur la droite réelle, 1'intégrale /;+m p(x) dx est conver=-
12

gente, ce qui exige a = 0 ; il en résulte que le point & 1'infini est un zéro

au moins double de ¢ , et il existe A' tel que, pour N assez grand, on ait
At Al

] ,2 s:(N 1/2)2 sur C . Ainsi donc, pour N assez grand,
4 (2]

lo(2)] <

TAAY

8(N+1/2) -0 quand N =
(N =-1/2

|/, ¢(z) dz] < :
G+ ~ ),g
et la formule des résidus donne, quand N -»w , aprés division par 2einw ’

p(a) :%%/ + (p(z) cotg n(z = a) dz .
L

742 = Soit- ¢ une fonction d'une variable complexe possédant les propriétés Q!

suivantes, qui sont compatibles
Q*1 4 at,

Q'2 + ¢ est une fonction méromorphe sur le plan od elle admet un nombre fini

de pbles tous simples.

@'3 Q3.
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- Les propriétés Q' entralnant les propriétés Q, la densité de répartition des
suites de la famille un((p) s'exprime au moyen de 1l'intégrale précédentes Les pdles
simples de ¢ sont imaginaires, puisque ¢ est définie sur la droite réelle, et
deux & deux imaginaires conjugués ; on les désignhe par bk , o 1< x| <K, en
convenant que bk et b-k sont imaginaires conjuguése. On choisit les 2 K courbes
fermées Fk extéricures les unes aux autres, ne rencontrant pas la droite réelle

et entourant respectivement les 2 K pdles bk o Soit ry le résidu de ¢ au
pdle simple 'tk; ona r_kz-%{.Les zéros de cotg n(z = a) étant tous réels, G est
méromorphe & 1'intérieur de Iy avec lec seul pdle simple bk s ot le résidu de

% relatif & ce pdle simple est Ty cotg rc(bk - a) « On a done

/. ¢(2z) cotg n(z = a) dz =2 inr, cotg ;t(bk -a)

Ty
d'oh
K
p(a) = = %’1 2 r, cotg n(bk -~a) == %I-Z rk[cotg (b, = 1) = cotg mb_k - a)]
1<l kIgK 1
et un calcul simple donne finalement
(a) = 2erd % ry sh 2n$3bk
P w ) ch 2n3b, = cos 2ni(a = Rb, ) *

On remarque que si, pour tout entier k tel que 1 <kgK, 2 (Rbk est entier,
ona pla) = p(1 =a) .

8+ Exemple s

. a | .
Soit ¢(z) = >——3= Ou a,A réels, a#0, = irrationnel . ¢ posséde
Aa™ + 2%)
les propriétés Q!, avec ici = sgn al, w= T;[CT s K=13; ses deux pdles simples
— s . (e i
sont bl = ja b__1 = = o avec lee résidus rl-z--z-j-'x y Ty =-é:-L- « On obtient

| sh 27|
ch 2700 = cos 2ma

pla) =

et 1'on note que pla) = p(1 = a) , ce que ®, =0 pormettait de prévoirs

Les primitives de ¢ étant
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Les primitives de ¢ étant

~a rx dt 1, X
®S(X) =5 1o 112 =5 hretg g+ 8

on a

Fg(X) =a tg Mx = &)

do sorte que, posant p = = A, c'ost la suite u, =atg(An + u) ot a, A, p

réels, a #£0 , = irrctionnel, cui sc¢ trouve 2insi Jtudidcs

9e Série de Fourier de la densité p(a) des suites dc la classe U

Puisque p est continue sur [0 , 1] , la série de Fourier de p(a) existe,

400 . .
soit 2 o) o ~odnak s ob l'ona ¢ = /01 p(x) 2K gy |

=00

Soit ¢ 1la transformée de Fourier de ¢ , définie par

ple) =/ 1° F s o(x) dx

de sorte que (0) = /_::o o(t) dt .

40
Puisque p(x) =-‘-IK%7 2 ofh +x), 0ona
+oo
1 1 2inkx
c, = [P (2 ofh +x) e dx
k- Yo7 ‘o NI Y
+oo
d'ol, la série 2 ¢(h + x) étant uniformément convergente sur [0 , 1] ,
[ el

= =00

Posant h + x = X , on obtient

ey < W%)- 2 /hhﬂ o(X) eZiﬂk(X'h) dX = W%)- /_::o o(X) eziﬂkX dX = 1%%%

h=eco

Done
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o0 .
pa)n ﬂ?(%)' 2 (k) o7RmEk .

EXEMPLE. = Dans 1'exemple 8 précédent, la transformée de Fourier de ¢ est
sgn a _=2n|as|
L})(S)=-—————--—TC )g\ e [as]

dtot (k) = ¢(0) e-2n]ock[ ; compte tenu de la parité de ¢ et de cé que la série

de Fourier ici obteme est uniformément convergente sur [0, 1] , on a

40 oC
pla) = 2 e-zﬂlak[ cos 2mak = 1 +2 2 e-2nk]a] cos 2tak

— 1

10. Suites équiréparties (mod 1) de la classe Us

10s1. = Les résultats qui précédent, concernant la série de Fourier de p(a)
fournissent des conditions nécessaires et suffisantes d'équirdpartition dans la

classe U

Si les suites de la famille un(cp) sout dquirdpartics, ona p(a) =1 sur

[0, 1] , de sorte que, pour tout entier k # O

Y(k) = $(0) ¢, = Y(0) /01 FVIE gy = gé-g—l){ [eginkx]é =0 .

Réciproquement, si Lp(k) = 0 pour tout entier k # O » la série de Fourier de
p(a) se réduit 2 son terme constant, qui est 1 ; onadonc pla) =1 sur [0, 1]

et les suites de la famille un(cp) sont dquirdpartiess

Ainsi, pour que les suites de la famille un(q;) soient équiréparties (mod 1) ,
il faut et il suffit que Y(k) =0 pour tout entier k # 0 .

Mais nous allons indiquer une méthode élémentaire qui permet de détcrminer direc-

tement les suites équiréparties de la classe U,

10424+ - Conditions nécessaires d'équirdpartition. = Soit un(cp) une famille de

suites équiréparties de la classe U. Puisque p(a) =1 sur [0, 1], ona
B 400
2 ok +a)=8w= /" o(t)dt sur [0, 1] .
Ladeel

Posons
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%=1
g(x) = 2 (p(k + %c) .

La fonction g est définie sur R et 1l'on a

rg(x) = g(x + 1) = g(x) = (& + x) = ¢(x)

ol Ag désigne la premiére différence finie de g e

D'aprés Pl, Ag est continue et de sigme constant sur R o D'autre part g

est bornée sur R , car

o0

Rl +
le) = 2 lok + @) < 2 Jok+ )l =0

Dés lors la suite g(x + k) , qui est strictement monotone ot bornée, est con=

vergente quand k - + « et quand k - = « ; d'aprés P3, cllc est méme uniformé-

ment convergente sur [0 , 1] quand k -+ o ot quand k - = o ,

Soit N un entier >0 ; on a

N
2 o(x+k)=g(x+ N+1) =g(x =N .

+co
5 + . s
Quand N » © , le premier membre tend vers 2 ¢(x + k) = /;af°@(t) dt , intégrale
- CO
convergente et irrationnelle d'aprés P2, ot le deuxiéme membre tend vers
lim g(x + k) = lim g(x + k) , de sorte que cette différence est constante sur
Kokoo ksmoo

[0, 1], finie et irrationnelle.

En résumé, si les suites de la famille un(w) sont équirdparties, il existe une
fonction g définie sur R telle que ¢ = Ag et qui possede les propriétés E

suivantes @

El + Ag est continue et de signe constant sur R .

E2 ¢ La différence lim g(x + k) = lim g(x + k) est constante sur [0, 1],

kot komoo
finie et irrationnelle.

E3 ¢ La suite g(x + k) est uniformément convergente sur o ’ 1] quand k - + «

et quand k » = =,
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1043s - Conditions suffisantes d'équirépartitions = Soit g une fonction définie

sur R, ot possédant les propriétés E, et posons ¢ = Ag .
D'aprés El; ¢ est continue et de signe constant sur R , et, d'aprés E3,
oo

la série 2 o(k + x) est uniformément convergente sur [0 , 1] « Compte temu
0O

de B2, la relation déji utilisée
N
2 o(x +k)=g(x+ N+1) =g(x - N)

montre, quand N - «, que

oo
2 olx +k) =lin g(x +k) = lim g(x + k)
00 k st K omco

est constante sur [0 , 1] ; ce qui permet d'écrire
*co 1 +o0
Zcp(x+k)=/o Zw(y+k)dy .
«300 0O

Puisque ¢ , étant continue, est localement intégrable sur R , ot que la série

oo
2 o(y + k) est uniformément convergente sur [0 , 1] s on obtient, en posant
-0

ytk=t,
Zox+x)= 2 [loly vx)ay = 2 SE o8) at = /P p(e) at .

Cette intégrale, finalement égale & lim g(x + k) = lim glx + k) , est conver-
ko kwmco

gente et, d'aprés E2, irrationnelle.

Ainsi la fonction ¢ posséde les propriétés P, et les suites de la famille
un((p) qui lui sont associées dans la classe U sont équird parties, car leur

densité de répartition en tout point a de [0, 1] est

400
pla) =2 2 o(k +a) =2 / 77 o(t) at = 1 .

On voit que les conditions nécessaires d'équirépartition obtenues dans 10.2 sont

aussi suffisantes,
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10,4 .« I1 en résulte que les suites équiréparties de la .classe U sont les suites

des familles unQSg) » ou g est une fonction définie sur R ct possédant les

propriétés E.

Cn obtiendra, par exemple, une famille de suites équiréparties en prenant
g(x) = A thiox +8) ot o, By A réels;, a#0 , A irrationnel ; ici AOg a
le signe de aA et la différence des limites qui figure dans E2 cst égale 2
2 Asgna .




