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RÉPARTITION MODULO 1 DE CERTAINES FONCTIONS PÉRIODIQUES

par Jean CHAUVINEAU

Séminaire DELANGE-PISOT
(Théorie des nombres)
2e année, ~960/61~ n° 8 27 février 1%1

1 - Notations.

x étant un nombre réel, É désignera sa p_j££ie, entière et x sa partie com-

plémentaire, de sorte que £ + § = x et 0  x  l o

Etant donnés une suite u , un entier N  1 et deux nombres réels a , b telsn

que 0 $ a  b a 1 , le nombre des termes de la suite, tels que a f u  b, ~, 
, ~n

[resp. : a  u $ b] et 1 $ n  N , sera noté (N , a , b) [resp. : (N , a , b)*]
de sorte que 0 $ (N , a , b)  ’ N et (N , 0 , 1) = N . 

u u

u

20 Construction des suites u qui vont être étudiées.~ 
.......- n ---......- ....--.- .

Soient ~l ’ b deux nombres réels tels que " ~ ~2 ~ ~1 soit un nombre 

tionnel > 0 , soit F une fonction réelle définie sur l’intervalle ouvert
llJ * ,1 et Soit F* la fonction périodique, de période w , qui est égale à

F sur Z o On se propose d’étudier la suite un = F*(n) = F6 - u ( 
w n-x1 03C9)) où

n b 1 > abstraction faite éventuellement d’un seul de ses termes qui peut ne pas
exister (i«n au plus, puisque w est irrationnel) o

30 Première étude.

On appelle conditions G les suivantes :
F est continue et strictement monotone sur J.

G2  ’ F x> f . ~ quand 

xi  x - xi et quand b > x - k .
Soit alors 4l la fonction inverse de F , qui est définie sur R = (- ~ , + w) .

On va montrer que :

Si F remplit les conditions G, alors la suite u admet uni fonction de- " 
. 

- 

. 

-- - n -. - 

o .- 
- v -

répartition (rô 1) continUe sur j0 , lj dont la valeur en tout point a de
[0 , 1] est 



3.1. - Supposons d’abord F strictement croissante sur J , de sorte que 4S est

continue et strictement croissante sur R , avec lim 03A6(x) = x et Um $(x) = 
. 

~ 

Soit 0~:ab,l et soit k un entier réel. Pour que k + a ~ F*(n)  k + b ,

il faut et il suffit que

Le nombre des termes de la suite un tels que k + a ~ un  k + b et 1 / n fi N
est donc égal au nombre des termes ~de la suite v tels que  B k
et 1 , n  (N , Ak , Bk)v . Il en résulte que 

_n

Puisque 03C9 est irrationnel, la suite v est équirépartie (mod 1) et
n



quand donc

3~z. ~ Supposons maintenant F strictement décroissante sur  . de sorte que
est continue et strictement décroissante sur R ~ avec lim $(x) = x~ et

où 0 ... 1 e La suite vn étant équirépartie,

(N ? x , y)*v. est équivalent à (N , x , y) quand N ~ ~ , et un calcul analogue
au précédent nous donne

De plus$ x est continue sur [0, ~~ ~ car c’est la somme d’une série unifor-
mément convergente de fonctions continues sur [0 , 1J .



4. Deuxième étudeo

On appelle conditions les suivantes 2

F est continuement dérivable et F’ da signe constant sur J .

C~2 ~ G~o

Soit alors 03A6 la fonction inverse de F , qui est définie et dérivable sur R .

C’ 3 : La série 1 03A6’ (k + x) est uniformément convergente sur [0 , 1] :~ 

_ 
’

On va montrer que l

Si F remplit les conditions alors la suite u admet une fonction densité
de répartition (mod 1) continue sur [0 , 1J dont la valeur en tout point a

de 1~ est

Les conditions Ci entraînant les conditions C~ la suite u admet la fonction
de répartition )( précédemment obtenue. De plus~ la fonction 4’’ , de valeur

~(x) = ~T(~~’)J’ ? est continue et de signe constant sur R , avec lim î’’(x) = 0 .

Puisque la série 103C9 1 )$’(k + a)| , dérivée terme à terme de la série
*-X)

~ 2. -:- a) - $(k)[ = )((a) ~ une série uniformément convergente de fonctions
wooo

continues sur [0 ; l] y ~ est dérivable, et même continuement dérivable, sur

[0 , l] , avec .

autrement dit la suite u admet la fonction densité de répartition p = x’
annoncée, continue sur [0 , 1] ; on note que p(0) = p(l) .

5. Classe U de suites à densité de répartition (mod 1 ~ continue,

Soit 03C6 une fonction réelle définie sur R possédant les propriétés P suivantes :
Pl s ~ est continue et de signe constant sur R.

Soit s le signe de cp ~ s = ~ 1 ~ e



. P2 : L’intégrale / (p(t)dt est convergente et irrationnelle.

Soit e~) la valeur de cette intégrale (~ > 0) ~
+00

~ ~ La série 2- (p(k+x) est uniformément convergente sur [0 ~ ij ,
~00

Soit 03BE un nombre réel et posons 03A603B6(x) == 0x (p(t) dt + 03B6 . 03A603B6 est continue

et strictement monotone sur R ~ avec lim ~~(x) ="/ (p(t)dt+~==~ et
x~*’oo ~ 

lim 03A603B6(x) = 0+~ (p(t) dt + 03B6 = 03B62 . Il en résulte que 03A603B6 admet une fonction

inverse F~ continue et strictement monotone sur S == ]~ ~ ~[ si e = + 1

[resp. : 3 == 03B61[ si e == - 1] , de longueur |03B62 - Si’ = dtt = 03C9

irrationnel > 0 . Puisque 03A6’03B6 == (p est continue et de signe constant sur R ,

F03B6 est continuement dérivable et Fi de signe constant sur S , D’autre part,
1 ~ oo quand x ~ 03B61 et quand x -> 03B62 (du côté convenable). Compte tenu

de P3, on voit que F03B6 remplit les conditions CI. Dès lors, les suites un == 
constituent une famille de suites qui admettent toutes une même fonction densité
do répartition continue sur [0 ~ l] ~ dont la valeur en tout point a de [0 ~ l]
est

La classe U est la réunion de toutes les familles de suites u ((p) associées
de cette manière à toutes les fonctions (p possédant les propriétés P.

6 $ Exemple.

Soit où a~Â réels, a>0~ ~ irrationnel, (p possède les
propriétés P, avec ici s = sgn 03BB et u = 2-’M.. On a donc

Une sommation immédiate donne

et l’on note que p(a) = p(1 - a) o



7. Calcul de la densité de répartition (mod 1) des suites de la classe U .

Nous allons voir comment, pour certaines suites de la classe ~L~ la densité de
répartition p(a) s’ exprime au moyen d’une intégrale définie prise le long d’un
contour multiple dans le plan complexe, ce qui nous permettra ensuite d’ obtenir, en
nous plaçant dans des conditions plus particulière, l’expression de p(a) en termes

finis 0

7.1. - Soit 03C6 une fonction d’une variable complexe possédant les propriétés Q
suivantesl qui sont compatibles 1

applique la droite réelle dans la droite réelle et la restriction de (p
à la droite réelle possède les propriétés Po

est une fonction analytique et uniforme dont le domaine d’existence
contient le voisinage du point a l’infini et le voisinage de la droite réelle.

Q 3 : Z) J 

(p a au moins un point singulier, sinon, étant holomorphe sur le plan et à l’in-
fini cette fonction serait constante, et cette constante serait nulle d’après Q3~
ce qui, d’après Pl, est impossible~ Puisque (p est analytique, ses points singuliers
sont deux à deux imaginaires conjugués. On peut trouver un système fini de 2K

courbes fermé-~s simples rectifiables où K , extérieures les unes
aux autres, ne rencontrant pas la droite réelle, deux à deux symétriques par rapport
à celle-ci~ et entourant tous les points singuliers on convient que r et

f-k se correspondent dans la symétrie indiquée, et on désigne par L la réunion
des 2K courbes précédenteso

Soit a un point du segment [0 , 1~ et soit N un entier % 0 ; posant
t = x + iy , on désigne par C le contour rectangulaire :

où N est choisi assez grand pour que L soit à l’intérieur de C .

La fonction G définie par



est méromorphe sur le domaine è connexion multiple de frontière L + C p avec les
seuls pôles simples z~ 

= a + k où - N  k  N (qui sont bien des p8les, puisque
c~ ne s’annule pas sur la droite réelle ) . Le résidu de G au pôle z. est, en

posant u = ~c~z ~ a - k~ ~

Intégrons G le long de L + C et appliquons le théorème des résidus 9 il vient

On voit aisément que, étant donné A > 1 , on a, pour N assez grande
(cotg 03C0(z - a)) 1  A sur C . D’autre part, puisque (p est holomorphe au voisi-
nage du point à l’infini, et s’annule en ce pointa on a, pour }zt assez grande

co CL ,

(p(s) =  ; mais; sur la droite réelle, l’intégrale / +~-~ (p(x) dx est conver-

gente, ce qui exige 03B11 = 0 ; il en résulte que le point à l’infini est un zéro
au moins double de et il existe A’ tel que, pour N assez grande on ait

t )(p(z;) / B r  A ~ ~ ~~201420142014201420142014~- A ~ sur C ~ Ainsi donc~ pour N assez grande

et la formule des résidus donne, quand N après division par 2~i03C003C9,

7.2. - Soit 03C6 une fonction d’une variable complexe possédant les propriétés Q’
suivantes, qui sont compatibles :

Q~l 4~.

~’~ ~ ~ est une fonction méromorphe sur le plan où elle admet un nombre fini
de pôles tous simples.

~’3 :~.



~ Les propriétés QI entraînant les propriétés ~~ la densité de répartition des
suites de la famille u s’exprime au moyen de l’ intégrale précédente. Les pôles
simples de 03C6 sont imaginaires, puisque (p est définie sur la droite réelle, et

deux à deux imaginaires conjugués ; on les désigne par b. ~ où 1 ~, 1 kl ~ K , en
convenant que bk et b~k sont imaginaires conjugués. On choisit les 2 K courbes

fermées T’k extérieures les unes aux autres, ne rencontrant pas la droite réelle

et entourant respectivement les 2 K pôles bk . Soit r le résidu de 03C6 au

pôle simple b; on a r-k =-rk . Les zéros de cotg n(z - a) étant tous réels, G est

méromorphe à l’intérieur de r. avec le seul pôle simple bk , et le résidu de
G03C0 relatif à ce pôle simple est r. cotg n(bk - a) . On a donc

et un calcul simple donne finalement

On remarque que si, pour tout entier k tel que 1 ~ k .$ K , 2 est entier,
on a p(a) = p(l -a) .

8. Exemple :

Soit (p(z) = 03B1 03BB(03B12 + z2) où a, À réels, 03B1 ~ 0 , 03BB 03C0 irrationnel . (p possède

les propriétés Q’, avec ici s = sgn aÂ , u= K = 1 ; ses deux pôles simples
sont b~ = ia, b_~ = - ia avec les résidus ~-i ~~’ ’ On obtient

et l’on note que p(a) = p(l - a) , ce que Rb1 = 0 permettait de prévoir.
Les primitives de 03C6 étant



Les primitives de 03C6 étant

de sorte que, posant  = - 03BB~, c’est la suite + Il) où a, Â. , Il
/ 

1 -1 0 
1 

e 1 
e 

t 
~ 1 

/ d. ,reels, 0 9 - cym so trouve ainsi étudiée.

9. Série de Fourier de la densité p(a) des suites de la classe U .

Puisque p est continue sur t0 ~ ~.~ ~ la série de Fourier de p(a) existe,

soit  ck e-2i03C0ak , où l’ on a ck 
= 01 03C1( x) e2i03C0kx dx .

Soit 03C8 la transformée de Fourier de définie par

-~co

la série 2. (p(h ~ x) étant uniformément convergente sur [0 ~ l], ~
201400

Posant h + x = X , on obtient



EXEMPLE. - Dans l’exemple 8 précédente la transformée de Fourier de 03C6 est

d’où ~(k) = ~~~~ compte tenu de la parité de ] et de ce que la série

de Fourier ici obtenue est uniformément convergente sur [0 J 1J , on a

10. Suites équiréparties (mod 1 ) de la classe U~

10.1. - L es résultats qui précédente concernant la série de Fourier de p(a)
fournissent des conditions nécessaires et suffisantes d’équirépartition dans la
classe U.

Si les suites de la famille u sont équiréparties, on a p(a) = 1 sur

[0 , 1~ ~ de sorte que, pour tout entier k ~ 0

Réciproquement, si ~(k) = 0 pour tout entier k ~ 0 , la série de Fourier de
p(a) se réduit à son terme constant, qui est 1 ; on a donc p(a) = 1 sur [0 , 1~
et les suites de la famille u (03C6) sont équiréparties.

Ainsi, pour que le s suite s de la f amille u (03C6) soient équiréparties (mod 1) ,
il faut et il suffit que ~(k) = 0 pour tout entier k ~ 0 .

Mais nous allons indiquer une méthode élémentaire qui permet de déterminer direc-
tement les suites équiréparties de la classe U .

10.2. - Conditions nécessaires d’équirépartition. - Soit un(03C6) une famille de

suites équiréparties de la classe U. Puisque p(a) = 1 sur [0 , 3.~ ~ on a



La fonction g est définie sur R et l’on a

où Ag désigne la première différence finie de g.

D’après Pl, Ag est continue et de signe constant sur R. D’autre part g

est bornée sur R 3 car

Dès lors la suite g(x + k) , qui est strictement monotone et bornée, est con-
vergente quand k ~ et quand k -> "- d’ après P3, elle est mêmo uniformé-
ment convergente sur [0, ~.~ quand k .~ * ~ et quand k -~ .. ~ ,

Soit N un entier % 0 ; on a

~ +0153
Quand N -~ le premier membre tend vers 2. (p(x + k) = / dt , intégrale

«"co *~co

convergente et irrationnelle diaprés P2, et le deuxième membre tend vers

lim g(x + k) - lim g(x + k) , de sorte que cette différence est constante sur
kco

[0 ~ 1J ~ finie et irrationnellee

En résumé, si les suites de la famille sont équiréparties, il existe une
fonction g définie sur R telle que (p = Ag et qui possède les propriétés E
suivantes :

est continue et de signe constant sur R.

E2 : La différence lim g(x + k) - lim g(x + k) est constante sur [0 ~ l] ~**~

finie et irrationnelle.

E3 : La suite g(x + k) est uniformément convergente sur [0 ~ l] quand k -~ ~ oo

et quand k -~ - oo .



10.3. - Conditions suffisantes d’équiré partition. - Soit g une fonction définie

sur R ~ et possédant les propriétés E, et posons (p =. Ag .

D’après est continue et de signe constant sur R ~ et, d’après E3,
-toc

la série 1 + x) est uniformément convergente sur [0 ~ Compte tenu
~00

de E2, la relation déjà utilisée

montre, quand que

est constante sur [0 , ~~ ~ ce qui permet d’écrire

Puisque cp g étant continue, est localement intégrable sur R , et que la série

1 k) est uniformément convergente sur [0 , 1] , on obtient, en posant
~~oo

y +k = t ,

Cette intégrale, finalement égale à lim g(x + k) - lim g(x + k) , est conver-
gente et , d’après E2~ irrationnelle,

Ainsi la fonction (p possède les propriétés P, et les suites de la famille

un(03C6) qui lui sont associées dans la classe U sont équiré parties, car leur
densité de répartition en tout point a de ~0 ~ l] est

On voit que les conditions nécessaires d’équirépartition obtenues dans 10.2 sont
aussi suffisantes.
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10,,4. - Il on résulte que les suites équirépartes de la .classe U sont les suites

des familles où g est une fonction définie sur R et possédant les
’~~*’ "-"’" "’ " ~ L.~2014201420142014. n - -~’’" " --.~J -!.~L!. "’--’ -

propriétés E.
On obtiendra, par exemple, une famille de suites équiréparties en prenant

g(x) = X th(ax + p ) où a~ réels, À irrationnel ; ici ~g a

le signe de et la différence des limites qui figure dans E2 est égale à

2 x sgn a o


