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Séminaire DELAINGE=PISOT -

(Théorie des nombres) o
2e année, 1960/61, n°® 7 20 février L961

TRANSFORMATION DE LAPLACE~BOREL
FOIICTIONS ENTIERES ET SéhIES DE PUISSAMCES

par Mme Frangoise BERTRAIDIAS

L. Transformation de Laplace=Borel : Définition.

Soit f(z) "une fonction entiére de tvpe exponentiel, cleste2«dire telle que

Log|f z)]
Z

lim sup ait une valeuw finie.

2b co
A cette fonction est attachée une indicatrice de croissance I, d'équation polaire

iy
1og}f§re )| « On considére 1l'intégrale

p=alp) = lim sup

T

e "% £(z) dz

prise le long de la demi-droite issue de l'origine, et d'angle polaire ¢ « Cette
intégrale converge, si s appertient au demi-plan R se'’ > o(p) , et difinit donc

une fonction EQ(S) holomorphe dans ce demi=-plan.

La réunion de ces demi-plans, lorsque ¢ varie, est le complémenteire d'un
domaine born® comnexe D , dont la frontiére C est 1l'antipodeaire, par rapvort

2 1'origine, de la courbe p = a(~ ¢) , symétricue de 1 per revnort 2 1llaxe rdele

On démontre cue les fonctions £ (s) définissent une méme fpnction £(s) ,
holomorphe et uniforme & l'extérieur de C , nulle & 1'infini : c'est la trans~

formée de Leplace-Borel de la fonction f(z) .

2» Formule d'inversion.

’ . a # . n . L]
Les dérivées successives f( ) (z) sont de type exponentiel. Soient Zn(s) theurs

transformées de Laplace. En intégrant par parties n fois la formule (1) on trouve 2

s g(s) = g*7F £(0) + g2 Fr{O) + ¢u0 + f(n‘l) (0) =~ ¢n(s) .

I

On en déduit le développement de £(s) au voisinage de s

t(s) = E-—————-f(n) (©)
n=0 s
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et la formule d'inversion ¢
~ 1 sz
(2) £(z) “'z"i'?c'/L e”" 2(s) ds

L ¢étant une gourbe fermée quelconque antourant C .

3. Fonctions cntiéres et séries de puiésances.

A la fonction entiére f(z) , on associc la série de puissances
S n
g(¢) = 2 f(n) ¢
n=0
dont le rayon do convergence e“[3 cst non nul puisque f = lim sup -15 log] £(n)l<a ).
N0

I1 existe des rclations intéressantes entre les fonctions f(z) ou £(s) et la

(s 0]
fonction G(x) = gle™ ) d4finie par la série 2 f(n) o™ . En offot dtaprés (2) @
n=0

f(n) = E%E- /L ™8 2(s) ds

dlol

66) = 2 o (o= fp 0™ 2(s) as)
n

En sc plagant dans le deni-plan & > a(0) , on peut interverbir les doux som-

mztions, et l'on trouve :

(3) 6x) = 55/ f(s) = .

el
g1

Cotte intégrale permet de prolonger G(x) dans toutc la partic du nlan que 1'on

peut atteindre & partir du point + « de l'axe récl sans traverser la courbe L ¢t
o+

les courbes L « 2kin décuites de L par des translations paralléles a 1l'axe ima-

ginairc ot de grondeur 2KT (kK = 1 4 2 5 aee) o
Dans la mdme région, la fonction G(x) cst définie ver la séric ¢
) ) 5
(4) G(x) =5 £(0) + 2(x) + X (2(x + 2kin) + 2(x - 2kin) )
s k=1

cui se déduit de 1'intégrale (3) a 1'aide du développcment
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L1 1 1
=TT L ot .

Un cas remarquable est celui ol la courbe L # 2inm ost tout cntiére & 1'exbé-
rieur de le courbe L , ce qu'on exprimera par ¢ "la courbe L vérifie 1l'hypothése

H 1, (Exemple ¢ f£(z) deo type exponenticl o= max a(w) <n).
(o)
En effot dans ce cas <2 (f{x + 2kin) + 2(x = 2kin)) cst uniformément conver-
k=1
gonte 3 1'intéricur de la courbe L ., D'aprés (4), la fonction G(x) = 2(x) ecst

holomorphe dans le domaine D . £(s) &tant holomorphc ct nulle pour 8 =« , on a ¢

(5) Us) =5 f 8 gy,

De plus, d'aprés (2) @

'(.6) f(z) ='2-:37..7t /L ez G(x) dx

Dans le cas ol la courbe L vérifie 1l'hypothése (H) , la formule (6) montre
que la fonction f£(z) est déterminéc par la donnée de la fonction G(x) s c'est-a-
dire do la suite {f(n)} , (=0, 1,2, ees) o

0 I ct done

i

En particulicr f(n) =0, (n=0, 1, 2, +se) ocntralne G(x)
d'aprés (6)

f(z)

11
o
.

D'autre part, en supposent toujours 1'hypothdse (H) vérifide, 1'intégrale (3)
montre que le fonction G(x) peut dtre nrolongée jusqulau point = « do 1l'axe
réel, c'est-a-dirc que la séric de puissances g(§) pout trc prolongée 2 1'inté-

ricur de son cercle de convergence jusqu'a 1'infini.

On voit donec que les propriétés de croisscnce d'une fonction cntidre de type
X yP

exponentiel se traduisent de fagon remarquable sur la séric do puissances. associdoe
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