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Séminaire DELANGE-PISOT 5-01

(Théorie des nombres)
2e annde, 1960/61, n° 5 6 et 11 janvier 1961

ESTIMATION SUPERIEURE DU NOMBRE DES NOMBRES PREMIERS
CONTENUS DANS DES PROGRESSIONS ARITHMETIQUES
PAR LA METHODE DU CRIBLE DE SELBERG

par Edward BRISSE

Soient k1 7 enc g kN des entiers donnés, non nécessairement tous distincts.
Soit f(k) wune fonction arbitraire, réelle ou complexe, définie aux points ki .

Pour tout entier d positif, on définit

8y= 2 (k) ,

14N
d]ki
S = Z f(k.) .
1<I<N
k.=1
i
IEME. - S =2 ud) s
d
d
ol d est étendu & tous les diviseurs des ky (autrement 84 =0 )e
Démonstration. - S= 2 f(ki> = 2 f£k,) 2 p@@) ’
1IN N  dk,
k,=1 t
1 .
car
1 pour k, =1
2 PKd) = * ’
dlki 0 autrement
D'ol

S=2 pya) 2 r(k)=2 xa) 84 .
d d]ki 4
1IN

NN



Soient Dy 5 ece p Dy des entiers naturels, distincts ou non, N >1 .

Posons
S=Na; p.n, p<z)
(1)
D= I p ( z>2 sera précisé ultérieurement) .
Pz '
IEME. - s= 2 Wa)s, -
alp
Démonstration,
(2) S = 2 1=2 2 Wd) = 2 p,(d) Sd ’
n, (n,D)=1 n d|(n,D) a|p
el
Sd = z 1 ]
n,dln

Supposons maintenant que Sd vérifie une relation d'aporoximation du tyve

(3) sy =4 war,, Rlgw)

o w(l) =1 et u(m) est uno fonction multiplicative positive

IEIE,
(4) s=n 2 Wa) ¥ o3 R
d'D H() d (d,D , dl) H
(5) s=N Tl (14—%9—’)+O(Z)RI) .
<z P alp ¢
Démonstration,

(4) résulte immédiatement de (2) et (3) ;

(5) résulte de ce que, wlm) étant une fonction multiplicative,
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2 p(d) §a) - T (1 + plp) -w-@) = 0 (1 ;-“3(—91) .
alp 4 <z P p<a P

I1 convient maintenant de remplacer la fonetion de MSbius p(d) par une autre

fonction P plus aisément maniable,

Py est telle que ¢

p1=1
(6)
(;% P3 >0 a lieu pour tous les entiers m «
n
m>1
Alors -
(7) 2 pyz 2 op@
a|m d|m
et
(8) S<Z 2 p.= 2 p. 8
“nal(np) ¢ gp @ 7

d'aprds (2), (6) et (7), semblahlement,

S=N 2 pd-(?-é-d—)-

+ 0(‘2 IP R ') )
ap ajp ¢ @
d'aprés (3) et (8).
Ainsi donc; si les Ad sont des réels guelconques et Kj = 1, on peut poser

(9) 2 op = (2 AR,
d|m Pa (d{m Y

La formule (9) admet pour réeiproque

Pa Ay

= 2 ) .
d=[d1,d2] 1

2

On est donc parvenu & établir la formule ci-dessous,



S=Nn; dfn, 1<d<z) <2 (2 xd)z
n dln
d<z

~

oit les Aa sont réels, arbitraires, avec AI =1 .

Dans tout ce qui suit, nous poserons

£(a) = gy

qui est une fonction multiplicative avec les conditions
-~ 1<f(d) L= pour 4 >1

~ £(d) = » entratne w(d) = 0 donc 8;=03

Alors,
N
(10) Sd'-—?((—ﬁ--iRd .

THﬁbRﬁME. - Pour tout entier r positif, on pose

) = 2 ) e@)

2

dlr
Z:Zﬁ%z-g- .

rs r

(11)
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Alers, si S, f£(n), Ry » By » eeo , ny sont définis comme précédemment,

S.S-ﬁ + o 2 |A

A
2 dpdgz 91 5 R[di’dz])
(12)
A :-Eiél m - -1 2 2
Y Hol (leill%{%
ryd

Remarques, ~ On suppose implicitement £f,(r) # 0, ce qui est vyrai car

£,(r) = £(r) ﬂ (1 n-e%) et £(d) > 1

En outre, la valeur de f est parfaitement définie a partir de celle de f

1
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bz,r £,(8) = ’r d' 2 opa) £@
= Z f_‘(s) Z }l(d)
s|r d}g
= f(r) »

Enfin, le nombre de termes de O dans (12) est z° . Dans (4), i1 est
n(z) cz/log z

Démonstration. ~ De (8) et (10), on tire

SL 2 p, S, = 2 2 A A +R ,
afp Fa " alp (d=[d1,d2] 1 )(—(_7 )

soit

(13) s 2, ( X A xdz)?%.nyo(d z m A, R[dl’d]l) .

dSZ d=[d1;d2] 1 1,d2$Z
dyydy<a
De plus, si
% %
8 = Py ese P $
B, B
1 r
b = p1 “o¢ Pr »
alors,
min (o, B) min(a,, B.)
[a‘ ? b) = p’. o e o pr ’
max (cyy By) max (o o B.)
(a ] b] - Py LA I pr ,
et comme
% + B :min(ai , Bi) + max(oti , ﬁi) ,

ab= (a, b)[a, b] ;



et, pour toute fonction multiplicative,
£(a) £(b) = £((a , b)) £([a , b]) .

D'aprés (13) et cette propriété,

A, M
s 1 _ 2 #((a.,d of 2 Jan A R [y
(14) SSNdI,éngmﬂ@ ((a3,85)) + (dl,dzgz ld1 d, "[d;,d,]
= N + O(R) .

Q est une forme quadratique per rapport aux variables Aa o D'aprés la formule
donnant f(r) en: fonction de f, ,

A A
= 2 %1 % 2 £ (r)
45 1 i T‘T"(‘Tr!d 1

dys

d fdz
> s L) ( 5 A(d))z

]

<7 r|a £(a)
a<z
= 2 f (r) Y ’
<z
ou
v = > xd — 2 Arm .
r dﬁ £{d) n<z/r £(rm)

zZ
d
On cherche maintenant & minimiser Q par la méthode du multiplicateur indétermi-
né de Lagrange en choisissant convenablement les Ad s avec Wi =1,
I1 est facile de minimiser Q en faisant intervenir les Ip o

Définissons donc la transformation inverse

A
(16) HORINOF SR

~

En effet,
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2 __(___)_rm = 2 2 (k) = 2 2 (k) =
mﬁz/f flrm z/r kgz/fm " Vierm sz/r Trv k}v 2 Ve

la condition Ay =1 se traduit par ¢
(17) =3y = 2 plr) y.=F .
Nous devons donc rendre extremum la forme
> 2 cps
Q= fi(r) Ve avee la condition F =1 .

r<z

Pour un multiplicateur indéterminé n ,

0
BSQ’___.FU%?;—:O (rzi,.cc;[Z]) °
r T

L'équation & résoudre admet les solutions @
Yl(ﬂ) s emo Y[Z](n) ’
d'sl
2f1(r) yr + np(r) =0 .

Comme on a toujours fi(r) £0,

(18) | y () = %% :

et d'aprés (17),

2 <z f1 r

On arrive & la valeur de n , qui reportée dans (18) conduit &

(19) Ip = JLTTfirg (S/;“z %‘T‘}j(: ™ =~“—r7z»f§r3~ .

Reportons dans (14) et (15), on trouve la premitre formule (12).
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I1 reste & évaluer les Aa . D'aprés (16) et (19), on déduit

k 3 r 1y )
G e I My s fl
) (r,d)=1

On peut se contenter de limiter la somme aux r et 4 semi—premiers (quadrate
frei) et premiers entre eux. De plus, d'aprés (11) et la propriété de multiplica-

tion des £ (r est semi-premier),

(1) £,(r) = 62’_ He) £G)

£(r) Z -Eg%)-

= £(r) Tl (1_.?%57) ;

plr

11

et, pour r et d semi-premiers et premiers entre eux,

£,(rd) = £(rd) p’Ed (1 .,ﬂlﬁ) = £(r) £(a) F,I (1 m-.(_y) I'T (1 h_.(_y)

]

fi(r) fi(d)

ce qui, reporté dans (20), détermine compldtement les valeurs des %3 . De (21)
résulte, pour r semi-premier, fn(r) >0, et ainsi f(p)> 1,

Q@ est donc définie positive, dans (15).
Comme application, posons
£(8) = oy » 1) =
et pour 4 >1 ;
< wa) <d ’

et cherchons une évaluation générale de Z et R .

Soit (z) 1'ensemble des nombres naturels m pour lesquels
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et soit
En particulier, tous les m £z appartiennent 2 (z) .

m
;s _— 1 p .
THEOREME . ~ 2= 2 = 11 wp) ;
me(z) — pm

2 7 (1. Me)y2

R = | <z
di,d <z Aa [dvdz] h

Démonstration. - D'aprés (11) et (21),

Z= 2 Fe) 2 o dey

r<z plr
ou
2
7= 2 p?(r) I (“KP) LY éP) +eed)d ,
r<z plm P D
soit
m
Z = z -2'. ﬂ w(p) Y e
me(z) ™ p |m
D'autre part,

,R[difdz]l < w(lay , 4,)) = < wa,) wa)

D'oa

RS 2 M, Wdp) el =12 Iy w@F .
dypd <z N d<z

En remplacant %a par sa valeur tirde de (12), et en abservant 1'inégalité
évidente ¢
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2 2
3 (r) (x) _
0 <rs>;/d f1(r§ \<r§z f1(r5 =12 ’

(r,d)=1
il vient ]
R P@ e 1o - P
S0 R) w@) T =ehy iR
&Kz pla P
Alors,

TR w@) N (1 -2eht L3 g2 MR (g o ep)y-t
Rz pla P ace pla P P

<o I W) 1 e (1 dp)y-t
&z pla P P

=5 5 2 1 e, “?f,_P) b aee)
&z pla P P

s 2T (&ey'P
ne(z) pm P

<z 11 (1 -—%5—)—)“1 .

<z
D'ol

R<z2 T (1 ._,_@)’“2 -
p<z P

~

THEOREME FONDAMENTAL. -~ Soient By s eee s @

pour i=1, ous , 8 , soit ai;(O, (ai,

. + + ,
fois, ay = =8y, bi——-bk pour i#k.

bi $ oo , bS deS entiers, et,

s s
hi> = 1 et non identiquement 3 la

Soit W(p) le nombre de solutions distinctes mod p de
(a1m+b1) .se (aSm+bs)EO (mod p) ,

et 1'on suppose Wp) <p pour tout p

Soit finalement

b)
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Alors, pour N =2 ,

MmN ; a, m + b, premier pour i =1 ..a,s)<-—9§-§-2—-N (1= )w(p)—-s
i log N p!E

ot €(s) ne dépend que de s et non de By s eee 3 8.y Dyy eee s by et N,

Démonstration. - Soit

n= (aim+bi) pour 1<m&N
I<iss

n & toujours n # O s sauf pour au plus un nombre fini de valeurs de m , w(d)
est le nombre de soluticns distincteg mod 4 de

S
I (alm+b) : 0 (mod 4)
i=1

si w(d) >4,
ﬂ (a m+b)"0 (mod 4) , V m entier
i=1
Donc il y a un nombre fini de fecteurs premiers dans la suite.

I1 est nécessaire de supposer w(d) <d pour tout 4 .
w(@' a") = «(d') wla") si (@', a") =1 .

Donc, w(d) est une fonction multiplicative, (1) =

I1 est clair que

S —

4= ::.___.).. N+R;, avec 'IRdlfw(d)

9\3—=M

Les conditions étant remplies, il s'ensuit que

S:N(mSN; p,{/ ﬂ(a m+b) pour P\<Z)<—g+O(R)
i=1
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. 1 m
22 2= I wp) P ’
-
et

Rl<z2 T (-¥6)y=2 5,
pgz P

Estimation de Z , - Soit 8 entier naturel positif. Désignons par ds (m) 1e

nombre de décompositions de m de la forme

m=k1 ...kS, 1\<ko

lSm, i:i,.no,s ’

ol deux décompositions
1 1 — 1N
m=Xk k! et m=%k

1 se e s

sont identiques si et seulement si k{ =k, ees 5 k! = kg .

En particulier

dl(m):‘l, V m>1

dz(m) = d(m) .
On doit encore poser
do(m) =0 pour m>1
et
ds(1)=1 pour & =0 .

Nous allons montrer que ds (m) est une fonction multiplicative de m et que,
YV s>0,

a a
s >/ds(p), o entier =0 .

- . o . S s
four o= s =0, on convient que s =1, pour s <1, ceci est trivial,



De plus, .

4,0" =dpM) =1 +ag2® .

Supposons la relation dg (pa) $ 8% vraie pour S =2, eee 9 T &

Alors,

= 2 a0 < 3 P+,

ce qui démontre la relation pour tout s .

La multiplicativité de d S(m) résulte de ce fait que si

n=mn'mn", (m* , m") =2 »

5-13

toute décomposition m =k, eae k, a lieu d'une fagon, et d'une seule, sous la

forme m=mn'n" avec

kj.:k]!.k;. ’ j.:l’oc.,s ’

(y , k) =1, (k,nf)=1, (k§ 5 m}) =1

et réciproquements.

Ona w(p) =s pour tout p f E, car toute congruence
a;m+b; =0 (modp), 1=1, ees, 8

a pour p /E puste une solution & cause de (p , ai) =1,

Pour 1#k, et pour lo méme m , on n'a pas
a1m+bis a, m+b, =0 (mod p)

car, alers, pl(a; b =~8a, ) , et on aurait p|E , ot partout od

1#£x,

a4 b - a, by # 0, car sinon 8 by = ay b, entrainerait ay = z ay »

b +

Pour tout u , on pose

g4 ==b dcause de a; #0 et (a; , by) =1, et ce cas a été exclu.
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o 8 N ' mn 4
UW=1T 40 U ou u= pi
Pilu
k ‘s
el U désigne
(o A
1
ﬂ pi .
pilu
w(p, )=k

i pour un k il n'y a aucune valeur de p, lu telle que w(p) =k , on pose

lé:-'lo

Soit encore

Pk::n P 1{:0,..-,3-1 ')
plu

w(p)=k

Les Pk sont évidemment des divismars de E et

(Pk,Pj)::i pour k # j .
S
SAN up P 2 I 0 T wp)
m<z" plm m& - k=0 w(p)=
p |m
S s
=210 0 oxP> 210 0 oa
m<z m =0 w(p):k m<z k=0 N(p):k kcpa}
p|m plm
_S L By s 1.0 s
= néz o lg;lodk(m) = mé.z E do(m) see ds(m) .

Parce que d (m) est multiplicative et saa dg (pa) .

Maintenant, on a

214 ea®sitsl, oL
n<g ™ 0 ** s T X Y-z‘ k, ’

ou, & droite, la sommation est étendue aux

1\<k1 2 ven kS<Z1/s



5-15

avec

- . 1
Car dans le produit Z‘-k—l- see ‘ET{L s on considere tous les termes en = avec

1 s 1
m:k1 ees kSSZ v
On éderit
1 .2 s
k’, -— k" kl [ XX ] k1
2 s
k2 - k2 oL k2
- ]
ks = ks .
Alors
5 .
m = k1 cra kS = kz) Y S cos kS) = ml see mS ’

et

i i i
m = ki sa e ki

est une décomposition de mo ., I1 y en a

1
di(m) i=1 y see 3 S v

Alors 2

Bles

: o]
oo Z-kl- comprend au plus dO(m) cod da(r%) fois ecar, si
s

L

= k,'1 eoe k= ki eev Kk, , et si les décompositions sont distinctgs, il y a au
moins un 1 pour lequel la décomposition est différente.

Z:Z%>C-{)§(£)-logz, z 22 .

1<z
(my k)=1
En effet, soient N 322 et P unensemhle quelconque do proml. ey g < N s Soit
NP 1l'ensemble de tous les n <N qui ent leurs facteurs premiers hors de P
( P comprend toujours 1 ), '

Alors,
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ma-Htes 2 1
pcP - p mCNP

ol B est une constante positive indépendante de P et N,

Si en effet P est l'ensemble de tous les facteurs premiers £ N

Z-%:logN+O(1), N21 .
m<N

Supposons P non vide et 1'inégalité démontrée pour m € NP « Soit g un fac~
teur premier hors de P . Soient P' 1l'ensemble des facteurs premiers.de P privé
de q, et N 1l'ensemble correspondant a NP s éventuellement réduit 3 1 .

P
On obtient la suite d'inégalités::

M g-Hrcag- 0 -4t
PCPI p a pCP p
> %: > tox 2
mcllp, ncNp mcNp,
q|m
2 ¢z L1551
mftNP m'CNP an’ 9 mclN, n
q jm

et si,

alors

Si P est 1l'ensemble des entiers non divisibles par k ,
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> 1 Pk
g B Bk,
> 052%—)- lug 2z , z 22 .
S

S (P(p os o p-_ ) 1
z>c(ITl 0 il log 2 /é)
j=1 Po e Py

ol ¢ nre dépend que de s , soit

-1
¢ (py) ¢ (py) aev 0o 4) o loc® z

Z >c log 2z =c¢c ~—

8 8wl
Po Py o Pgg

Estimation de R . ~ L'inépalité

Rls? T -2 no

~

trouvéeplus haut, peut se transformer ainsi ¢

R| ez T (1 ...%)"2 = o(z° 1og® z)
s<p<e

ol ¢ dépend des nombres premiers < s ce qui, reporté dans 1'inégalité précé-

dente pour z 2,28 donne

S <ck + O(z2 log2S z) s
log =z
avec
k=11 (1 H%)‘*’(P)"S > 1 .
p|E
En effet,

N 1-t<en (-2
M P pcM P

ol s est un entier fixé et M un ensemble infini quelconque de facteurs premiers
> [s], o ¢ dépend uniquement de s et non de M,



4
1-Ls_,.2,%,p)
P P p°

. 2
8, 9= 10 -4 G+ el s lof e del e b

Sleme < s? (1 + Js]) = c(s)

A
[y
E N

—

p
3 cause de
(i)s]sln et p >ls| +1 .
D'olh
Mo-3 -8t 1T (-2l .8
< Il (1 +C(S)(12+ lsﬂ)
pM P
< ﬁ’ (14 c(s)(12+ ]sjl) <o
r=1 n
Posons
Z = Nl/z lng"‘?'s N .

et
7° 1e>g:as z = o(N log'":ZS N) .
d"otz, pour s >1,
S<ck—D—, k>1
log N

Evidemment

S:'.N(m-sNyPX 1 (a'im+bi) » P

i=1

5~18



Nmg N, a, m+b, premier pour i=1, ..., s)

<SS +NmgW¥, min lai'-'m+bil$z
IR
On a

Nm<N, min |a, m+b,| <2)
1< i i

S
L2 Nmg&hN, Iaim+bil\<z) ’

et pour tout i,

Nm< N, ,aim+biI$z)\<1%§—r+1=dz)

ou la conspante devant z dans O est indépendante de ay et bi a cause de
la.| > 1 . D'ou suit
1 i

Nm <N; min fa.m+b.l\<z):so(z):c(N1/2) .
1<igs  * -

D'ol 1'énoncé.

Cas particuliers, = Le nombre de facteurs promiers p <N, tels que p +2

soit premier, est

<c—-—T---N
log™ N

R 1
d'ot Z-ﬁ < pour tous ces facteurs premiers,

Npgx, Ip + b premier)<c__xé__ (1 ___}_ri .
leg” x p|b Y

N(p<N, kp+ 1 premier)<c—-—122——— ¢! ~-l)"1
log™ N p]k p

Le nombre de facteurs premiers p sy 1< p<gKN, telsque p + b1 y ses g D+ bs

soient premiers, avec

O<b1< ene <bS

est
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1,W(p)=(148)
m Q@ "'5) P

N
< C—=T
logs+ NplE

E= [l b, (b, ~b,) ,
i=1 Tiga<s ¢t
et w(p) est le nombre de solution distinctes mod p de

m(m + bi) cee (M + bs) =0 (mod p) .

' goit g entier pair positif

1
Np, g=p+a, q premier) <e—E— T (145
log” g ple 1
N(pi y evn pk premiers, N = pi  avae +pk) <c_1—T—N
og

ot ¢ =c(k) pour k =3 .
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