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ESTIMATION SUPÉRIEURE DU NOMBRE DES NOMBRES PREMIERS

CONTENUS DANS DES PROGRESSIONS ARITHMÉTIQUES

PAR LA MÉTHODE DU CRIBLE DE SELBERG

par Edward BRISSE

Séminaire DELANGE-PISOT
(Théorie des nombres)
2e année, 1960/61, n° 5 6 e t 11 janvier 1961

Soient k~ ~ ~ ~ ~ ~ kN des entiers donnés, non nécessairement tous distincts.
Soit f(k) une fonction arbitraire, réelle ou complexe, définie aux points k..

Pour tout entier d positif, on définit .

IEMME. -

où d est étendu à tous les diviseurs des k. (autrement S = 0 ),



Soient ~. ~ nN des entiers naturels, distincts ou. N > 1 *

Posons

IEMME. -

Démonstration.

Supposons maintenant que S d vérifie une relation d’apnroximation du type

où c~~l ~ ~ 1 et ~(m) est ua fonction multiplicative positive

Démonstration.

(4) résulte immédiatement de (2) et (,3) ;

(5) résulte de ce que, étant une fonction multiplicative,



Il convient maintenant de remplacer la fonction de Möbius (d) par une autre

fonction pd plus aisément maniableo

Pd est telle que :

d’après (2), (6) et (7), semblablement,

d’après (3) et ~8~~

Ainsi donc, si les sont des réels quelconques et ~, = 1 on peut poser

La formule (9) admet pour réciproque 
’

On est donc parvenu à établir la formule ci-dessous,



~n les d sont réels, arbitraires, avec B == 1 .
Dans tout ce qui suit, nous poserons

qui est une fonction multiplicative avec les conditions :
- ’1  oJ pour d > 1 j

- f(d) = ~ entraîne v(d) = 0 donc Sd = 0 ;
- f(1) = 1 .

, , 
~ ~ THEOREME. - Pour tout entier r positif, on pose

Alors, si S, f ~n~ ~ R f n~ ~ ., , ~ n sont définis comme précédemment,

Remarques.  On suppose implicitement 0 , ce qui est vrai car

En outre, la valeur de f est parfaitement définie à partir de celle de f



Enfin, le nombre de termes de O dans (12) est z2 . Da,ns (4), il est
2n(z) > 2cz/log z .

Démonstration.  De (8) et (1Q)~ on tire



et, pour toute fonction multiplicative,

D’après (13) et cette propriété,

Q est une forme quadratique par rapport aux variables 03BBd . D’après la formule
donnant f(r) en. fonction de f

On cherche maintenant à minimiser Q par la méthode du multiplicateur indétermi~

né de Lagrange en choisissant convenablement avec À1 = 1 .
Il est facile de minimi ser Q en faisant intervenir 

Définissons donc la transformation inverse

En effet,



la condition Àl = 1 se traduit par :

Nous devons donc rendre extremum la forme

Pour un multiplicateur indéterminé 

L’équation à résoudre admet les solutions :

Comme on a toujours 0 ,

et d’après (17)~

On arrive à la valeur qui reportée dans (18) conduit à

Reportons dans (14) et (15), on trouve la première formule (12).,



Il reste à évaluer les . D’après (16) et (19) , on déduit

On peut se contenter de limiter la somme aux r et d semi-premiers (quadrat-
frei) et premiers entre eux. De plus, d’après (il) et la propriété de multiplica-
tion des f ( r est semi-premier),

et, pour r et d semi-premiers et premiers entre eux,

ce qui, reporté dans (20) , détermine complètement les valeurs des d . De (21)
résulte, pour r semi-premier, f1(r) > 0 , et ainsi f(p) > 1 . 

Q e st donc définie positive, dans (15) .

Comme application, posons

et pour d > 1 ,

et cherchons une évaluation générale de Z et R.

Soit (z) l’ensemble des nombres naturels m pour lesquels



et soit

En particulier, tous les m $ z appartiennent à (z) .

Démonstration. ~ Diaprés (11) et (~ ~ ~ y

D’autre part,

~ 

En remplaçant par sa valeur tirée de (12), et en observant l’inégalité
évidente :



il vient :

THEOREME FONDAMENTAL. - Soient a1 , ... , as , b1 , ... , bs des entiers, et,
pour i = 1 , ... , s , soit 0 , (ai , h_) = 1 et non identiquement à la

fois, a. = ± ak , bj. = ± bk pour 

Soit le nombre de solutions distinctes mod p de

et 1 r on suppose  p pour tout p.

Soit finalement



Alors, pour N ~ 2 ,

toujours n 1 0 ,~ sauf pour au plus un nombre fini de valeurs de m , 

est le nombre de solutions distinctes d de

Donc il y a un nombre fini de fecteurs premiers dans la suite.

Il est nécessaire de supposer  d pour tout d .

Donc, est une fonction multiplicative,. c~ I ) = 1 .

Il est clair que

Les conditions étant remplies, il s’ensuit que



Estimation de Z . - Soit s entier naturel positif. Désignons par d (m) le

nombre de décompositions de m de la forme

où deux décompositions

sont identiques si et seulement si k1 = k"1 , ... , k’s = k"s .
En particulier

On doit encore poser

Nous allons montrer que dg(m) est une fonction multiplicative de m et que,
V s >0 ~

Pour a=s= 0 , on convient que s~l ~ ceci est trivial.



De plus,

Supposons la relation d s ~a vraie pour s w 2 r .. ~ ~ r ~

Alor s ~

ce qui démontre la relation pour tout s ,

La multiplicativité de d (m) résulte de ce fait que si
s

toute décomposition a lieu d’une façon, et d’une seule, sous la

f orme m = m ~ t m" avec

et réciproquement,

On a w(p) = s pour tout car toute congruence

a pour p J E Juste une solution à cause de (p ~ a:~) ~= 1 .
Pour i ~ k ~ et pour le même m ~ on n’a pas

car, alors, h~) ~ et on aurait et partout où i ~ k ,
a. b~ ~ a~ b. ~ 0 ~ car sinon a, b. ~ a. b, entraînerait a, ~
b~ == - cause de a. ~ 0 et b.) = 1 ~ et ce cas a été exclu.

Pour tout u ~ on pose



. 
k 

...u désigne

k 
Si pour un k il n’y a aucune valeur de telle que w(p) = k , on pose

u == 1 .

Soit encore

Les Pk sont évidemment des diviseurs de E et

Parce que est multiplicative et (p) ..
Maintena,nt~ on a .

où, à droite, la sommation est étendue aux



Car dans le ~’r2014 ~ on considère tous les termes en £ avec

1 s 
~

m~k~, ~.~ksz ~

On écrit

Alors

est uj~ décomposition de mi. Il y en a

Alors ... ly comprend 1 m au plus ... ds(sm) fois car, si
i S

m := k~ ~, k~ == k~ ~. et si les décompositions sont distincte il y a au
moins un i pour lequel la décomposition est différente.

En effet, soient N  2 et P un ensemble quelconque do N . Soit

Np l’ensemble de tous les n ~ N qui ont leurs facteurs premiers hors de P

( P comprend toujours 1 ~, 
°

Alors,



où B est une constante positive indépendante de P et N ,

Si en effet P est l’ensemble de tous les facteurs premiers 5 N

Supposons P non vide et l’inégalité démontrée pour m C Np . Soit q un fac-

teur premier hors de P. Soient P’ l’ensemble des facteurs premiers de P privé
de q ~ et Npr l’ensemble correspondant à Np , éventuellement réduit à ~ .
On obtient la suite d’inégalités ; :

Si P est l’ensemble des entiers non divisibles par k



où c ne dépend que de s 9 soit

trouvée plus haut, peut se transformer ainsi s

où c dépend des nombres premiers ‘ s ce qui, reporté dans l’inégalité précé~
dente pour z ~ 2s donne

où s est un entier fixé et M un ensemble infini quelconque de facteurs premiers
> où c dépend uniquement de s et non de M .



à cause de

Posons

Evidemment



où la constante devant z dans 0 est indépendante de a. et b. à cause de

D’où suit

Cas particuliers~ ~ Le nombre de facteurs premiers p ~G N ~ tels que p + 2

soit premier, est

d’où ~-oo pour tous ces facteurs premiers.

Le nombre de facteurs premiers p ~ 1 . N , tels que p + b1 ’ ... , p + b ssoient premiers, avec



et est le nombre de solution distinctes mod p de

~ 

soit g entier pair positif

où c=c(k) pour k r 3 ~
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