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Séminaire DELANGE-PISOT 4-01

(Théorie des nombres)
2e annde, 1960/61, n° 4 12 décembre 1960

IES SPRIES 1 ET IE THEOREME DE DIRICHIET

par Gérard RAUZY

I. Dé&finitionse.

1. Soit m un nombre entier positif et ¥ un caractére mod m , de conducteur
£{x) o En prenant le caracteére X lui-méme ou en prenant le caractére propre
prolongement de ce caractiro (égal 2 O pour tout entier non premier avec

£l) ) on peut définir deux séries de Dirichlet dites séries L 3

L (shk) = 2 M——

(n,m)=1 n®

4
\L(slx)— ]
n>l n

L

Comme lx(n)l <1 quel que so:.t. n entier, on voit, par comparaison avec la sé-

rie de Riemann 7#(s) = 2 —-S- ; que les séries L sont absolument convergentes
nzl n
pour Rs >1 (Rs désignant la partie réelle de s ).

I1 en résulte, la fonction ¥X(n) étant multiplicative, que 1l'on a 1l'identité
1
d'Euler ()

(L o) = T (@ - XEH
‘ p/m P
{ les produits étant pris pour les nombres p -premiers

i;L(sb() =0l Q@ _.X_lel)_)"l .
. o

p

On en déduit alors que :

Lislk) =: 11 @ -M;L))‘l} L, (sx) .

ipim P
tpg' n
2. 81 y£e, x(a) =0 donc 2 X(a) est bornée quel que soit n entier
1 1

positif ; il en résulte que l'abscisse de convergence simple a de L(sb() est

1
(") La condition al|b signifie : a divise b « La condition a,]b signifie
a ne divise pas b .
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inférieure ou égale & O quand X £e.
(e

Comme la série 2 X(a) ne converge pas, & 2 0 « Donc o= 0«

Donc pour R®s >0 , les fonctions L(slx) avec X £ & sont des fonctions ana-

lytiques de s (limites uniformes, sur tout compact, de fonctions analy‘biques).

3. Définition de Log E (s Ix) et de Log L(s ) o

-1
Supposons s réel supérieur & 1 strictement. Le produit n@e - -J-P—)

P
étant absolument convergent, L (s fx) fonction continue de s ne stammule ja-

mais pour s >1 , et quand s = o , la convergence de L (s b() étant uni-
forme pour s2s >0, Lm(s Ix) a pour limite 1 .

-

I1 est donc possible pour s >1 de définir la fonction Log Lm(s X) par
continuité, en prenant lim Log L (s ) =0 «
Swoo '
En prenant de méme la de‘cermlnatlon de Log(l + z) qui stannule pour z =0,
on peut définir Log(l - ..XSI’._) pour tout >0 « (Car Ix(p)l < et

p -
p 22 )s On a alors évidemment pour s >1 : Log L (s ) = ‘i Log(l —Xig-)-) 1,
B p

On montrerait de la mfme manidre que : Log L(sly) = 2 Log(l - )-dg-)-)"l .

Mais en développant en série entidre le Log(l + z) pour |z] <1 on obtient :

Log(l ---XLP-)--)"1 = Z 1 M E }__XgEv)
PS v=l v p v=1 Y p‘vS

et, en définitive, pour s >1

Log L_(slx) = Ii .‘&191

Xm v=1 v p

la série double du deuxiéme membre étant absolument convergente pour s >1

II. Le théoréme de Dirichlets

]

: v
1. Posons g(p) = >La®?) .
2V pVS

On a alors, si s >1

e | < =
P

n M8

1 1 1
L. <
Y v=2 = 2 *
P p
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Et par conséquent

2 -XLE— Log L_ (sly) + g (sh)

p/m p°
ou gm(s Ix) reste bornée quand s 21 «

De méme, g(sly) restant bornée quand s > 1 , on peut écrire pour s >1

5 .X.ﬁ:;L) = Log(sly) + e(slx)
pfm p

2. x(p) est évidemment constant et égal & x{) pour tout pe A, o A est

une classe de restes premiers avec m .

On a done, pour s> 1

> x5 oy 2 ..._ .
pim p°  Aes peA p°

Posant y = 2 -X%-)— et X, = 2 -LS- nous avons donc
pdm p p=A p

yx = i x (&) X, .

Soit, en vertu du principe de dualité

2 ..];.. =X, = -——--1 Z'5(—(A) pA *
ped pS A (P(m) X X
Soit finalement
5 "1'5 =1 3 % (A) Log L(sly) + G(sfx) .
EAp  o(m ¥

3. Supposons que pour tout caractére ¥ distinct du caractére principal €,
L(1lx) soit différent de O . Alors, si X £ & en vertu de 1'analyticité pour

Rs >0 , L(slx) - L(ilx) #0 « Donc, quand s >1 tend vers 1 , Log L(sly)
précédemment défini reste borné.

Dtautre part, Log L(s|e) = Log &(s) n -s_%-_'f quand s - 1 o
Enfin G(s[x) reste bornées

I1 en résulte alors que
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PRNEIPVRNE S Py quand s - 1 (s>1) .
peA p°  o(m) 5=t

’ . s\
On peut montrer aisément que ce résultat reste valable si s -» 1 de maniere
quelconque ; on en déduit alors, par des procédés analytiques, que si n(x , A)
désigne le nombre de p dans la classe A inférieurs & x , et si n(x) dé-

signe le nombre de nombres premiers inférieurs & x on a 3

1 X
o (m) Log x

n(x , A) n n(x) quand x = © .

¢ (m)

Le résultat que nous avons obtenu montre immédiatement qu'il ne peut pas y avoir

- l .
un nombre fini de nombres premiers dans la classe A (car alors 2-' — serait
EA P
) 3 c'est 13 le théorime de Dirichlet.

borné quand s - 1 , donc aussi Log —T

Si m et n sont premiers entre eux, il y a une infinité de nombres premiers

de la forme ma +n ou a est entier positif.

III. Démonstration du fait que L(i[x) £0 si X n'est pas principal.

Si 1'on considére le caractére ¥ de conducteur 4 tel que
'lix(a) =1 si a=1 (4)
ix@ =-1 si a=3 ()

on peut calculer

i

L) =1 -

+—l—oo"'7—t' .
5" T 1

W

On congoit que, en utilisant les propriétés des racines de 1l'unité, on puisse
ainsi calculer explicitement les valeurs de L(1l|x) pour un caractére X quel-
congue (en utilisant la périodicité de X(a) en a ) et que 1lton puisse ainsi
montrer de meniére purement algébrique la propriété fondamentale des séries-L

du point de vue théoréme de Dirichlet (2).

Le procédé étant long & exposer, nous utiliserons une méthode ayant recours a

l'analyse. Plus précisément, posant

5o(e) = T Lish) = &(s) T Lsix)
XE(R Xyés

® étant le groupe des caractéres modulo m , nous écrirons pour s > 1

(2) Voir : HASSE (Helmut). - Vorlesungen iiber Zablentheoriee. = Berlin, Springer-
Verlag, 1950 (Grundlehren der mathematischen Wissenschaften, 59).
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. ® g (n)
l Cm(s) =Z O’mS
1 n
avec o_(n) = 2 X(nl) “** X o (m) (ncp(m))

nl -..n(\o(m):—'n

N

(1a somme étant étendue & toutes les décompositions de n en

¢(m) facteurs supérieurs-ou égaux a 1 ).

Nous montrerons alors @

© 0 (n)
1° que 1'sbscisse o de convergence de la série est telle que
1 n
’1 ) < a<l en calculant algébriquement les coefficients cm(n) o
P

2° qu'il en résulte que Cm(s) a un pble pour s =1 , done que L{1[x) A0
pour tout ¥ £ e

1, Calcul de Gm(n) .

ae Remarquons tout d'abord que om(n) est une fonction multiplicative ¢ si

(n, n) =1, 3 toute décomposition mnn' = N

LR Ncp , on peut associer, de ma-
niere biunivoque, une décomposition de

n = ese N et de n!' = n! e.. t
ny 0 Lot T
avec n, nJ! =Nj pour tout j =1, eee ,9 = ¢(m) +» On a bien alors

om(nn') = 2 Xl(Nl) '"X‘P(N(P)

Nl .e .N(Pznn'

) nlo:z.n =n(n1'-.%nt=n: 51 (nl) X (n{) e X‘P(n‘{’) X‘P(n‘!")).
0] 0

soit om(nn') = om(n) om(n') .

be I1 suffit done de calculer c;m(pv) pour tout op-premier et tout v entier.

(o]
Considérons alors la série formelle S(x) = [ (2 X(pv) x) 3 ona
YR

o0 . Y v o
S(x) = 2 x¥ )2 X® e x®? = 2 o () 2V
V:ﬂ Vl +a 0 .+'V(p:\) 'v=0 n

on en déduit ¢
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i o ) x) N (1 -xxp) = Tl (Z x®) ) - xxp) =1 .

v—o xeR xe®R v=0
c. Nous allons maintenant transformer le produit T(x) = [1 (1 - xx(p)) -
ZeR
Soit pr 1'ensemble des X € R tels que X(p) #0 (c'est=a-dire tels que p
soit premier avec leur conducteur). (Rp est évidemment un sous-groupe de R et

lton g :

T(x) = T @ = xx(p)) :
er?p

Soit alors UP 1'¢nsemble des X € ® tels que ¥(p) =1 . up est un sous-grou-

pe de (Rp , soit gp son ordre, fp son index.

Si a est une classe de ozp/up ; la fonction ¥(p) a une valeur constante
Ca quand p parcourt a . La correspondance a - Coc est évidemment un iso-
morphisme entre le groupe R /‘LL et le groupe multiplicatif des valeurs prises
par X(p) quand p parcourt Rp s

En particulier, comme (a) P = e . élément unité de R_AL_ d'ordre fp , il
en résulte que lorsque a parcourt Rp/up 5 Ca parcourt les fp—racines
fp—iémes de 1'unité. On a donc :

T(® = (1 =xx@) =T ( 1T @ =xxp))
xeﬂp OLE(R}/UP Xea

]

., g ) |
2 (1 - x5) P (2(1 - xt:Ot))gp o

f
- gFa5oque les G sont les racines fp—iémes de 1'u-

I
[

Mais Q (1 - xCa)

nité. On a done T(x)

(1 - X p) P | soit encore :

©0 ) B
T(x)vaO(va-ip-)x fp-l .

En comparant avee: T(x) x S(x) =1 , il vient 1'anneau des séries formelles

’,

étant d'intégritd

(o] o] ,
Sx) = 2 crm(pv) x/ = 2 v+gp-1 X f .
v=0 v=0 v / p
i



407

s s 4
I1 en résulte alors par identification que les coefficients Om(p ) sont des

entiers et que 1'on a 3

2.0 p’) >0 pour tout v >0

m(

[ V . 31 )
‘\ Om(p ) > 1 si fp ivise v

de £  index de ozp/up divise 1l'ordre de Rp qui divise 1l'ordre de R c'est-
D
V
d-dire ¢@(m) « A fortiori, si v est multiple de ¢(m) , on a donc dm(p) >1 .

om(n) étant miltiplicative, il en résulte que pour tout n >1 ona

cm(n) >0 , et que om(nq)(m)) =1,
La sé 3 -I7—-(Om(n) t 8t %
a série ne peut pas &tre convergentes
nn'? m)

9, (0)

D'autre part, pour tout s >1, X produit d'un nombre fini de séries

absolument convergentes, est absolumert gonver gentes
o, (@0

Ltabseisse o de convergence simple de la série Z est done telle que

n
1

W$ a<l.

2e Cm(s) a un pdle pour s =1 »

ae Si X #€ , nous avons déja vu que L(s Ix) étaient des fonctions holomorphes
de s pour s >0 .
be Si y=¢e , L(sle) = G(s) »
% n
La fonetion (1 --2-s-) t(s) = 2 .i"_lsL pour s >1, se prolonge pour s >0
2 n=l n

au moyen de la série de Dirichlet du deuxiéme membre, dont la somme est analyti-

que pour 8 >0 .

La fonction g(s) est donc prolongeable pour s >0 par une fonction méromor-

phe ne pouvant avoir comme seuls pbles que les zéros de 1 = —gs- .

2
oo n -] n
Quand s =» 1 ’ 1l - —%. g (S - 1) Log 2 , et Z _g:_l_)—_ - lim Z !— 1) - Log 2
S s
2 n=1 n gsl n=1 n

En considérant 1la fonection
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3 2 (1 1 2 |
( 35 (¢ n=0 | Bn+1)®  (3n+2)%  (3n3)%

fonetion qui est également prolongeable pour s >0 par une fonction analyti-

que, on volt facilement que le seul zéro de 1 = -gs— , p8le de G(s) , est s=1.

Pour s >0 1la fonction &(s) n'a qu'une seule singularité ¢ le point s =1

qui est un p8le de résidu 1 .

0« La fcnetion C,m(s) ne peut donc avoir pour 8 >0 que le point s =1 com-

me singularité, cette singularité étant alors un pble.

a

de Si une fonction analytique f(s) se développe en série de Dirichlet I —-2—
n

d'abseisse de convergence simple o , les coefficients a, étant positifs ou
nuls, alors f(s) a une singularité pour s =a (on suppose évidemment f(s)

prolongeable pour RF < o )e

Supposons le contraire : les singularités étant isolées, il existe D >0 tel

que f(s) n'a pas de singularité pour |s - a] €D .
Soit B=a+ D 3 f(s) est développable en série de Taylor au point By sé-

. ‘s ., D
rie de rayon de convergence supérieur ou égal & — .

3
Soit
f(s) = OZO -}-!-f(v) @) (s - p)Y .
v=0 ¥
%n
Comme £ > a , on peut dériver z— (qui représente f(s) pour s> ) ter-
n

mes & termes. On a donc

Soit alors Y:-'-'d"lz': IY-51<2 done 2 -\-)l-!-fv(ﬁ) (Y"ﬁ)v est con-

3 v=0
vergente. Si B =f-1:l- (£I3 =y} Log n)” B est positif et 2 € B, ) est
Ve B vi > vm vn B
convergente. La famille B'v,n est semmable, et par conséquent 2 (ZB'V,n) est
une série convergente. Or, cette série est 2 -= s Ce qui est im;os;;.ble puisque

nn
Y<a et que o est l'abscisse de convergence simples
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3. L) #0 si x#eo

En effet, d'aprés le lemme précédent Cm(s) représentable pour s > a par une
série de Dirichlet & coefficients positifs a certainement une singularité pour

s =a , c'est-d-dire pour un point du segment [Tp_(l'rﬁ)_ s 17
D'amds le lemme (c) cette singularité ne peut &tre qu'un pble pour s =1 .

Si 1'une au moins des séries L(1 [x) avait un zéro pour s =1 , le produit
L(s[X) aurait un zéro pour s =1 , et en vertu de 1'analybicité
£

1

) 1 L(sb() resterait holomorphe pour s =1 . Comme C(s) a un p8le simple
X£€e
pour s =1, Cm(s)

M
X

= g(s) Il L(slk) resterait donc holomorphe, ce qui abou-
X£E

tit & une contradiction.




