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Séminaire DELANGE-PI?OT 3-01
(Théorie des nombres , 6
2¢ annde, 1960/61, n° 3 12 decembre 1900

CARACTERES SUR LES GROUPES 4BELIENS FINIS
CARLCTERES SUR LES CLASSES DE RESTES

par Gérard RAUZY

I. Groupes abéliens finis.

1. Ordre du groupe. Ordre d'un élément.

Soit © un groupe cbélien fini noté multiplicativement, d'élément neutre E .

On nomme ordre de © le nombre n d*éléments do S o

Soit A un élément de $ ¢ considérons les n + 1 éléments 4 , A2 g sve s IR 3

ils appartiennent tous au groupe 8, donc deux d'entre eux certainement égaux, soit
par exemple & P = Ak avec 1 <h <k <n +1, d'ol Ak-h =FE avec
1 \<k - h <n .

Soit alors v lo plus potit enticr positiftslque. A=F (1 £v<n) .« Vv ost
nommé llordre de A

L'ensemble {E y A 5 eee V1Y forme évidemment un sous=groupe cyclique

d'ordre v du groupe 8 , 1l'ordre d'un élément divise donc l'ordre du groupe.

2+ Récurrence dans les groupes abéliensg finise

Les démonstrations par récurrence sur les groupes abéliens finis s'appuient sur

deux lemmes ¢

a. Soit U un groupe abélien fini V¥ un sous-groupe de U d'index k (c'est=
a-dire tel que l'ordre de U/ soit égal & k ). Si UN est cyclique, il existe
un élément R de U, n'appartenant pas. & Y, tel que tout élément A de U
s'écrit de maniére unique sous la forme ¢ 4 = R W avec We ¥ et h ;-r:tier
mod k

En effet U/¥ est cyclique, il cxistedne r e YUY tel que tout élément a
de UAN s'éerive do manidro unique sous 1o forre ¢ a=1r , h cntior nod k .

Soient R wun élément d¢ r et A wun élément de U appartemant i la classe a
de UM . Il existe un seul entier h mod k tel que a = rh clest=a-dire tel que
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W = AR™D soit élément de V¥ . On peut donc bien écrire de maniére unique
A =Rhw avec WEY et h entier mod k

be Si U est un groupe abélien fini, il existe une suite finie

| U, ¢ Ul ceo QUS de sous-groupes de U tels que Uy ={E}, U, =U et tels que

ui/ui-l soit cyclique quel que s0it 1 =1 532 5 eee 5 5 o

Soit n 1l'ordre de U . Si n=1, il suffit de prendre s=0, U, =U={E}.
Si n>1, il existe un élément Rl de U différent de 3:1805.13 vy 1'ordre
de R1 o Nous prendrons UO ={E}, ul ={8, Rl ) eee Rll }o ‘ill/{ﬂo est
évidemment cyclique ; ‘ul a au moins deux éléments distincts puisque R1 #E o
Si ?.Ll =U nous premons s = 1 . Sinon nous pouvons continuer en prenant

eru, R2¢u1 et 1, ={WR£1;WE‘Ul, h entier modvz}.

Ltordre de chacun de ces sous-groupes augmentant & chaque fois, le processus

s'arrétera pour un s £ n = 1, tel que ‘US =U .,

3+ Décomposition en produit.

De ce qui précéde résulte que 1'on neut écrire tout élément A de U, de ma-

niére unique sous la forme

a

8
. : iy "
- | U U
" ?Wi ety Wy #
. . u u
o entier mod n, (index de , ¢ dens i) .
fln =n o
i

Le groupe U est done un produit direct de groupes cycliquese

II, Caractéres : définition et existence.

’
1. DEFI NITION, = On appelle caractére sur le groupe abélien % d'ordre n ’

une fonction ¥ définie sur ce groupe i valeurs réelles ou complexes, telle que
X(AB) = x(&) x(B) et non partout mulle.

Soit alors A el tel que X(h) #0 3 si v est l'ordre de 4 , V divise n
done A" = E o Donc ¥(E) = X(An) = (X(A))n est différent de O o Comme
X(E) = x(E x E) = ()((E))2 s> il en résulte que X(E) =1 et que X(A) ost une
racine n-iéme de 1'unité quel que soit 4 € U . En particulier X(A) #0 quel
que soit A ,
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2+ Groupe des caractéres sur U.

La fonction & telle que &A) = 1 quel que soit 4 € U , est évidemment un

caractére sur U o Si X est un caractére, la fonction x-l =Y telle que, quel

que soit A ,

-1, -1 - -1
XT®) = (&) =xE) = xa)
est également un caractére. Si ¥ et x' sont des caractéres, la fonction yx!

telle que xx'(A) = (&) x'(&) est un caractére et Yx! = X'X s Xx-l =€ ,

Les varactéres forment donc un groupe % abélien d'élément unité € que l'on

nommera le caractére principal.

On nomme caractéres quadratiques ou réels les caractires tels que Y =¥ , soit

2
X =&

3¢ Le groupe &% est d'ordre n .

Montrons-le par récurrence : d'aprés le lemme (b) de I, paragraphe 2, il suffit
de montrer que si ¥ est un sous-groupe d'index k de Y, un caractére de W
peut se prolonger exactement de k maniéres distinctes sur ¥ (deux caractéres
distinets de ¥' donnant nécessairement des prolongements distincts, puisque dis=

tincts sur la restriction 2 ¥ ).

Or il existe Re¥, R& Y tel que tout A €V s'derit de manidre unique
A:Rhw avec W e€¥' , h entier mod k .

Soient % un caractére de ¥' , Y un caractére de ¥ prolongeant ¥ , c'est-
d=dire tel que 3
Pla) = x(a) pcur tout 4 € V! °
Rk est nécessairement un élément de ¥' , donc Y(R) est nécessairement une

racine k-iéme de x(Rk) « Réciproquement, si & est une telle racine pour tout
h
A=R W, on posera YA) = l;h x(W)

Comme & # &' entrafne Y(R) = & # Y (R) = &' , on voit que, & tout caractdre

X de ¥' , correspondent exactement k ceractéres distincts de ¥ .

La propriété est bien montrée puisque la restriction 2 ¥ d'un caractire de ¥

est bien un caractére de V¢ .
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III. Relations entre les caractéress

le Soit B wun élément de U quand A déerit U, le produit AB déerit U,
les deux sommes SX =2 y(&) et SX(B) =2 y(iB) sont donc égaless Or
4 iy

SX(B) = x(B) SX 81 x#£ e, il existe B tel que X(B) # 1 s donc dans ce cas
S, =0 o Evidenment, s1 x=¢€, S =2 1=n,
X e 4

2+ Done {SX:: 0 si x 7-{ €
8 =n g% =g
o X

il en résulte que ¢

S x&) WET {O XA
S = - L A) =
gl T 2 n osi oY= VY

X

3¢ Ordonnons en les indicicmtde A & n les éléments Al 9 ses y An de U et

les éléments Xy 9 ses 5 X, de % o Considérons la matrice

i indice des ligmes (1 =1, ses s 1)
J j indice des colonnes (J =1 5 eee 5 n)
o ey, =xi(Aj) . | ‘ |
Les égalités précédentes s'écrivent alors ¢ C x T = nd 4 ot I est la matrice

unités Ceci prouve que C est inversible et que ¢ clzlt .

[a]

Il en résulte de manidre générale que les deux systemes d'équations ¢

S w() x = % 1y gy =
AX( X, YX e nxﬂ %( X,

ol x (Acl) et yx’ (x €% ) sont des variables, sont dquivalentse

I1 en résulte en varticulier les formules précédemment établies, c'est-a-dire

B 0 si 4 F#E
ZX(A):
X n si A=EF .

Nous allons maintenant préciser cette notion de dualitd.
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IV. Principe de dualité.

Soit % le groupe du caractére de U . Alors le groupe ¥ des caractéres de %

est isomorphe au groupe U

A tout élément A de U faisomns. correspondre la fonction KA définic sur £ 2a

velours réelles ou eomplexcs par 2 Ki (x) =x(@A) »
On voit sans peine que KA est un earactére sur ¥, et que KA g = KAB .
En outre, si A #B, 457! #E , donc, comme Zx(AB-l) =0 , d'aprés III, para-

- X
graphe 3, il existe ¥ , tel que YX(AB Ly £1 s on a done X(&) #x(B) , soit enfin
KA(X) ;!KB(X) . Deux é1éments A et B distincts domnent deux caracteres X, et
K distinctse L'ordre de X &tant égal & 1'ordre de U, nous avons bien mis en

évidence un isomorphisme 4 KA entre les groupes U et ¥ o

V. Caractéres sur les classes de restese

1. Nous noterons gm le groupe multiplicatif des classes de restes modulo m ,
premiers avec m (b m est un entier positif). Ltordre n de ce groupe est

égal 2 ¢(m) ol ¢ est la fonction d'Fuler.

2. Caractéres modulo m .

A tout caractére Y sur le groupe @m s nous associons une fonction y définte
sur 1l'ensemble des entiers premiers avec m , que nous nommons caractére mod m ,
de la manidre suivante & soit a un entier tel que (a ,»m) =13 a appartient

4 une classe de reste 4 € 9m ; nous posons alors y(a) =x(&) .

3. PROPRIéTéS. - I1 est évident alors que X est un caractére modulom , si et

seulement si

x(a) x(b) = x(ab)
x(a) =1 si a =1(m)

ce qui entralne de manidre générale y(a) = y(a') si a= a'(m) .

VI. Conducteur d'un caractére mod m

le "Erklarungenodul" et prolongenent.

Soit ¥ un caractére mod m , soit m' wun entier positif, m! est dit un
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"Erkl8rungsmodul® pour ¥ si (a =1 (mod m!) entratne y(a) =1 .

(a ym) =1

m est évidemment un Erklarungsmodul pour X e

Soit y un caractére mod m , m' un Erklarungsmodul pour X alors on peut

prolonger de maniére unigue Y en un caractére Ymod m' , tel gue x(a) =y(a)

si a est premier & la fois avec m et avec m' .

8. Soit x premier avec m'! . Alors il existe y pemier avec m et tel que
- Q
x = y(m') + En effet, soit m =lig 9 12 décomposition de m en facteurs pre=- |
: . \
misrs, ot soit my = H qu (m0 , m') =1, donc le systéme de congruences
(q m')=1
y=x (o) .
a une solution y o Il suffit de montrer que y est premier avec

y=1 (m(’))

o}
ny or si p promler divise m , come n = mo i q 9 s, p divise ou bicn
1
a/n

a i . 0] » 3 N
ou bicn M q 9 donc a fortiori m' . Mais si p divise my 5 comme

n
0 q/m'
y =1 (mo)' , p ne divise pas y , ot do méue si p divise mn' , com:e

(x ,m') =1, p ne divisc pas x , donc non plus y puisque y=x (m') .

be S1 y! est aussi un nombre premier avec m et tel que x= y' (m') ,

y' (n') . Or x. étont premier 2

i

x7) =x("') « En effet on a alors : x=y
m! , il existe c¢ tel que cx = 1(n') . En appliquant le lemme précédent 2 c
qui est évidemment premier avec m! , nous en déduisons qu'il existe d premier
avec m et tel que d=c¢ (')« Onadonc : dy=dy'=cx=1 (n'), done
x(dy) =x(dy') =1, atod x(y) =x(y') » '

ce Pour chaque x premier avec m' nous pouvons donc définir Y(x) = x(y) ol

LN

y est 1'un des nombres congrus & x mod m' et premiers avec m .
On a évidemment w(a) = X(a) si a est premier 2 la fois avec m et m! .

D'autre part si, & x premier avec m! , nous associons selon (a), vy 4 et si,
& x' premier avec m' nous associons y' , & xx' nous pourrons associer yy' ,
done Y(xx') = Y(x) Y(x') « Enfin, si x=1 @', alors y =1 (uf) , donc
x(¥) = 1,donc Y(x) =1 « ¢ est bien un caractdre mod m'

2¢ 81 m est un Erklfrungsmodul pour Y , alors Am est aussi un Erkladrungsmodul

quel que soit A entier positif : clest évident.

3s 51 m, et m, sont deux Erklarungsmoduln pour y , alors leur Ps Be 0s d,
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(m1 ’ mz) est aussi un Erklarungsmodul pour ¥ o

En effet, soient

d

i

(mlsmz) '
[ml,mz] (7t pe pPs Co me de ml,mz) o

T

D'aprés les paragraphes (1) et (2) nous pouvons considérer ) comme un carac-
tére mod m pour lequel m, et m, sont des Erklérungsmoduln, Soient alors deux

nombres a, et ay premiers avec g5t ‘tels que alz.—‘ az(d) o Alors, il existe a

tel que
(a , )=1 a= al(ml)

a, (m, ) .

Par suite x(al) = y(a) puisque m, est Erklarungsmodul, et de mdme x(az) =y(a) .

a

il

Done a, = az(d) entraine x(al) = X(az) « En particulier x(a) =1 si a=1 (d)

1

4. Tous les Erklfrungsmoduln de ¥ sont les multiples d'un méme Erkl&rungsmodul

p(x) qus 1'on nomme conducteur de ¥ o

Considérons 1'ensemble W des Erkl&rungsmodul de ¥ o Soit p(¥) le plus petit
d'entre euxs Alors si m€ M, (m, p(x)) est un Erkldrungsmoduls Or
(m, £(x)) < 8(y) done (m, p(x)) = p(x) » m est muliiple de £(X) »

5. Soient ¥ un caractére, p(X) son conducteurs : nous nommerons carsctére pro-

pre la fonction ¥ égale & O pour tout a non premier avec pP(X) s 2 la valeur
obtenue en prolongement ¥ pour 1'Erkl#rungsmodul p(x) pour tout a premier

avec P(X)

6f Soit m=my My eeem, OU (mi s mj) =1 si i# 3 «Alors, le groupe des

caracteres m~dulo m est le produit direct des groupes des carcactéres mod my

ctest-a~dire que X caractére modulo m s'écrit de manilre unique

r
X =j21 X o X; estun caractére mod m, » En outre plx) = p(xl) .oe p(xr) .

G'est évident car tout a premier avec m s'éerit de facon unique a = M 2y

ou (ai,mi)"-'l.




