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Séminaire DELANGE-PISOT 2-01

(Théorie des nombres)
2¢ année, 1960/61, n° 2 14, 21 et 28 novembre 1960

DISTRIBUTION DES VALEURS DE CERTAINES FONCTIONS ARITHMéTIQUES

par Hubert DELANGE

1. Introduction.

p étant la fonction de Mdbius, il est bien connu que 1l'on a pour x infini

2 u(n) =o[x] B

1<ne

"~

Par ailleurs, si Q(x) est le nombre des entiers positifs "quadratfrei" au

plus égaux & x , on a, pour x infini,

Q (%) :—%x+o[x] .
n
Si 1'on désigne par Ql (x) 1le nombre des entiers au plus égaux & x qui sont
le produit d'un nombre pair de nombres premiers différents, et par Qz(x) le
nombre de ceux qui sont le produit d'un nombre impair de nombres premiers diffé-

rents, les deux relations précédentes s'éerivent

Q (%) = Q,(x) =o[x]

et
Ql (x) + QZ(X) = 7-;% x + o[x] ,

et 1'on en déduit immédiatement

3
Q (x) NQz(X)N =5 X .
n
Autrement diﬁ, la fonetion arithmétique égale au nombre des diviseurs premiers
de n prend avec la mfme fréquence des valeurs paires ou impaires quand n par-

court l'ensemble des nombres "gquadratfrei'.

lele = Plus généralement, soit f une fonction arithmétique quelconque & valeurs
entisres. Soit A wun ensemble d'entiers naturels possédant une densité positive
D (nous disons que A posséde une densité égale & D si, Yy (x) étant le nom-
bre des nombres de A au plus égaux & X , on a, pour x infini,

sA(x) =Dx + o[x] ). Soit g un entier > 1 .
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Nous nous posons la question suivante ¢ les différentes valeurs possibles pour
le reste de la division de f(n) par q , c'est=d=dire 0 4,1 4, 2, eee yg=~1,
apparaissent-elles avec la méme fréquence quand n parcourt A ? De fagon préeise, -

est~il vrai que, quel que soit r entier, l'ensemble des n appartenant & A ,

et tels que
f(n)=r (mod q) ,
posséde une densité égale & %?

On voit que, pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que

Pour 3z = exp[:2 sm] ,avec k#0 (mod q) ,
(1) 2 zf(n) =of[x] quand x tend vers + ®,
nsx
nel

En effet, si 1'on a la propriété voulue, et si 2z = exp[g-%—ré'—] s avec
k#0O (mod q) , on a pour chaque r entier 0

5 A0 D vy,
n<x a
nel

f (n)=r (mod q)

En faisant r=0 ;1,2 , «e¢. , =1 et en ajoutant, on a

-1
2 zf(n) =P§-(q2- zr) + o[x] = o[x] .
n<x r=0

nei

Inversement, si 1'on a (1), on en déduit, en maltipliant par =z o ’

5 f (m)-r _ o[x]
n<x
el

y

ou, en posant exp[-?—;-c-}-] = Y,

Z Yk[f(n)-r] - O[X]

n<x
neA

pour k=1,2,oo-'q~1 o

Pour k=0, on a évidemment 2 =Dx + o[x] «

Par addition, on obtient
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2 q = Dx + o[x] .
n<x
neA

f (n)=r (mod q)

lelels = Notons que, si, pour |z =1 et =z A1,

2 zf(n) = o[x] quand x tend vers + =,
n<x
neh

quel que soit 1l'entier q >1 et quel que soit l'entier r , l'ensemble des n

appartenant & A tels que
f(n) =r (mod q)
posséde une densité égale A -?1- .

le2¢ = On peut aussi, au lieu de considérer une seule fonction, en eonsidérer

similtanément plusieurs, par exemple deux, soient f et g

Soient done f et g deux fonctions arithmétiques & valeurs entiéres, A un
ensemble d'entiers naturels ayant une densité positive D , et g et q' deux

entiers >1 .

Nous nous posons la question suivante : les restes de division de f(n) par
q et de g(n) par q° prennent-ils, avec la mdme fréquence, tous les systémes
de valeurs possibles a priori, c'est-d-dire tous les systémes (i , j) , ou
O<i<qg, 0<j<q'? Autrement dit, est-il vrai que, quels quc soient les

entiers r et r' , 1l'ensemble des n appartenant & A , et tels que
f(n) =r (mod q) et g =r' (mod q') ,

posseéde une densité égale & a—%—,— ?

On voit comme plus haut que, pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que
pour
2 kmni

3 ], avec k¥ 0 (mod q) ,

u = expl

et

—2--1-5-;1&] , avec k'#0 (mod qt) ,

expl. 3

v

L@ el

ngx
neA

= ¢[x] quand x tend vers + « .



2-04

1.2.1. L Si 1'01’1 a

2 uf(n) vg(n) = o[ x]

n<x
relA
pour Ju| = |v] =1 et u ou v £1 , la propriété a lieu quels que soient q et
qt >1 .
Si

EX uf(n) vg(n) = o[ x]
n\
ncA

pour Ju| = |v] =1 et uv #1 , la propriété a lieu quand (q , q*) =1 .

1.3+ = Au lieu de considérer des fonctions & valeurs entieres, on peut aussi
considérer une fonction f & valeurs réelles, et chercher si ses valeurs sont
distribuées uniformément modulo 1 quand n parcourt A . (On entend par 1a que,
pour tout t réel satisfaisant a 0 <1t <1 , l'ensemble des n appartenant

a4 A, pour lesquels l'excés de f(n) sur le plus grand entier < f(n) est au
plus égal & t , posséde une densité égale & D ).

D'aprés une extension triviale d'un théoréme bien connu de He WEYL, pour que
ceci ait lieu, il faut et il suffit que, quel que soit m entier #0 , on ait,
pour x dinfini,

2 expl2 mi £(n)} = ofx] .

n<x
nei

1e341. ~ Notons que, dtapreés cela, si f est une fonction arithmétique & va-

leurs entidres, et si, pour |z] =1 et z #£1 ,
2 zf(n) = o{x] quand x tend vers + o ,
n<x
nch

quel que soit A irrationnel, les nombres A f(n) sont distribués uniformément
modulo 1 quand n parcourt A

On a des résultats analogues pour un systéme de deux ou plusieurs fonctions. En
particulier, si f et g sont deux fonctions arithmétiques & valeurs entiéres,
et si, pour |u|l = |v] =1 et u ou v#1 ’
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5 S0 g

ngx
nch

=o[x] quand x tend vers <+ o,

en a le résultat suivant ¢

Quels que soient les nombres irrationnels A et p, si

&n

excés de A f(n) sur le plus grand entier £ A f(n)
et

excés de p g(n) sur le plus grand entier < u g(n) ,

Mn
les points {&n ’ qn} se répartissent uniformément dens le carré
0gg<l, 0gngl,

lorsque n parcourt A j autrement dit, pour 0 €t <1 et 0L < 1, llenw
semble des n appartenant & A pour lesquels

gngt et My € t!

posséde une densité égale & +t'D .

S1 1'on suppose seulement que

s of@ el _ or

n<x
neh

x] quand |u| = |v] =1 et uw £1 ,

le résultat a lieu quels que soient les nombres irrationnels A et B tels que
1'équation

AX +pY =2

n'ait pas d'autre solution en entiers rationnels que X=Y=2= 0.

lede = Nous définirons la valeur moyenne d'une fonction arithmétique réelle ou
complexe F comme étant la limite de 1l'expression

1
5 néx F(n)

lersque x tend vers + =, si cette limite existe et est finie,

Nous désignerons cette valeur moyenne par M(F) « M(F) =0 signifie donc que,
pour x tendant vers + o,

2 F(n) = o[x] R
n<x
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Ainsi, si 1l'on désigne par Yy la fonction caractéristique de 1l'ensemble A ,

c'est-a~dire la fonction définie par
1 s1i neA,
Y, (n) =
kO si n¢ A,

les conditions

y f0) =olx], S L@ vg(n) = o[x]

n<x n<x
neh reh
et
2 exp{2 mii £(n)} =o[x] ,
nsx
neh

rencontrées plus haut, expriment que les fonctions arithmétiques égales respecti-

vement 3
YA(n) zf(n) R YA(n) uf(n) vg(n) et YA(n) expl 2 mi £(n)}

possédent des voleurs moyennes nulles.

le4els =51 A est 1l'ensemble N de tous les entiers positifs ou 1'ensemble
Q des entlers positifs "quadratfrei", si |z| =1 , | =1vl =1 gy €t si les
fonetlons f et g sont additives, les différentes fonctions ci-dessus sont mul-
tiplicatives et de module L1,

2+ Existence d'une valeur moyenne nulle pour une fonction de la classe mo .

Ceci nous conduit au probléme suivant @

Désignons par JEO la classe des fonctions arithmétiques réelles ou complexes
multiplicatives, non identiouement nulles, et de module <1 , autrement dit la
classe des fonctions arithmétiques réelles ou complexes f ayant les propriétés

suivantes s
10 £(1) =1 j
2° f(m) =f(m) £(n) quand (m, n) =1 ;

3° |f(n)| €1 quel que soit n .
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f étant une fonction de la classe mlo » cherchons & quelles conditions M(f)

existe, et égale O .

On peut voir que, pour que M(f) existe et égale O , il faut que ¢
- ou bien 2 -1—-—':—6;—@&& =+ », ( p parcourant 1l'ensemble des nombres premiers)
- ou bien (&) = ~1 pour tout r =1 .

Par exemple, la fonction de Mébius et la fonction égale 41 si n est impair,
et & -1 si n est pair, sont des fonctions de la classe 317'0 s et possédent cha~
cune une valeur moyemne nulle. La fonction de Mdbius satisfait & la premidre
condition, et la fonction égale 3 1 si n est impair, et & =1l si n est pair,

gatisfait & la deuxiéme.

Je ne connais pas de conditions & la fois nécessaires et suffisantes pour qu'une

fonction de la classe T 0 posséde une valeur moyenne nulle.
Des conditions suffisantes sont les suivantes :
1° 11 existe une constante réelle ou complexe p telle que, pour x infini,

2 f(p) logp =px + ofx] j
<x

2° Si p:l,zl—:-g—f—(g)—=+°° (1) .

2¢ls ~ Pour démontrer ce théoréme, j'établis en premier lieu le résultat suivant :

Solt fe My ,etsoit 6.(x) = 2 £(p) logp .

N
Alors, on a pour x infini

3 1 X -
nsfo(n) = Toz xnix £(n) 6,G) +olx] .

Ceci peut s'établir sans aucun appel 3 la théorie des séries de Dirichlet, mais

(1) On voit sans peine que la condition 1 entrafne
> £ £ log log x + o[ log log x]
<X p
et par suite
pzx 1-Re(p) _ [1 = Rp] log log x + ollog log x]
S P

Comme, par ailleurs, p est évidemment de module €1 ,si pA1l, la condition
1° entratne

Zi:J%f._(‘E)_=+w
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iei il sera plus avantageux, en vue de la suite, d'utiliser ces séries.

2elele - D'abord, on a, pour Rfs >1 ,

+ o0 + T

2 £@ 1+ 2 ﬂrL)-]

1 n° r=l po
On voit ensuite que, pour chaque p ,

400 0 (P)
Ir

400 r
1+Z£(§§2-=exp
P

r=1 r=1 rprS

ou les coefficients ngp) gont déterminés par

ol(P)= £ (p)
ety pour r>2,
ngp) =rf(p) - T o £
j=1 Y

)
de sorte que ICISP lg -1,

I1 résulte de 14 que, pour Rs >1 ,

Z——g-—ze § & rrs °
1 n \p,r TP

On en déduit, en premant la dérivée logarithmique,

(p)
- ‘—“‘—g“"s 4 5 Ts ’
n (1 n p,r p
ce qui entralne
f(n) logn= 2 CI(.p) f(m) log p .
P men
Par suite, pour x >0 ,
- X 2
nix f(n) logn= 2 f(m le('ﬁ s O
3 m<X
2/n 2/Tm

2 .
() La notation al|b signifie ¢ a divise b .

La notation aﬂb signifie ¢+ a ne divise pas b e
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ol le(X) = pz>2 CI(.p) log p s

PExX
2¢142+ = On peut écrire Lpf(x) = Gf(x)'+ éf(x) .

Alors on a

2 f(n) logn= 2 f(m ef(%) + n(x) R
X m<x
2l 2
ou T](X) = 2 f(m) éf(ﬁ) .
RS d
2}[m
On voit que
6f(x)=0[xa’], ou a:%+—%—g—g——§-<l .

En effet, por x >2,
éf(x) = = £(2) log 2 + E stp) log p .

p>2
p<x
r>1
Pour x 29,
5 0® 10gpl < 5 Figp= X (log ) b3 = .
p>2 © e <psvx e Rpevx oz 2 %\rs(log %)/ (Log p)
p<x Psx
r>1
Mais
7 < o(log x)/(log )+l _ , (log 2)/(log p)
r<(log %)/ (log p) ‘
Done
2 _ (logp) 2 ) < llog /(g 5 (og2l/(log3),
2psvx ou e {rﬂ(log x/(leg p) 5 ' VX * P

De ce que éf(x) = o[x%) , avec a <1 , on déduit

n(x) = 0[x] .
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Rele3s =~ Maintenant, on peut remarquer que les conditions

n<x, 2%n , 4+ fn, (avec q >0)

n=2qm, avec m<~, 2/ m .
On a donc
2 f(m) logn= < £(%m log(x* m) ,
m<x/ 2%
2% 2w
2q+1 n
=£(2Y) X r(w logm+ qf(d log2 X £ (m) ,
m<x/23 m<x/ 22

2/m

1l

£(2% m§§2q £(m) 6, <2q"m> + £(29 n(—z’é-) + qf (F) leg 2 msiq () ,

2/m

> f(n) 0. ) + £(2%) q(—z%-) + af (2% 1og 2 <§/ £ (m) .

n<x
2c}/n
.'ZqJ‘1 V n

En donnant & q toutes les valeurs entitres depuis O jusqu'd la partie en~

tiere de %%g—-}zs » et en additionnant, on obtient

2 f(n) logn= 2 f (n) Gf(-;f) + 0[x] .
n<x n<x '

Pour avoir le résultat annoncé, il suffit d!observer que

Z f(n) log n ={( z f(n)] log x + O[x] .
n¢x insx

Cela résulte immédiatement de ce que, pour x >1 y

. X
2 f(n) logZ| < 2 10gX=/ g[+] 4t
ni ~ n 1 t ?
ngx ; n<x

ot E[t] est la partie entidre de +t .

2e2¢ = Maintenant, si 1'on 2y pour x infini,
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Gf(x) = X2 f(p) log p = px + o[x] ’
px

(2) montre que

- ' by
% £(n) = 1OJ;X:C nix (él) + O[x] .

~)

La démonstration du théoréme sera done achevée si 1l'on prouve que

2 f-%:llzo[log x] .
n<x

Mais, pour Rs >1 ,

1 wf{n 1 +oof I‘)
7;’('5721 5 ﬂ[l'p]

-

rs
r—-l P \
- + 00 . C(p-l
=(1-—l§)1+z£i'?'-r—)-exp 2 rrs ’
27 L r=l 2rs” p>2 rp (
[ +00 T\ | ~ c p). 1
3(1__].‘5)14.25&2_8.)_9@{-2,1'2‘)4-2-3——* .
2 r=1 2F P2 P PR rprs
_ _ \ r>l
Cemme, pour Rs >1 et r >1 ,
()
Cr -1 2r-—l
rs
rp™° | P
+ 00 21‘-1 2
et comme, pour >2 =
! s P p ? op - 2) ?

r=2 pr

on déduit de 13 que, pour s réel >1 ,

+
(3) (;(s) % f:;)!S exp{— 2 }.:_Lgf_gﬂ)_... L 2 "
P>2 p p>2 p(p - 2) '

: 51 - )
Du fait que £ ———%f_(ﬁ). = 4+ (3), cecl entrafne que, quand 3§ tend vers 1

par valeurs supérieures,

1 +oof )
T 2 rf?

tend vers zéro ’

autrement dit Z -—s——— = 0[--——1-]

(3) ef. note (1).
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Un théoréme taubérien classique permet de déduire de 13 que, quand x tend

vers + o,

s £(n)
Kx  °

= o[log x] .

3+ Applications.

3¢ls = Désignons par w(n) le nombre des diviseurs premiers de 1l'entier posi~-
tif n ; et par Q(n) 1le nombre total des facteurs dans la décomposition de n

en facteurs premiers.
3elele ~ Comme, dtaprés le théoréme des nombres premiers, on a pour x infini

2 logp=x+ o[x] y

px
on voit immédiatement que, si |z| =1 et z £1 , les fonctions arithmétiques
égales respectivement &

Zw(n) , zQ(n) et |u(n) | Zw(n)

satisfont aux hypothéses du théoréme établi ci-dessus.

Donc, si |z| =1 et z#1 , ona, pour x infini,

)3 Zw(n) = olx] , 2 zQ(n) = o[x]

n<x n<x

s
et

S zw(n) = o[ x] .
n<x
neQ

D'apres ce qui a été dit aux paragraphes (1.1.1) et (14341}, ceci entratne les
résultats suivants

10 ([7] et [9]) quel que soit l'entier q >1 , et quel que soit l'entier r ,
1l'ensemble des ertiers positifs n tels que

wn) =r (mod q)

posséde une densité égale a -é— y et 11 en est de mfme de 1l'ensemble des entiers

positifs n tels que

Qn) = r (nod q) .
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Ltensemble des entiers positifs "quadratfrei" tels que

wm) = r (mod q)

\ . Id » N ]‘
possede une densité égale a =—

5
. 752 .

20 ([3]) quel que soit le nombre irrationnel A , les nombres Aw(n) et les
nombres AQ(n) sont distribués uniformément modulo 1 quand n parcourt 1l'en=-
semble de tous les entiers positifs et quand n parcourt l'ensemble des entiers

positifs "quadratfrei.

w Q
3.1.2, =81 Jul = |v] =1 et uv A1, la fonction égale & u &) S o,

tisfait aussi aux hypothéses du théoreme.
Done, si lu] = |v] =1 et uv £1 y On a pour x infini

éxuw(n) vQ(n) = 0.%]
n\

Dtaprés ce qui a été dit au paragraphe (1.2.1), ceci entra®ne que, si q et q'

sont deux entiers > 1 et premiersentre eux, quels que solent les entiers r

eb r' , l'ensemble des entiers positifs tels que

wh) = r (mod q) et Qm) = r* (mod q')
posséde une densité égale & a-cl?— 0

D'aprés ce qui a été dit au paragraphe (1.3.1), on a aussi une propriété de dis-
tribution uniforme modulo 1 pour les systémes [Aw(n) , pQ ()] , si A et p

sont deux nombres irrationnels tels que 1'équation
AX + pY =7
ntait pas d'autre solution en entiers rationnels que X =Y =2 =0 [3]e

3.2, = E étant un ensemble de nombres premiers, désignons par wE(n) le nom-
bre des diviseurs premiers de n qui appartiennent & E , et par Qp (n) 1le nom-
bre total des facteurs appartenant & E dans la décomposition de n en facteurs
premiers,

Soit € 1la classe des ensembles E de nombres premiers ayant les propriétés
suivantes ¢

1° I1 existe un a >0 tel que, pour x infini, le nombre des nombres de E

a1 plus égaux & x soit

X X ]
a log x * O‘:1og x] ,
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autrement dit, E posséde une densité a par rapport & l'ensemble de tous les

nombres premiers 3

281 a=0, ona 2 = = +oo (4)4

3+2.1s =~ On voit que, si E appartient & la classe C, les fonctions Wp et

Q. possédent les propriétés établies plus haut pour w et .

E
3:242, = Soient maintenant El et Ez deux ensembles de la classe C tels
que 1l'un av moins des ensembles E2 - El et El - E2 appartienne aussi a la

classe C, et solrnt f 1'une des fonctions Wp et §7E s et g 1'une des
1 1

fonctions sz et QE °
On voit alors que, si Ju|l = |v] =1 et u ou v #£1 , les fonetions égales

a ui(n) Vg(n) et [p(n)} uf n) Vg(n possédent chacune une valeur moyenne nulle.
Avutrement dit, on a pour x infini
S ouf® 8@ _ i) et VR (CUR
n<x n<x
neQ
D'aprés ce qui a été dit au peragraphe (1.2), il résulte de 1& que, quels que
soient les entiers q et q!' >1 , et quels que soient les entiers r et r! ,

1l'ensemble des entiers positifs n tels que
f(n)=r (mod q) et g(n) =r' (mod q!)

posseéde une densité égale & E%T s et l'ensemble des entiers positifs "quadratfreil
3 . N (3 Id V' d 1

qul satisfont aux mémes conditions posséde une densité égale & Ul J%‘o

s

On a aussi, d'apres ce qui a ¢té dit au paragraphe (1e3.1), une propriété de
distribution uniforme modulo 1 pour les systémes [Af(n) , pg(n)] , o A et

sont des nombres irrationnels quelconques,
3¢3¢ = On a, par ailleurs, le théoréme général suivant @

Boit F une fonction réelle additive.

Supposons que $

1° Pour chaque m entier >0 , il existe une constante Pm. telle que l'on ait,

pour x infini,

(4) Quand 2 >0, 1 entratne la méme relatione
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2 exp{2 mti F(p)} log p = p, X+ olx] 3
pX

1, 2 1 —cosp2 nr Flp) _

Alors les nombres F(n) sont distrihuds uniformémert modulo 1 quand n pareourt lten-

O e

2° Si P =

semble de tous les entiers positifs et quand n parcourt l'ensemble des entiers

positifs "quadratfrei'.

Cela résulte immédiatement de ce que, quel que soit m entier positif, on a

pour x infini

2 expl?2 mti F(n)} = o[x]
nx
et
2 expl2 mi F(n)} = o[x] .
n<x
neQ

3¢3¢le = Un cas particulier simple est celui ot F(p) tend vers zéro quand le

nombre premier p tend vers + o, et 1l'on a

s EE L, .

p

On retrouve ainsi un résultat dft & ERDOS ([5] et [2])s.

33424 - Un autre exemple simple est F(n) =AS(n) , ot S(n) est la somme des

diviseurs premiers de n et A un nombre irrationnel quelconques

4o Conditions pour qu'une fonction de la classe S%O ait une valeur moyenne non nulls.

Nous allons maintenant chercher & quelles conditions une fonction de la classe

JTLO posséde une valeur moyenne qui n'est pas nulle.

Cette fois, le probléme est entiérement résolu par les deux théorémes suivants

THEORREIE 1. = Soit f € JYLO et supposons que M(f) existe et soit différent de
O « Alors @

s 1 - Y , .
1° La série 2 ___Efip_) s ou les p sont rangés par ordre croissant, est con-
vergente 3
2° On n'a pas £(27) = ~1 pour tout r 21
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yo s ]l - .
THEOREIE 2. - Soit fe mo s €t supposons que la serie 2 ....%lﬁl seit con-

vergente. -

Alors M(f) existe et est égale au produit infini

ﬂ(l-%)l++fﬂ?;l‘ ,

r:l P

ol les p sont encore rangés par ordre croissant.

Ceci n'est nul que si 1l'on a f(2r) ==-1 pour tout r>1,

4.1 - Pour établir le théoreéme 1, on part de la formule suivante, valable

pour Rs >1 , et déjd utilisée au paragraphe (2.2) @

1 *®r(n) 1 (25 1 = £(p) ngp)"l

s i g o, s ERIF ) 5 L=E0) .
gzs) S S rs Xp 8 rs

1n 2 1 2 P2 P P2 rp

- r>l

Si M(f) existe et égale @ , quand s tend vers 1 par valeurs supérieures,

le premier membre tend vers a .

Au second membre, le produit des 2 premiers facteurs tend vers

+o0
i, e )
2 1 2r

-

Comme, pour s réel > 1 y le troisiéme facteur est de module au plus égal &

2
exp{f;z m} »

+c0 iy

si a #0 , on a nécessairement 1 + 2 fiéLl-ﬁ O , c'est-a-dire que 1l'on n'a pas
1 2

£(2°) = =1 powr tout r >1 .

Alors, quand s tend vers 1 par valeurs supérieures,

expl- __:__212)_+ e A
pP>2 p P2 rp°
jY
s r>1
tend vers une limite finie non nulle. (p)
Cép)-1 Crp -1
Comme 2 =3 tend vers & 7 » on voit que l'expression
P> Trp p>2 Trp

r>1 >l
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5 1 - £(p)
p>2 p°
qui est une fonction continue de s pour s réel >1 , tend vers une limite

finie, de sorte qu'il en est de méme de

s l=fR
S
P

Autrement dit, quand s tend vers zéro par valeurs positives,
si=f 1
) S
p
tend vers une limite finies

Un théoreme taubérien classique permet d'en déduire la convergence de la série

s 1 - £(p)
p

4elele =~ Ajoutons que, comme on le voit en passant & la limite dans 1'inégalité
(3) du paragraphe (2.2), et tenant compte de ce que 1 - 022f 2) £l ,ona

X}_:LR.'?.(_Ez_(log 1 +1+Z 2
R T~ B

1
[M(£) |

4e2+ - Pour démontrer le théoréme 2, on traite d'abord le cas ot f(p) tend vers
1 quand p tend vers + « .

<2 + log

On a alors, pour x infini,
ef(x)' =X + 0.X) y

et la formule (2) donne

1 _ 1 £ (n) _
x £(n) _1ngn§x gl +o1]

2
ngx

Mais la formule écrite au début du poragraphe (4.1) montre que l'expression

1 ¥ f(n)
¢(s) Z S

1 n
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tend vers une limite finie quand s tend vers 1 par valeurs supérieures, et le
théoreme taubérien utilisé & la fin du paragraphe (2.2) permet d'en déduire que

1
log x

£ (n)
n

2
n<x
tend vers la méme limite quand x tend vers + & o

On voit done que M(f) existe.

4e2:1. - Io cas général se traite de la fagon suivante 3

La convergence de la série 2 l_"__g.ﬁP.)_ entratne évidemment celle de la série
3 termes réels positifs ou nuls 2 }—-—ﬁgi&)— .

On peut trouver une fonction positive cp(p) tendant vers + o avec p , mais

telle que la série
1l -
2 0 (p) -—%@2—

soit encore convergentee.

Soit alors E 1'ensemble formé du nombre 2 et des p > 2 tels que

1 -Rf(p) > Ip'Tlﬁ)' .

On voit que 1lton a 2 -1-<+oo car, si peE et p>2,
peE P

}5<(P(p)l_'%ﬂ2)_ )

Soit g 1la fonction multiplicative déterminéde par
1 si pekE ;
r
glp’) =
r .
f(p) si p4E .

Il est clair que ge My et 1'on voit que la série

5 1 =g

P

est convergentee

De plus, g(p) tend vers 1 quand p tend vers + © car on a, pour tout p ,
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1
1 -(Rg(P)~SW .

Donc M(g) existes

On en déduit 1'existence de M(f) gréAce au lemme suivant, qui est intéressant
en lui-méme @

Soient f et geJI’LO , et supposons que

o5 lE@ - el -, .,
P

2° M(g) existe ;
1
3% On n'a pas |g(@)] =1 et g@) = (-1 g powr r>1.
Alors MN(f) eoxistoe.
La démonstration de ce lemme est basée sur la remarque simple suivante 3

Si 1'on a
f(n) = 2 h(d =) ’

> |
si M(g existe, et si 11;ﬂ < +0 , M(f) existe, et est égale &

g)z..S._

44242+ = Une fois l'existence de M(f) établie, on détermine sa valeur en uti-
lisant encore une fois la formule écrite au début du paragraphe (4el) et en fai-

sant tendre s vers 1 par valeurs supéricurese
4¢3¢ =~ Le théoréme 2 peut &tre complété par la remarque suivante @

Si, pour chaque n , f(n) est une fonction continue d'un peremétre + qui
parcourt un certain ensemble contenu dans un espace topologique, et si la série

> ——:E§SR— est uniformément convergente sur cet ensemble, M(f) est une fonction
continue de + .

5s Applicationse

5010 = Considérons maintenant une fonction arithmétique réelle f , et soit
Nf(x y W le nombre des n au plus égaux & x tels que

f(n) L u .
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On dit que la fonction arithmétique f possede une loi de distribution s'il
existe une fonction réelle o non-décroissante sur R telle que

lim ofu) =0, 1im ofu) =1 ’
U - u-+ o

et que, pour chague u pour lequel o est continue,

%ENf (x y u) tend vers o(u) quand x tend vers + «

(ce qui revient & dire que l'ensemble des n tels que f(n) £u posséde une den-
sité dgale & o(u) ).

Si 1'on pose -J-'}-C-Nf(x , u) = cx(u) s 11 résulte d'un théoréme bien connu du cal-
cul des probabilités que, pour que ceci ait lieu, il faut et il suffit que,

quand X tend vers + «,

too .
/ Jlut dcfx(u)

- 00

converge pour tout t réel, et que la limite &(t) soit une fonction continue
de % o

La fonction o est alors déterminde (5) par

400 , %
J e dou) = o(t) e
- OO0
I1 faut noter que 1l'on a
T jut 1
[ e do (u) == 2 explit £(n)} .
- 00 n@c

La condition est donc que, si
g, (n) = explit £ (n)} s

M[gt] existe pour tout t réel et soit une fonetion continue de % o
5¢2. — Notons que, si f est additive, g € JTLO .

C'est pourquoi les théorémes établis plus haut fournissent une nouvelle solution
du probléme - déja résolu par ERDOS et WINTNER ([4] et [6]) qui consiste & chercher

(5) Du moins si 1'on convient de ne pas distinguer deux fonetions non déerois-
santes qui ont les mmes points de discontinuité et sont égales en tous leurs
points de continuité.
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des conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une fonction réelle additige f
posséde une loi de distribution.

5¢2¢14 = Les conditions indiquées par ERDOS et WINTNER sont les suivantes ¢

S1 f* cst la fonction définie par
f(n) quand |f(m)]| <1 ,

f*(n) =
1  quand |f(n)] >1,

les séries
* P PRY
2 -—-iR-f ) et 2 -—L——f 5)

1Y
doivent &tre convergentes (les p étant rangds par ordre croissant, au moins dans
la premidre série).
On voit sans peine que ces conditions sont équivalentes aux suivantes 3
Quel que soit k>0 , ona
1 £( )2
:‘ - < 4 o :. <+ ®
I£ (p)

>k P ’ l£(p) gk P

et la série

s— flp)

{£(p) l<x P
est convergentes

On voit d'ailleurs immédiatement que, si ceci a lieu pour un K> 0 , il en est

de méme pour tous.
5e2¢2s = Supposons d'abord que f posséde une loi de distribution.
Alors M[gt] existe pour tout t réel, et est une fonction continue de t »
C omme M[go] =1, il existe un K> 0 assez grand pour que
1 2
Mgl 3% vow ltIgE .
Dtaprés la remarque du paragraphe (4.1.1), ceci entrafne que, pour [t] $-I%- ’
1 - g, (p)
2 —-——ﬁg—t—-—-— <2+1log 2,

clest-d~dire



R=2R

w I = Y0 <2402 .

I1 en résulte que, pour |t] %

1 - cos tf(p)\<2+log2 .
£ (p) K P

En intégrant sur 1l'intervalle [O , K] et en multipliant par -I% » on en déduit

]fﬁﬂi -15[1 __ZTI({ET sin = f(p)] 2 + log 2 .
P

, ceci donne

=

18! d

Comme le crochet est >~

el

--<2(2+1og2) .

lf(}ﬂx P

D'autre part, (4) entrafne que, pour [t] s% ’

(5)

o 1 - cos tf(p) <2 + log 2 .
foke P S TE

Comme, pour [6| <2, 1 - cos 6 33—3-5—9?—-2-62 , i1 en résulte, en prenant

t=§-,que

2 2
£{p) K
< 2 + log 2
lf(p)iSK P STT oozl g2l .

Enfin, la série 2 _S...l_?..;f.(ll), est convergente et (5) entrafne qu'il en est de

méme de

sin tf (p)
I£ (p) IE\K P

Comme, pour [f(p)|< K

[sin tf(p) - t£(p) | < Itf(p)l Kltl £ (p )12 ’

on en déduit la convergence de

£(p).

It(p) gk P

5¢2¢3+ -~ Supposons maintenant que les conditions indiquées aient lieu.
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Alors on va voir que, quel que soit T positif, la série

1 - g (0
D

est uniformément convergente pour |t| < T , ce qul entrafnera, d'apres le théo-
réme 2 et ce qui a été dit au paragraphe (4.3), que M[gt] existe pour tout

réel et est une fonction continue de t »

En effet, fixons un XK >0 .

Comme
l - gt(P) )
D £p
ltexpression
- 1= gt(p)
p
<X
HOS
converge uniformément, quand x tend vers + « , vers
1 - gy(p)
lee)Px P
On a par ail’ours
5 1~ gt(P) _
p
pP<x
|2(p)] <K

it 5 f®, s 1= 05; ££(p) b1 3 e(p) - sin t£(p) |
D

p<x < S
Bk K e®)ek 2Gle &

I1 est clair que le premier terme du secono memore conveige wisdd OFinbisie v pwn
|[t] < T quand x tend vers + <, et il en est de mfme des deux autres parce

que, quand |f(p) | <K et lt]gT,

1 - cos ()] 1 2 12 £(p)?
‘ co; (pis-fﬁ }hf(p)! 5_2_,...%__

et

3 2
t - gin tf 1 )43 XK ¢

5¢2¢4e = 11 est & noter que les conditions indiquées sont satisfaites en parti-

culier si

, .
z.lf.ﬁPlJ.<+°° et Zi%l—<+oo ’

P



par exemple si f(p) est borné et
2 —Lf;(-g)—L < 4+ ®
P

5:30 -~ On peut noter aussi que ces résultats permettent encore de déterminer si

une fonction multiplicative positive F posséde une loi de distribution.

I1 suffit de considérer f(n) = log F(n) au lieu de F(n) . En effet, pour
ugO0 . il n'y aaveun n tel que F(n) < u , tandis que pour u >0, F(n) Lu

équivaut & f(n) < logu o

L'existence dture loi de distribution pour F est donc équivalente & celle dfune
loi de distribution pour f , et, si o est la fonction de distribution relative
4 f , celle relative & F peut &tre prise égale & O pour u<0 et o (logu)
pour u >0 .

Mais ¢ est additive.

Par exemple, si ¢ est la fonction d'Euler (p(n) = nombre des entiers posi-
tifs < n et premiers avec n ), la fonction égale & -(E-r-?—- est miltiplicatiye

et positives

Si f(n) = log o , on voit que f satisfait aux conditions indiquées plus
n

haut et posséde donc une hoi de distribution.

On peut prouver que la fonction o est continue en utilisant le théoréme géné-

ral d'apres lequel, si
" jut
o) =/ ™ dofw). .
- 0O

pour que o soit continue partout, il faut et il suffit que, quand T +tend vers

o o) P

T
-.%— {) |o(t) |2 dt tende vers zéro .

On retrouve ainsi le résultat établi par SCHOENBERG [8] en 1928, & savoir que,
pour 0 <t 1, 1l'ensemble des n tels que

p(n) <tn

posséde une densité qui est une fonction continue de t .
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On obtiendrait de mfme le résultat analogue établi par DAVENPORT [1] en 1933 pour
la fonction égale & la somme des diviseurs de n (avec cette fols t+ >0 au
lieude 0<tL1 )

5¢3.1s - En ce qui concerne la fonection ¢ , on aurait pu remarquer que, quel
que soit l'entier positif q , la fonction égale & Eﬂ%?l]q appartient & la clas=-

se M, et le théoréme 2 permet de conclure que l'on a

im Loy ore®ga _l,la oL
x.ilrfmxni-x[n] =TT[1 p+p(1 p)] .

~

Ceci permettrait aussi d!'établir le résultat de Shoenbergs
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