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2-01

DISTRIBUITION DES VALEURS DE CERTAINES FONCTIONS ARITHMÉTIQUES

par Hubert DELANGE

Séminaire DELANGE-PISOT
(Théorie des nombres)
2e année, 1960/61, n° 2 1 ~. ! 21 et 28 novembre 1960

1. Introduction.

jj. étant la fonction de Möbius, il est bien connu que l’ on a pour x infini

Par ailleurs, si Q (x) est le nombre des entiers positifs "quadratfrei" au

plus égaux à x ~ on a, pour x infini,

Si l’on désigne par Q 1 (x) le nombre des entiers au plus égaux à x qui sont

le produit d’un nombre pair de nombres premiers différents, et par Q~(x) le

nombre de ceux qui sont le pr oduit d’un nombre impair de nombres premiers diffé-

rents, le s deux relations précédentes s’écrivent

et l’on en déduit immédiatement

Autrement dit, la fonction arithmétique égale au nombre des diviseurs premiers
de n prend avec la m~me fréquence des valeurs paires ou impaires quand n par-

court l’ensemble des nombres "quadratfrei".

1.1. - Plus généralement, soit f une fonction arithmétique quelconque à valeurs
entières. Soit A un ensemble d’entiers naturels possédant une densité positive
D (nous disons que A possède une densité égale à D si, V A (x) étant le nom-

bre des nombres de A au plus égaux à x ~ on a, pour x infini,

~~ A ~x) = Dx + o[x~) ). Soit q un entier > 1 .



Nous nous posons la question suivante : les différentes valeurs possibles pour
le reste de la division de f(n) par q ~ 

apparaissent-elles avec la m~me fréquence quand n parcourt A ? De façon précise ,
est-il vrai que , quel que soit r entier , l’ensemble des n appartenant à A ,
et tels que

possède une densité égale q

On voit que, pour qu’ il en soit ainsi, il faut et il suffit que t

Pour z = exp[2 k03C0i q] , avec k À 0 (mod q) ,
q

En effet, si l’on a la propriété Voulue, et si z = avec

0 (mod q) ~ on a pour chaque r entier à0

En faisant r = 0 , 1 , 2 , ... , q - 1 et en aj outant, on a

Inversement, si l’on a ~1 ~ ! on en déduit, en mnltipliant par 

Pour k = 0 , on a évidemment 1 = Dx + o.~x~ .

Par addition, on obtient



1~1.1 - Notons que, si, pour )zj = 1 et 

quel que soit l’ entier q > 1 et quel que soit l’entier r , l’ensemble des n

appartenant à A tels que

possède une densité égale à D q.

1.2. - On peut aussi, au lieu de considérer une seule fonction, en considérer

simultanément plusieurs, par exemple deux, soient f et g.

Soient donc f et g deux fonctions arithmétiques à valeurs entières, A un

ensemble d’entiers naturels ayant une densité positive D ~ et q et q’ deux

e ntier s > 1 .

Nous nous posons la question suivante : les restes de division de f(n) par

q et de g(n) par q: prennent-ils, avec la même fréquence, tous les systèmes
de valeurs possibles a priori, c’est-à-dire tous les systèmes ~i ~ j ~ ~ où
o ~ i  q f 0 ~ j  q~ ? Autrement dit, est-il vrai que, quels que soient les
entiers r et r’ , l’ensemble des n appartenant à A ~ et tels que

possède une densité égale à D qq’ ?
On voit comme plus haut que, pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que

pour



1.2.1. - Si l’on a

pour 1 = et u ou v ~ 1 ~ la propriété a lieu quels que soient q et

q’ > 1 .

pour = = 1 et la propriété a lieu quand (q ~ q:~ :: 1 .

1.3. - Au lieu de considérer des fonctions à valeurs entières, on peut aussi

considérer une fonction f à valeurs réelles, et chercher si ses valeurs sont

distribuées uniformément modulo 1 quand n parcourt A . (On entend par là que ,
pour tout t réel satisfaisant à 0 : i  1 , l’ensemble des n appartenant
à A , pour lesquels l t excès de f (n) sur le plus grand entier ~ f (n) est au

plus égal à t ~ possède une densité égale à tD ).

D’après une extension triviale d’un théorème bien connu de H. WEYL, pour que
ceci ait lieu, il faut et il suffit que , quel que soit m entier ~ 0 , on ait,
pour x infini,

1.3.1. - Notons que , d’après cela, si f est une fonction arithmétique à va-

leurs entières, et si, pour jzj = 1 et 

quel que soit X irrationnel, les nombres À f (n) sont distribués uniformément

modulo 1 quand n parcourt A .

On a des résultats analogues pour un système de deux ou plusieurs fonctions. En

particulier, si f et g sont deux fonctions arithmétiques à valeurs entières,
et si, pour = = 1 et u ou v ~ 1 ,



en a le résultat suivant :

Quels que soient les nombres irrationnels X si

in = excès de À f (n) sur le plus grand entier  03BB f (n)

et

n = excès sur le plus grand entier ~~ ~ 

les points {03BEn , ~n} se répartissent uniformément dans le carré

lorsque n parcourt A ; autrement dit, pour et 0 ~ t~ ~ 1 .~ l’eny
semble des n appartenant à A pour lesquels

possède une densité égale à tt~D .

Si l’ on suppose seulement que

le résultat a lieu quels que soient les nombres irrationnels À et ~ tels que

l’équation

n’ait pas d’autre solution en entiers rationnels que x ~ Y ~ Z ~ 0 ~

~ .4. - Nous définirons la valeur moyenne d’une fonction arithmétique réelle ou
complexe F comme étant la limite de l’expression

lorsque x tend vers + oo ~ si cette limite existe et est finie,

Nous désignerons cette valeur moyenne par M(F) . M(F) = 0 signifie donc 
pour x tendant vers + co ,



Ainsi, si l’on désigne par YA la fonction caractéristique de l’ensemble A ~
c’est-à-dire la fonction définie par

les conditions

rencontrées plus haut, expriment que les fonctions arithmétiques égales respecti-
vement à

possèdent des valeurs moyennes nulles.

1.4.1. - Si A est l’ensemble N de tous les entiers positifs ou l’ensemble
Q des entiers positifs "quadratfrei", si |zi = 1 , |u| = jvj = 1 , et si les
fonctions f et g sont additives, les différentes fonctions ci-dessus sont mul-
tiplicatives et de module $ 1 .

2. Existence d’une valeur moyenne nulle pour une fonction de la classe M0 .
Ceci nous conduit au problème suivant :

Désignons par ~ Û la classe des fonctions arithmétiques réelles ou complexes
multiplicatives, non identiauement nulles, et de module $ 1 , autrement dit la
classe des fonctions arithmétiques réelles ou complexes f ayant les propriétés
suivantes :



f étant une fonction de la classe cherchons à quelles conditions M(f)
existe, et égale 0 .

On peut voir que, pour que M(f) existe et égale 0 ~ il faut que :
- ou bien 1. 1 - Rf(p) p = + ~ , ( p parcourant l’ensemble des nombres premiers)
-ou bien f(2r) =-1 pour tout r  1 .

Par exemple, la fonction de Möbius et la fonction égale à 1 si n est impair,
et à -1 si n est pair, sont des fonctions de la classe et possèdent cha-
cune une valeur moyenne nulle. La fonction de Möbius satisfait à la première
condition, et la fonction égale à 1 si n est impair, et à -1 si n est pair,
satisfait à la deuxième.

Je ne connais pas de conditions à la fois nécessaires et suffisantes pour qu’une
fonction de la classe M0 possède une valeur moyenne nulle.

Des conditions suffisantes sont les suivantes :

1° Il existe une constante réelle ou complexe p telle que, pour x infini,

2~1. - Pour démontrer ce théorème~ j~établis en premier lieu le résultat suivant :
Soit et soit 1 f(p) logp .
Alors~ on a pour x infini : 

p~x

Ceci peut s’établir sans aucun appel à la théorie des séries de Dirichlet, mais

( ) On voit sans peine que la condition 1 entraîne

Comme, par ailleurs, p est évidemment de module  1 , si ç À 1 , la conditionio entraîne



ici il sera plus avantageux, en vue de la suite, d’utiliser ces séries.

Z.1.1..- D ’ abord , on a, pour > 1 ,

On voit ensuite que, pour chaque p ~

où les coefficients C(p) sont déterminés par
r

et, pour r > 2 ’

de sorte que ~C ~p~ ~  2r - 1 "
Il résulte de là que, pour As > 1 ,

On en déduite en prenant la dérivée logarithmique,

ce qui entraîne

Par suite, pour x > 0 ,

(~) La notation alb signifie : a divise b.

La notation a/b signifie : a ne divise pas b .



2.1.2. - On peut 8 f ~x~ ~ + 

On voit que

En effet, pour x > 2 ,

Pour x ~ 9 ,
1



2.1.3. - Maintenan t, on peut remarquer que les conditions

s o nt équivalentes à

On a donc

En donnant à q toutes les valeurs entières depuis 0 jusqu’à la partie en-
tière de log x log 2 , et en additionnant, on obtient

Pour avoir le résultat annoncée il suffit d’observer que

Cela résulte immédiatement de ce que , pour x > 1 ,1 ,

où E[t] est la partie entière de t .

2.2. - Maintenant, si l’on a, pour x infini.



(2) montre que

La démonstration du théorème sera donc achevée si l’on prouve que

Mais , pour 

Comme, p our Rs > 1 et r > 1 ,



Un théorème taubérien classique permet de déduire de là que, quand x tend

vers 

3. Applications.

3.1..- Désignons pa.r w(n) le nombre des diviseurs premiers de l’entier posi-
tif n ~ et par Q (n) le nombre total des facteurs dans la décomposition de n

en facteurs premiers.

3~1.1 - Comme, d’après le théorème des nombres premiers, on a pour x infini

on voit immédiatement que, si ( = 1 et z /: 1 , les fonctions arithmétiques
égales respectivement à

satisfont aux hypothèses du théorème établi ci-dessus.

D’après ce qui a été dit aux paragraphes ~1 ~ 1.1~ et ~1,3,~~ i ceci entraîne les
résultats suivants :

1° ([7] et [9]) quel que soit l’entier q > 1 , et quel que soit l’entier r ,
l’ensemble des entiers positifs n tels que

possède une densité égale à 1 q , et il en est de même de l’ensemble des entiers
q

positifs n tels que ,



L’ensemble des entiers positifs "quadratfrei" tels que

possède une densité égale à 1 q . 6 03C02 .

2° ([3]) quel que soit le nombre irrationnel 03BB , les nombres et les

nombres (n) sont distribués uniformément modulo 1 quand n parcourt l’ en-

semble de tous les entiers positifs et quand n parcourt l’ensemble des entiers

positifs "quadratfrei".

tisfait aussi aux hypothèses du théorème.

D’après ce qui a été dit au paragraphe (1.2.1), ceci entraîne que, si q et q~

sont deux entiers > 1 et premiers entre eux, quels que soient les entiers r

et r ’ , l’ensemble des entiers positifs tels que

possède une densité égale à 

D’après ce qui a été dit au paragraphe (1.3.1), on a aussi une propriété de dis-
tribution uniforme modulo 1 pour les systèmes ~ ~,c~~n~ ~ ~ ~ ~n~ ~ ~ si X 

sont deux nombres irrationnels tels que l’équation

n’ait pas d’autre solution en entiers rationnels que X = Y = Z = 0 ~3~~

3.2. - E étant un ensemble de nombres premiers, désignons par le nom-

bre des diviseurs premiers de n qui appartiennent à E , et le nom-

bre total des facteurs appartenant à E dans la décomposition de n en facteurs

premiers.

Soit C la. classe des ensembles E de nombres premiers ayant les propriétés
suivantes :

1° Il existe un a ~> 0 tel que, pour x infini, le nombre des nombres de E

au plus égaux à x soit



autrement dit, E possède une densité a p~r rapport à l’ensemble de tous les

nombres premiers ;

3 .2.i - °n voit que, si E apPartient à ia, classe " , ies fonctions et

03A9E possèdent les propriétés établies plus haut pour bJ et Q .

3>2. 20 - Soient maintenant E1 et E 2 deux ensembles de la ° classe C tels

que l’un au. moins des ensembles E2 - E1 et E1 - E2 appartienne aussi à la

Classe C , et sO£.rnt f l’une des fonctions 03C9E et QB , et g l’Une des
i 1

D’après ce qui a été dit au paragraphe ~l .2) ~ il résulte de là que , quels que
soient les entiers q et q’ > 1 , et quels que soient les entiers r et rt ~
l’ensemble des entiers positifs n tels que

possède une densité égale à l’ensemble des entiers positifs "quadratfrei"
qui satisfont aux m0mes conditions possède une densité égale à 1 qq’ . 6 2 .

qq ~~
On a aussi, diaprés ce qui a été dit au paragraphe (1.3.1)~ une propriété de

distribution uniforme module 1 pour les systèmes [03BBf(n) , g(n)], où B et 
sont des nombres irrationnels quelconques,

3.3. - On a, par ailleurs, le théorème général suivant :

Soit F une fonction réelle additive.

Supposons que :

1° Pour chaque m entier > 0 , il existe une constante r telle que l’on ait,
pour x infini,

(4) Quand x > 0 , 1 entraîne la même relation.



20 si 03C1m = 1 , 03A3 1 - cos 2 m03C0 F(p) p = + ~ .
Alors les nombres sont distrihués uniformément modulo 1 quand n parcourt 

semble de tous les entiers positifs et quand n parcourt l’ensemble des entiers

positifs "quadratfrei".

Cela résulte immédiatement de ce que, quel que soit m entier positif, on a

pour x infini

3 .3 ~ 1..- Un cas par ticulier simple est celui où F(p) tend vers zéro quand le

nombre premier p tend vers + ce , et l’on a

on retrouve ainsi un résultat dû à ERDOS ([5J et [2J)~

3.3. Z... Un autre exemple simple est F(n) = ~,S (n) , où S (n) est la somme des

diviseurs premiers de n e t ~, un nombre irrationnel quelconque.

4. C onditions pour qu’une f onction de la classe ma ait une valeur moyenne non nulle.

Nous allons maintenant chercher à quelles conditions une fonction de la classe

possède une valeur moyenne qui n’est pas nulle.

Cette fois, le problème est entièrement résolu par les deux théorèmes suivants :

THÉORÈME 1. - Soit et supposons que M(f) existe et soit différent de

0 . Alors :

1° La série Z 1 - f(p) p , où les p sont rangés par ordre croissant, est con-

vergente ;

2° On pas f (~r~ ~ - 1 pour tout r >.1 .



THÉORÈME 2. - Soit f ~ m0 , et supposons que la série 03A3 1 - f(p) p soit con-

vergente..

Alors M(f) existe et est égale au produit infini

où le s p sont encore rangés par ordre croissant.

Ceci n’ est nul que si l’ on a f ~2r~ - ~. 1 pour tout r ~ 1 .

4.1 ~ .- Pour établir le théorème 1 ~ on part de la f ormule suivante, valable

pour As > 1 , et déjà utilisée au paragraphe (2.2) :

Si M(f) existe et égale a ~ quand s tend vers 1 par valeurs supérieures,
le premier membre tend vers a .

Au second membre, le produit des 2 premiers facteurs tend vers

Comme, pour s réel > 1 , le troisième facteur est de module au plus égal à

Alors, quand s tend vers 1 par valeurs supérieures,



qui est une fonction continue de s pour s réel > 1 , tend vers une limite

finie , de sorte qu’il en est de m~me de

Autrement dit, quand s tend vers zéro par valeurs positives,

tend vers une limite finie.

Un théorème taubérien classique permet d’en déduire la convergence de la série

4~1.i... Ajoutons que, comme on le voit en passant à la limite dans l’inégalité
(3) du paragraphe ~2.2) ! et tenant compte de ce que ~---~-..- G 1 ~ on a

4.2. - Pour démontrer le théorème 2, on traite d’abord le cas où f(p) tend vers

1 quand p tend vers +00.

On a alors , pour x infini,

et la formule (2) donne

Mais la formule écrite au début du paragraphe (4.1) montre que l’expression



tend vers une limite finie quand s tend vers 1 par valeurs supérieures, et le

théorème taubérien utilisé à la fin du paragraphe (2.2) permet d’en déduire que

tend vers la m~me limite quand x tend vers + ~ .

On voit donc que M(f) existe.

4. ~.1..- Le cas général se traite de la façon suivante :

La convergence de la série I- entraine évidemment celle de la série

à termes réels positifs ou nuls ~ 2014201420142014~-2014 ~
P

On peut trouver une fonction positive c~ (p) tendant vers + «~ avec p ~ mais

telle que la série

soit encore convergente.

Soit alors E l’ensemble forme du nombre 2 et des p > 2 tels que

Soit g la fonction multiplicative déterminée par

Il est clair que g ~ m0 et l’on voit que la série

est convergente.

De plus, g(p) tend vers 1 quand p tend vers car on a, pour tout p ~



Donc M (g) existe o

On en déduit l’existence de M(f) grâce au lemme suivante qui est intéressant

en lui-même :

Soient f et g E et supposons que

2° M(g) existe ;

3" On n’a pas jg(2)) 1 =1 et g(2~) = (-1)~ g(2)~ pour r > 1 .

Alors H(f) existe.

La démonstration de ce lemme est basée sur la remarque simple suivante :

Si l’on a

4.2.2. - Une fois l’existence de M(f) établie, on détermine sa valeur en uti-
lisant encore une fois la formule écrite au début du paragraphe (4.1) et en fai-

sant tendre s vers 1 par valeurs supérieures.

4.3. - Le théorème 2 peut ~tre complété par la remarque suivante :

Si, pour chaque n ~ f(n) est une fonction continue d’un paramètre t qui

parcourt un certain ensemble contenu dans un espace topologique, e t si la série
~ .. p f ) est uniformément convergente sur cet ensemble , est une fonction

continue de t .

5. Applicationso

5.1o - Considérons maintenant une fonction arithmétique réelle f ~ et soit

Ni (x , u) le nombre des n au plus égaux à x tels que



On dit que la fonction arithmétique f possède une loi de distribution s’il
existe une fonction réelle Q non-décroissante sur R telle que

et que, pour chaque u pour lequel o’ est continue ,

tend vers o(u) quand x tend vers +00

(ce qui revient à dire que l’ensemble des n tels que f(n) ~u possède une den-
sité égale à o(u) ).

Si l’on pose 1 x Nf(x , u) = 03C3x(u) , il résulte d’un théorème bien connu du cal-
cul des probabilités que , pour que ceci ait lieu, il faut et il suffit que,
quand x tend vers 

converge pour tout t réel, et que la limite $(t) soit une fonction continue

de t Q

La fonction a est alors déterminée ( ) par

Il faut noter que l’on a

La condition est donc que, si

M[gt] existe pour tout t réel et soit une fonction continue de t .

5.2. - Notons que , si f est additive , g t E 
C’est pourquoi les théorèmes établis plus haut fournissent une nouvelle solution

du problème » déjà résolu par ERDOS et WINTNER ([4] et [6]) qui consiste à chercher

( ) Du moins si l’on convient de ne pas distinguer deux fonctions non décrois-
santes qui ont les mêmes points de discontinuité et sont égales en tous leurs
points de continuité. 

,



des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une fonction réelle additiye f

possède une loi de distribution.

5.2e1. - Les conditions indiquée par ERDOS et WINTNER sont les suivantes :

les séries

doivent ~tre convergentes (les p étant rangés par ordre croissante au moins dans

la première série) .

On voit sans peine que ces conditions sont équivalentes aux suivantes :

et la série

est convergente.

On voit d’ailleurs immédiatement que, si ceci a lieu pour un K > 0 ~ il en est

de même pour tous.

5.2.2. - Supposons d’abord que f possède une loi de distribution.

Alors existe pour tout t réel, et est une fonction continue de t .

Comme 1 , il existe un K > 0 assez grand pour que

c’est-à-dire



Il en résulte que , pour jt) ~ ?y ~

En intégrant sur l’intervalle [0 ~ ~ et en multipliant par ~ ~ on en déduit

Comme le crochet est ~ ~ ~ ceci donne

D’autre part, (4) entraine que, pour 

Comme, pour je) 2 , 1 - ces 6  1 - cos 2 4 03B82 , il en résulte, en prenant
t=~, que ’

Enfin, la série Z sin tf (p) p 
est convergente et (5) entraîne qu’il en est de

P
même de

Comme, pour 

on en déduit la convergence de

5.2.3. - Supposons maintenant que les conditions indiquées aient lieu.



Alors on va voir que, quel que soit T positif, la série

est uniformément convergente pour T , ce qui entraînera, d’après le théo-

rème 2 et ce qui a été dit au paragraphe (4.3), que existe pour tout t

réel et est une fonction continue de t .

En effet, fixons un K > 0 .

l’expression

converge uniformément, quand x tend vers + oo , vers

Il est clair que le premier terme du second memore converge

jt) [  T quand x tend vers + °° , et il en est de même des deux autres parce

que, quand )f(p) t ~ K et 

5 .~~q.. - Il est à noter que les conditions indiquées sont satisfaites en parti-

culier si .



par exemple si f(p) est borné et

5c3o - On peut noter aussi que ces résultats permettent encore de déterminer si

une fonction multiplicative positive F possède une loi de distribution.

Il suffit de considérer f (n) = log F (n) au lieu de F (n) . En effet, pour
u ~ 0 . il n’y a aucun n tel que F (n) ~ u , tandis que pour u > 0 9 F (n) ~ u

équivaut à f (n) Ç log u c

L’existence d"ure loi de distribution pour F est donc équivalente à celle d’une

loi de distribution pour f, et, si o est la fonction de distribution relative

à f , celle relative à F peut être prise égale à 0 pour u  0 et a (log u)

pour u > 0 o

Mais _~; est additive.

Par exemple, si tp est la fonction d’Euler (~p(n) = nombre des entiers posi-

tifs  n et premiers avec n ) , la fonction égale à est multiplicative
et positive«

Si f (n) - log ’~ ~ on voit que f satisfait aux conditions indiquées plus
haut et possède donc une moi de distribution.

On peut prouver que la f onction ~ est continue en utilisant le théorème géné-
ral d’après lequel, si

pour que a soit continue partout, il faut et il suffit que, quand T tend vers

~ 00~

On retrouve ainsi le résultat établi par SCHOENBERG [8] en 1928, à savoir que ,
pour 0  t ~ 1 , l’ensemble des n tels que

possède une densité qui est une fonction continue de t.



On obtiendrait de même le résultat analogue établi par DAVENPORT [1 ] en 1933 pour
la fonction égale à la somme des diviseurs de n (avec cette fois t > 0 au.

lieu de 0t~1 ~. -

5.3.1. - En ce qui concerne la fonction on aurait pu remarquer que , quel

que soit l’entier positif q ~ la fonction égale à [-~~]~ appartient à la clas-

se et le théorème 2 permet de conclure que l’on a

Ceci permettrait aussi d’établir le résultat de Shoenberg.

2-25
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