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Séminaire DELANGE~PISCT 1301
(Théorie des nombres)
2e année, 1960/61, n° 13 15 mai 1961

PROBIBME DES PARTITIONS

par Ahmet ABDIK

Etant donné un nombre entier positif n , on peut toujours le mettre sous la

forme ¢

(R) n=a +eeta , les a, sont des entiers >0 .
On suppose que ¢

(i) la répétition d'un méme 24 ©st permise

(i1) 1ltordre des a; n'intervient pes
(iii) s est indéterminé.
Sous ces trois conditions, une représentetion de n du type (R), s'appelle

une partition de n .

On désignera par p(n) le nombre de pertitions de n « Il s'agit de trouver la

valeur de p(n) « Ici, nous allons donner quelques formules asymptotiques pour
p(n) .

Le probléme est un probléme additife Donc associons & p(n) . sa fonction géné=

ratrice f£(x) .

£(x) =1 + Eﬁ p(n) = .
n=1

Cette fonction a été trouvée par EULER.

0 x '
(l) f(x) =1+ Z p(n) Xn = 1l (l - Xn)_l
n=1 n=1
f(x) converge dans le cercle unité,. (|x] <1) , et admet ce cercle comme cou-

puree

POLYA 2 démontré en 1915, que toute fonction représentée par une série entidre,
convergente dans le cercle unité, doit se comporter comme une fonction génératrice
de ce types Il 2 utilisé de telles séries, de nature simple, et en approchant

£(x) , il a trouvé que le partie principale de p(n) est @
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L a4 expl (@n/ME) ¥n - (4 2)]
2nv2 dn m

En 1918, HARDY et RAMLNUJAN ont trouvé une autre formile asymptotique. Ils ont

remarqué qutau voisinage d'un point rationnel du cercle unité, f(x) avait plus

de "poids". Or llenseible des points rationnels du cercle est dense sur la cir-

conférence, dfol 1'idée d'utiliser la suite de Farey et "Forey dissection'.

Soit ¥ un nombre entier positif.

A v 1 f(X)
() p(n} = ST /C ;.ﬁ:f dx .

C est le cercle de centre O et de rayon

Ix

= exp(~- QJIN_Z) .

Soit ﬁN la suite de Farey d'ordre N .

%es 0<

W

N St
Ph/k ltimoge de -I-];- sur C o Ph/k stappelle point de Fareye
§
Si '1% ’ %— € Sy consécutifs,

h + h?

wEprgws RY %y

Soit PH son image sur C

1 , p
Soit w =%—-:—:—%T et v¢ Sy » 1ltarc Pp P, sera appelé llarc de Farey, et noté

par F;h K © La formle (2) devient
’

p@ = X fg) £) 4y

RADEM:CHER a modifié cette méthode, et a trouvé le mdme résultat. Nous allons
étudier maintenant le prohléme sous cet angle.
I1 se base sur un théoréme de FORD.

Donnons-nous une suite de Farey dlordre N . Soit %6 &

Dans le plan complexe, considérons le point
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r = E + —-j;— .
hyk ~ k 2k2
s 1 .
Ch,k désignera le cercle de centre rh,k , ¢t de rayon -———2k2 ( Ch,k stappelle

cercle de Ford).
Deux quelconques de ces cercles ne se coupent pase

. 2
Soit o € SN °

2
2 1 12 (hp- )~ -1
e, =12, |“ = (=5 +—=9"= >0 .
h,k £,m 21{2 o kZ 2
. b 3 . h
a - - 1 -~ S ——— —
Ch,k et Cz,m sont tangents, si hm £y 1 4 clest-d~dire si i et sont
consécutifs evec N =k + m= 1
Soient trois éléments consécutifs s
Leboz
ko k k,
Gh & un point de contact avec Ch s X; 5 et un autre point de contact avee
’ : 1
Gh2 ’ k2 o
On obtient un arc Yy SW Ch X quand on parcourt ccs cerclcs dans le sens
’ ’
négatife
Les coordonnées des extrémités de Yh X sont
’
(- x .
1 i h h
+ + ==& + =
< K + 1) 1 ek KRk K
-k .
2 i h h
+ + == a" + = .
R
On obtient done
p(n) = z /Y f(exp 2mir) exp(- 2minr) dr
Och<ksN "h,k

avec, si r=o+1it et t>0,
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X = exp 27ir
2| <1

alors

REMARQUE, ~ Soit la fonection

n() =exp(mir/12) M (1 - exp 2minr) , r=0+it, t+>0
n=1
alors n(r) a un sense.
ar + b ay,b,c,d entlers tels cue

Si on change r on
g or + d y

a b
N
c 4’
on a 3
n(%%—%%) = € expl (ti/12)V(er + /1 n(r) ’

24__1 l_loI"l‘l % }__Oor-i'l

avee & =L, THiEFgTTT Y "YTTTFO
nee + 1) = exp(ni/12) n(r) xnllar + b)/(cr + d)] = exp (xi/12) n(ler + bY@ + d) -

Reprenons ‘notre probléeme @
pln) = 2= /Y f(exp 2mir) exp(- 2tinr) dr .
hok

b

Faisons les changements de varicbleo

r:£+§

Eﬂ
pln) = 2 /: h,k f (exp 27:1(%1- + &) x exp(~ 27!111(-11% +E))) &
Ogh<iogl %,k <

(h Jk) =L

Posons encore @

o
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zd . = +
L Y

1
k- 2k22+2kk22 .
H
k +k2 k +k2

Le cercle C sc¢ transforme en un cercle K.h X ? de centre 2z = 1/2 et de
’

rayon égal 1/2 5 11 est donc tengent en O & 1'axe imaginairce

Notre fonction devient :

-2 7 %hk b b
p(n) = OshchN k /21'1,;: £ (exp 2711(-1-{- + i%)) x exp (= 271.'3.(}: + -1-3;-2—)) dz .
(hyk) =1L

Remarquons que @

f(eznir) _ exp i (r/12)
n(r)

Remarquons que

on obtient ¢

£ (exp 2ri (R + —i—é—)) =4 Va/i exp((r/12) (% - fz')) % £ (exp znj_(%'_ +3))

_ . /b = ht 24 _
BVEC by 4 = EeoXp i () (wh,k) =1
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p(n) = 2w exp(- 27i(n/k) 2

OSh<IegN

gl , 1 |
x { /Zflh;{k Va eXp((ﬂ/lZ) (—é— - -1-%2—)) x f(exp 27'[1(%.- + .;_) 5 eX‘p(Zﬁnz)/kz)} dz

posons

6 (7) =Vz exp((/12) G - )

i) = X 4y ) exp(- 2ni(hn/k)) 2, I

Osh<leN

* osh‘g@ Ly o= 2 (n/0) L

Avec

ok G}. (z) exp (27rnz/k2) dz
K kK

Gk(z) x {f(exp(2ni(l¥- + -::7))) -1} exp(ZJInz/kz) dz

On a montré que Ig K tend vers O quand N- o ,
s

4k .
|ZI'1’k*Zﬁ,1{1<T, lz]g 1, RE) L L, R 21,
x+dy=2z => Xg'*‘yzsx.

On trouve

a

lIh,k

ky3/2
| < G(-N-)B/ s C est une constante

| i ~ 2nd ~5/2 ¢ s 52 (y3/2
oslfs_ysq 19, 1 e~ 27 (k) x Ih,k] £ osé@ 2 & /
<¢

Nl/2

p(n) = (ghg}gN iwh,k exp(.. 27ri(hn/k)) ok-5/2 Ih’k + O(N-.]./Z)
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Soit le cercle K , de centre 2z = 1/2 de rayon = 1/2

1y = Sy 6,0 om(aana/B) an I 6 ) exp(onnalid) a
0
- /Z?l IGk(Z) l\< C\/M\T- .

1

On démontre de la méme fagon que ¢

=/ o~ ) oxp(ama/i®) az + 07 ¢

On a finalement ¢

p) = L a oy emle 2m(w/) 72w /() em(ema/id) o
Ohke<N K

+ O(N—l/ 2)
posons
Ak(n) O<}§k<1\z b,k exp (- 2mihn/k)
(b, k) =1
p(n) =1 E A]{(n) X 1{-5/2 / - Gk(z) exp(znnz/kz) dz + O(N—l/ 2) .
k=L K

Faisons le changement de varisble.

4

i1l

1
"(5 [

Le cercle K , se trensforme en une droite parralléle & 1llaxe imsginaire.

. nw
Finalement, posons s = T5 » Dous obtenons alors @

p(n) = 2n(24n - 1)"3/2 Z B0 5 @/ 750

3/2

A I 1/2 4 ,sinh C/kVn - (1/24 -1/2

Jd neti c Besseles
3/2 fonction de Bessel
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INGHAM & trouvé une autrc solution, en se servant dfun théoréme taubericn

cxp v/ on/3
(4/3) n

q(n) n 952{?%£;;% q(n) , partition impaire .
443 ol

p(n) ~
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