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Séminai~e DELANGE~PISOT 12 =01
(Théorie dzs nombres)
2e année, 1960/61, n°® 12 24 avril 1961

IE PROBIEME DE WARING

par Jean-Paul BERTRANDIAS

1. Les nombres g(k) et a(k) .

En 1770, WARING énongait sans démonstration dans un de ses livres que "tout nom-
bre est somme d'au plus 4 carrés, 9 cubes, 19 bicarrés, etc.". Le probléme que
posalt ainsi WARING est celui de la représentation d'un entier positif par une som=-

o . e . ‘43
me d'un nombre fixé s de puissances k d'entiers positifs.

o e

k k k
(1) T .

On peut énoncer le probléme de Waring de la facon suivante :

Est-il possible de trouver un nombre g(k) (ne dépendant que de k ) tel que
tout entler n ;uisse se mettre sous la forme (1) avec CRS g(k) et tel quiil

existe au moins un entier ny pour lequel la valeur minima Sp de s soit

exactement g(k) ?

C'est seulement en 1509 que HILBERT montre 1'existence du nombre g(k) pour tous

les entiers k ,

Les nombres n , pour lesquels 8, = g(k) , sont relativement petits., Par exemple,

pour k=3, g(3)=9 st iln'y & que deux nombres pour lesquels S, = 9 :
n=2=23= 2023 + 7.13
n=239= 2.4 + 4,3 +3.1° .
Pour le cas o1 k=3, on a fait des calculs numériques résumés dans le tableay

ci-dessous [1]. Chaque colénne correspond & une valeur de 8 » et chaque lipne donne
la répartitien d‘un millier de valeurs entre les différentes valeurs de Sy °
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nombre de cubes
2 6 7 8 9
nilliers ! 3 4 2
1 . 1000f 10 41 122 242 293 202 73 15 2
1050 - 2 000 2 27 113 283 358 194 23
[/ 777777/ A7/ /7 A7 A7 7 L/ 7 A/
G eoC: ... 10 D 1 17 121 | 377 401 83 N <
2| %
-4 p
19025 -. 20000 1 12 | 100 | 400 | 426 | 61 2 «
T |
& g
25000 - °° 000 1 11 105 448 388 47 o0 o0
a 2l Q
350 7 .. 40000 1 13 | 117 457 | 384 28 ° Q ®
2 L) ™
/7 /77 £ /7Ly AT § § N
998 060 -~ 999 CO0| O 1 98 | 640 | 262 1 o g o
§s) §5)
ARIE
RS 0CO - 1 CCO 0CO 1 1 94 614 289 1 - " ~
N —

L'examen de ce tableau montre 1'intérét d'introduire un autre nombre G(k) :

Tout entier suffisamment grand ( n > Ny(k) ) est représentable par au plus G(k)
puissances k° , et il existe une infinité d'entiers tels que s = G(k) .

Le nombre G(k) paraft davantage 1ié & des propriétés générales des nombres que
g(k) . Les nombres demandant beauccup de puissances k° pour leur représentation

epparaiccent comme des accidents, et sont relativement petits.

La démonstration de 1'existence de G(k) entrafne celle de g(k) : connaissant

G(k) et Ny(k) , il suffira d'examiner la décomposition des nombres inférieurs 3
No(k) pour avoir g(k) .
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2. Historique du probléme [2].

Avant la démonstration de HTLBERE, l'existence de g(k) avait été établie pour
de petites valeurs de k :

=2 g(&)
k=3 g(3) = 9 WIEFRICH (1909)

4 LAGRANGE (1770)

i

k=4 g(4) < 53 LIOUVILIE (1853)
ainsi que pour k=5, 6,7, 8 et 10 .

La démonstraticn de HILBERT est uniquement une démonstratien d'existence, A 1l'o~
rigine, elle é%ait transcendante (utilisation d'une intégrale & 25 dimensions),
mais elle a été rendue compldtement algébrique un peu plus tard (Identités entre
scmme de puiddances x° ). Cette méthcde est rapidement trep compliquée pour per-

mettre de trcuver une borne supérieure pour g(k) .

HARDY et LITTIEWOMD, dans une série d'articles intitulés "Seme problems of par-
tio numer~rm", publiés entre 1919 et 1928, ont appliqué au probléme de Waring la
méthode de la foncticn génératrice utilisée depuis EUIER dans des problémes de
thécrie additive des nombres beaucoup plus simples. Cette méthede denne une for-
mule asymptotique pour le nombre de représentatiens r(n) de n sous la forme
(1) (Voir §3), et donne une borne supérieure pour G(k) qui est de 1fordre de

k-1 , lersque k augmente indéfiniment.

VINOGRADOV, en 1934, a perfecticnné la méthode de HARDY et LITTIEWOD, et a

trouvé une meillevre borne pour G(k) .
G(k) v 6k legk n (pour k - o)
Cette amélioraticn, et la connaissance d'une borne inférieure pour gk) [2] s

k

27+ (3/2)" L2 < glx)

ont permis de déterminer la valeur exacte de g(k) pour toutes les valeurs de

k supérieures & 6 (les valeurs exactes de G(4) et G(5) ne sont pas encore
donnues).

La derniére améli-ration du rédultat de VINOGRADOV [7] denne
G(k) v 2k log k

mais les valeurs exactes de G(k) ne sont pas connues, sauf G(R) = 4 et
G(4) = 16 [:]
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3. Principe de la méthode de HARDY et LITTILEWOOD.

a. Définition de la fonction @énératrice, - la fonction génératrice pour le pro-

bléeme de Waring est :

oo k
(2) fx) = 2 =

h=1
Le rayon de convergence de cette série entiére est 1 , et elle représente une fonc-

tion holomorphe & 1'intérieur du cercle |x| =1 .

Si r(n) est le nombre de représentations de n sous la forme (1), on a

3) 2 or@) 2= (2]

n=0

(avee certaines conventions sur les représentations considérées eomme distinctes).

La valeur de r(n) est donnée par l'intégrale de Cauchy 3

4) r() = ok [ B o

C n+1
X

C é&tant un cercle de rayen inférieur & 1 (par exemple |x| = exp(- 1/n)).

Pour calculer r(n) , il suffit donc d'avoir la valeur de f(x) sur le cercle

C ou, au moins, une évaluation assez précise de f(x) .

b. Etude de la fonctien génératrice au voisinage du cercle de cenvergence, - Etu~-

dions d'abord le comportement de f(x) au voisinage d'un point d'argument 6= 27%

(p et q entiers premiers entre eux : 0 <p < q ). Posons
7 = exp 23'.7% et x =0k .,

On doit done étudier f(oX) lorsque X tend vers 1

o0 k .k
(5) f(eX) = S o Xh .
h=0

Y

On applique & cette série la transformation d'Abel, en posant

S5
hkgm ok mi/k K
(6) tm) = 2 o = o
h=0 h=0
o
ml/ k étant la partie entiére de ml/ k .

On a done
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hk

(m) - Tlm = 1) =« 0 si m est une puiscance x° exacte m = hlé
(7) ‘

@) - tlm - 1) =0 dans le cas contrairc
et par conséquent

foo]

FEK) = 3 [el) - tlme 1] = 2 o) (P - ¥
m=0 m=0

{

(©) f(oX) = (1 - X) 5 om) X .
m=0

On cherche ensuite un équivalent de <t(m) lorsque m augmente indéfiniment.

k
qh = exp Rin —g hk est une fonction périodique de h de périeds q « Qoit

-1
(9) S(p, a) = qz exp 2in L hk .
h=0 a

Si hy=Aq+p (A et p entiers, 0K u<q), ona

hO k 9!
(10) 2 of 2as(p, q) + o exp2iEnS .
h=0 h=1 q

Donc, d'aprés (6)

A\
: ml/k)
t(m) = (T)S(p , a) + 0(q)

1/k S(p , q)
q

(11)

tm) = m + K(p , q)

K(p, q) étant une fonction bornée par une fonction ne dépendant que de p et q.

Pour utiliser cet équivalent de <(m) , on peut se servir d'un théoréme de CESARO *

(oo}

od
THECREME. ~ Si deux séries entidres 4 a ¥ - a®) et 2 b, x® = B(X) ont

n=0 n=0
le cercle |X| = 1 pour cercle de convergence et si 3
1° b, =20
N
2° 2 bn.__..; 0
n=0 Noyoo
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alors %%%% tend vers ¢ lorsque X tend vers 1 pap valeurs inférieures.

On notera A(X) X 2.,B(X) .

D'aprés (8) et (11) :

f(UX))( ~5(,q9 §F Vkym

(12) 3

n=0
Or, d'autre part
1
oo F(l + )
l/k ma E
(13) Z m X (1 - X)*(-lfk)ﬁ

m=0

car le coefficient de X" dans le développement de la seconde fonction est 3

(14) 'ri—r('flc'+l)(%+2) oo (-1-1{-+m)

et on sait que

(formule de Gauss).

1/k
(15) r(1 + %) = lin O 11m I
M- 0o (E. + 1)(.1-{_' + 2) toe ('E + m)

Donc lorsque X tend vers 1 s la fonction f(0X) se comperte comme la fonction

I(1 + )

_3S(p , 4)
(16) (pp’q(X) a q (1 - X)ﬂ

1 S
[r( + T{'”
(l - X){‘k

s S(p, a) }°
et [f(oX)]” se comporte comme a

En utilisant encore la formule de Gauss, et en revenant & la variable x , on peut
donc dire que la fonction [f(x)]° se comporte au voisinage du point

X =0 =exp it P
q
comme la fonction

1 S
(17) ‘I’(S)(x) -3 Lr@x ‘) n(8/k)-1 (S(p , q))s <
P, q m=0 F(E.) qa_ o

Les points du cercle |x| = 1 d'argument rationnel (modulo 21 ) sont donc des
points singuliers pour la fonction £(x) ; elle tend vers 1'infini commo
1

?;—-jzyzn; (si S(p, q) #0).
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Pour un point d'argument irrationnel (modulo 2m ), P = 2na, le thésreme de

Weyl sur la répsrtiticn modulo 1 de ah¥  donne s

2 exp Rinoh” = 0

1
(18) lim
H h=0

Hoseo

( 0 au lieu de S5k, a) dans le cas raticnnel). Ie raiSOnnemint fait ci-dessus

((exp 2ira) - x)l/k )

c. "Décompesition de [f(x)]° en éléments simples". - les points d'argument
raticnnel sont donc un peu plus "singuliers" que les autres, et on peut penser
qu'il est possible de reconstituer la fonction [£(x)]° en sommant les fonctions
Wé? (x) pour toutes les valeurs possibles de P et q : on aurait ainsi une sor-
te de décomposition de [f(x)]° en éléments aimples (snus réserve de convergence):

montre que f(x) est d'un ordre inférieur & celui de

5 r +__
(19) [f(x)]s N > X1’1 n(s/k)_l [ (l

2 (M) exp(~ 2in £ 1n) .
m=0 r(k.) q

I1 apparaft ainsi les séries :

(20) 6, s) = ( q>) exp(~ 217 £ n)
q-l qu 4

ui sont appelées "séries singulisres",
q pp

D'aprés la formule (3) le nombre de représentations serait asymptotiquement

1.8
(r(t + £)]
k n(S/k)—l 6(n
F(isz)
ds Principe de la démonstration de HARDY et LITTIEWOOD [4]. - Cette formule asymp-
totique a été ddmentrée rigourcusement par HARDY et LITTIEWOOD, et est & la base de

(21) r(n) , 8) = r¥(n) .

leur démonstratien de 1'existence de G(k) .

Ils montrent que, si s est supérieur & une certaine valeur 8y et si n> Dy s

on a
(22) le(n) - r*(n)[ = O(n(s/k)—l-'y) avec Y > 0
et

(23) 6n, ) > n>0 .

Par conséquent, pour n assez grand (n >N ), on a certainement r(n) >0 et,

.

come r(n) est entier, r(n) 21 . Alors tous les nombres supérieurs &4 N sont
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. e
représentables dfau moins une fagen par une somme de 8, pulssances k™, et dene

Gk) L 80 .
La démonstration des formules (22) et (23) se fait en plusieurs étapes.

D'abord, -n peut remarquer que dans l'expression de 6 (20), les termes les plus
importants sont ceux qui correspondent aux petites valeurs de q . Au voisinage des
. X
points correspendants, on cherchera A approcher f(x) par les fonctions 95 qQE).
’
I1 sera vommode de décomposer le cercle C(|x| = exp(- 1/n)) en ares de Farey cor-
. s . L 1-
respondant aux fractions = g telles que p et q soient inférieurs & n"%

( » étant un nombre choisi : 0< a< é ). On classera les arcs en deux catégories

a
- les'arcs majeurs" i@ correspondant aux petites valeurs de q 3 q<n 3}
. a 1-0
- les'arcs mineurs" m : n < q <n .

Premiére étape. -~ Sur les arcs mineurs, on peut majorer directement f(x) , si
' k-1

s est assez grand (s = (k -~ 2) 2 + 4) , en appliquant aux <t(m) le¢ lemme de

Weyl sur les sommes trigoncmétriques.

TR 3 4 1
IBME D .- 81 u - Bl g z 2

P k-1
(R4) | 2 exp 2inavk] < gple qsgl L1 jl)l/(2 )

v=1 F q Pk

€ étant un nimbre positif arbitrairement petit.

On obtient s iors

e L oo

D'aprés (22)et (4), il reste donc 3 démontrer que

1 [ee)® (8/k)-1-y
{ — - 2
(25) |r(n) i ;—4%*:?;;f—- dx| = O(n )
le lemme de Weyl permet d'autre part d'obtenir une majoration de S(p , q) et
par suite 1l'inégalité (23)., Mais peur cette inégalité, le lemme n'est pas essentiel

car on peut obtenir directement une majoration meilleure de S{p, q) (Voir s §5,

(38))-

Deuxieme étape. - Sur les arcs majeurs, on peut approcher f(x) par les fonctions

X Y 0 . N ’ 0 e 3

95 q&:) correspondant & chaque arc, ce qui revient & préciser les équivalences
;40

(12) et (13). Aprés avoir montré que le terme d'erreur est suffisamnent petit, on
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by

est ramené 4 démontrer que

) (s/k)=1~
" . 124_&2_&_ o = ofp )

Troisiéme étape. = On montre ensuite qu'on peut étendre les intégrations de la

formule (26) au cercle C tout entier :

o &7 (5/k)~1-Y
(27) 7)== ——Pﬂ;@—]—dxl =oCx g “)
m X )

Quatriéme étape. Des intégrales le long de C sont faciles & calculer

X8 1,48 s

1 [wp qQa)] [r( + E)] S(p, a)\° TTE +1n) -n
(28) / 2 dX".: Y of )

it /C n+1 S G n e

X F(E)
I + n) (s/k)=1 .
Si on remplace dans cette expression - T par n (en précisant
(15) ), on est ramené & démontrer :
e
r(1 + <)
(29)  Ir(n) - —F -1 5 Sy @) o < o@(¥/0-11s)
F('lz) q<n P/}/q
p<q
Cinquiéme étape. - Il ne reste plus qu'd remplacer 'Za par 2 =6 , ce qui

. q<n a=1
est facile, car, pour les valeurs choisies de s et n , la série 2 cst abso-
lument convergente, On a donc finalement 4

1,-8
(M +%)] (s/k)=1=y
k k)-
!rn - n (8/k)-1 6(n, s)| = 0(n 6)

s
@)
qui est bien la formule (22).

4. La méthode de VINOGRADOV [6], [3].

VINOGRADOV améliore la démonstration de HARDY et LITTLEWOOD surtout sur doux points

a. On remarque que pour rEB§§§enter n sous la forme (1), on n'a pas besoin de
n

nombres x. supéricurs 3

i « I1 sera plus simple d'opérer sur des somnes
TN
rl1/k

k

h

- x que sur la fonction f(x) . En particulier, on pourra prendre le ccrcle
[x] = 1 comme cercle d'intégratien et la formule (4) s%éerirs :



1 1/k

n- k) s

(30) r(n) = / | 2 exp Zinah exp(m2inna) do
0 =0

b. La valeur relativement grande de la borne de G(k) trouvée par HARDY et
LITTIEWOM provient surtout de 1'étape 1 (majoration de f(x) sur les arcs mineurs).
La puissance de 2 qui intervient provient d'une application répétée de 1'inéga-
1ité de Schwarz dans la démonstration du lemme de Weyl. VINOGRADOV remplace ce
lemme par un autre, d'application beaucoup moins directe, mais qui n'utilise qu'une

fois 1'inégalité de Schwarz.

mmﬁmvmmmmm-§ila—%<5§ p,a)=1, a>1,
q

et si & parcourt H nombres entiers d'un intervalle de longueur X

n parcourt K nombres entiers d'un intervalle de longueur Y ,

on a ¢

(1) L2 ex 2imet|? = oy 288 (L (e D]

Le résultat de VINOGRADOV est finelcment
G(k) <k(3 log k + 11) dans [6]
pour k >3 ., La majoration la plus précise est s
G(k) < k[2 log k + 4 log log k + 2 log log log k + 13]

pour k assez grand [7].

5. Interprétation de l'expression asymptotique de r(n) .

a. Factorisation de S(n, s) .

o+ DEFINITIONS.

g-1 ’
(9) S{a, q) = 2 exp il pk
h=0 4
(32) A{g, n, < q)) exp(- 2171- n) o
qu
a<qg
Donc
(33) 6, s) = 2 A(q, n, s)
a=1

(sous réserve de convergence)
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[e)
(34) y(p,n,s)= < Alp,n,s)
{sous réserve de convergence) p étant un nembre premier,

Mm , n, s) = nomwre de solutions de la cengruence
(35)

k k
ws..x1+x2+...+XS:n mod m

B. IEMES. - On démontre facilement les lemmes suivants [6] 1

IEMME I (Propriétés multiplicatives des fonctions S et A), « Si gy Ay v+ s Gy

sont des entiers premiers entre eux, et si on pose ’
Qs=qlq2...qj.-(-1-1-s- pour 8 =1, o0, ,

on a

(36) S(a1 , ql) S(a2 R qQ) .o S(aj , qj) = S(a1 Ql + ses + aj Qj s Gy ee qj)

. g D, 8)e

(37) Alq; , n, 8) 4(qy , 0, 8) ... A(qj y 0y 8) = Algy gy ees 9

IEME II (Majoratien des fonctions S et A). = On a
\ 1o 1-(1/k)
(38) 1S(p, Al <k q

6
(39) lA(q, n, 8)] < 1% gl=(/k) .

IEMME III (Rapports entre les fonctions 4 , ¢ , 6t M), = On a

(40) 2 Alg,n, s)= o (8=1) Mm , n, s)
alm
CONSEQUENCE. - D'aprés (34)

A
Mp , n, s)

(41) v(p , D)

B

, 8) = 1lim
A 5o

Y. THEOREME (Factorisation de G(n , s) - Si s 2n + 1 , les séries G(n , s)

et Y(p, n, s) sont absolument convergentes, et on a

(42) Gn,s)=T ¢v(p,n, s)
p

le produit étant étendu & toutes les valeurs du nombre premier P e
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Lles convergences absolues proviennent du lemme II,
La formule (42) provient du lemme I et de la convergence absolue de la série G .

b. Interprétation de la formule (21) [5].

1.5
re 2] (- 5

3 s):@.@(n ’ S) o
rE)

r(n)n ’

Le terme O est la dérivée par rapport 3 n du volume V  de l'espace & s

dimensions défini par

k k
= coe <
ph,s Xl + +Xs\ n ‘4

d r(n) dn
= e ®
o=z Vp~ (n’S)N—HV;‘
¢ apparaft donc comme une sorte de densité des solutions de 1'équation w.o=n

dans le réseau Rs des points & coordonnées entiéres de l'espace & s dimensions.

De maniére plus intuitiwe : & est & peu prés le volume de la zene Zn définie

par n - i- <n o+ % . Dans cette zone, il serait donc "normal" qu'il y ait

S P8
o p01nts a coordonnees entieres. Or ces points sont tous sur pk =n,etily
en a exactement r(n) . G wn %é%o est donc le rapport du nombre de points de ﬂs
existant effectivement dans la zone Zn et le nombre ‘normel" de points pouvant

s'y trouver,

c. Interprétation de la factorisation de ®(n , s) . - la formule (41) permet

d'interpréter aussi la fonctdon Y(p, n , 8) comme "densité" des solutions cn-

tieres de W, =n dans le corps Qp des nombres peadiques.

En effet, considérons les solutions en entiers p~adiques de l'équation w,=n,

et représentons-les par les développements s

Xl:a10+allp+"'+al}\p + eee

eco < A < o
. ) N aveec 0K 1 P

XS = %50 + s1 P+ see + ask P + eoe

Si on arrfte le développement & l'ordre A - 1 s On constate que les nombres

W Mt
1

ij (i-"—'l,...,S)

sont solutions de 1'équation W, = n modulo px » et que, par conséquent, il y a
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au plus M(pA', n, s) systémes de nombres xix) différents. Il est faclle de
voir qu'il en a axactement M(px , 0, s), sl A :>%0 ( XO étant l'exposant de
la plus grande puissance de p contenue dans n ). Il y a donc en général unc in-
finité de solutions entiéres p-adiques de 1l'équation W, =1n ; on peut définir la
"densité" des solutions entiéres de v, =n dans Qp comze la limite lorsque A
augmente indéfiniment du nombre exact de solutions de 1'équation v, =n modulo
p  [qui est M(pk , h 5\\s)] au nombre "normal" de solutions de cette congruence.

(s-1)

Ce nombre normal est p ,car il y a p}\S systémes de nombres xé%J dift'ém

tents qui se répartiraient uniformément entre les p° équations Wy = c,
Wo =1, e, W = px - 1 ., D'aprés (41), cette "densité" est y(p, n, s) .
La formule (42)
6Gn, s)= Ny, n, s)
b
donne donc la densité des solutions en entiers naturels de wg =n dans le corps
des nombres réels comme produit des densités des solutions en entiers p-adiques

de la méme équation dans les corps Qp pour toutes les valeurs de p .
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