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Séminaire DELANGE=-PISOT 10-01
(Théorie des nombres)
2e annde, 19%60/61, n° 10 20 mars et 17 avril 1964

FONCTION EXPONENTIELLE DANS UN CORPS p-ADIQUE

par Mme Yvette DEJEAN

NOTATIONS, = Nous. supposerons p #2 « t &tant un corps local de degré n sur
4§p s nous noterons : p , 1l'idéal maximal de t , engendré par un élément = .

Pour x € £, A(x) sera 1'ordre de x , normalisé par A(p) =1 , donc A(m) ='%
( e = exposant de t =-% s f=normede % ).

L'exponentielle et le logarithme étant définis par les séries habituelles, nous
chercherons a les étendre hors des cercles de convergence de ces séries, en utili=-

sant les relations fonctionnelles ¢
(1) exp(x1 + xg) = (exp‘xl).(exp x2)
(2) Log(x, x,) = Log x, + Log x, .

Nous définirons ainsi, pour tout =x engp une exponentielle multiforme & valeurs
dans des extensions algébriques de i&p » et pour toute unité de certaine corps

locaux % , un logarithme & valeurs dans % .

le La série exponentielle.

Lorsque la série

n
X X
(3) l*T,:'"' [ XX ] +-flT+...

est convergente pour x = X % et X, + X, » Sa somme, €xp X , vérifie la
relation (1).

as Convergence. = On sait que (3) converge pour

1
Mx) > = .

03 — h
En effety, si n = ay + a; P ¥ oeee ¥ &, P (0L ay <p, a, eaa')

A(ny) = 5 i i [n = (ao ta;toees + ah)] .
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Alors

n a~ * aee + 2

X\ _ ~ 1 0 h

&O"“ooo +3.h 1
Lorsque n=p" (pu>0, p,e&); 5T =p_1,doncpourque
n .
MER) >+ avee n, il faut ot il suffit que A(x)> - L o
1 _

Pour xe&p, ?x(:»c)>p__1 <> Mx)>1 <=> xe (p) »

n
be Valeurs prises. = Si xe€ (p) , expx =1 (mod p) , en effet ?\(%-;.-) >1
pour n > 1 o De plus

(4) exp x =1 +x (mod pMX)H‘)
En effet
Xn 1 1
M) > n(Mx) - —) + - pour nx1
donc
s 1
?\('}r'i—.-) -Ax) > (n -~ 1)(Mx) - == l) >0 pour n>2 .

Pour xe (p) yexpxel + (p) .

ce Fonction inverse. = Soit réciproquement y =1 +ue 1 + (p) s hous allons

construire un x € (p) tel que exp x =y (il n'existe qu'un tel x , car
expx=1 et (4) => x=0 ). Posons

n
E=exp_p=1*p+-§?+... "‘%{“‘ XX

o1 Xe(p), X=p(a1+a2p+...+anpn-1"'o00),o\<ai<p’
ne1
a,+a p+ooo+a P
exp x = E 172 n (mod pn+1)
en effet le quotient de ces deux nombres est exp(am_1 pn+1 + aee) =1+ 41 pn+1
(mod pn+2) «Donc le produit infini
n=-1
a p anp
ELEZ L ED L. =pp
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est convergent, et

= Ex/p o

exp X
Soit y=1+u1p+...+unpn+.n61+(p), O\<ui<p.

: ; =E1 (mod %) , clest
I1 existe un ay 0< aq <p , unique, tel que y = mod p )} 4 cles

al'—‘ul .

a,p
Soit y1=—%—=l+uép2+.u . Si a2=u§, Yl':'E2 (mode).
0 1
On construirait ainsi par récurrence une suite 81 9 8y 9 ees 9 8 5 eesy
0L a; <py telle que
1

a,+ a2p+...+anpn-

1 n+1)

y=E (mod p

et le nombre x = a; p * ay p2 + eee + a, pn + soe est tel que exp x = EX/p =y .

Nous avons donc un procédé de calcul pour x =Logy , V y el + (p) .

de Continuité. = Elle résulte de la convergence uniforme de (3) dans le disque

Ix] < %-, ou encore de la continuité & l'origine, évidente d'aprés (4).

En résumé, la série (3) réalise une représentation continue biunivoque du groupe

additif (p) sur le groupe multiplicatif 1 + (p)

2+ Prolongement pour x & (p) .

Soit x ¢'(p) » la série (3) ne permet pas de définir exp x « S1 H= - Ax) + 1 s
heZ, =1, pPxe(p) et exp(p! x) est défini par (3) . Une exponentielle

prolongeant (3) est nécessairement telle que

M
(exp x)P =exppt x=ye 1+ (p) .

Donc le prolongement de (3) & la boule IX‘.S p}"’-l est ramené & la résolution

de 1'équation

v
E“(y) P =y s V yel+ (p)

a. Série (1 + u)l/bp . = Lorsque la série
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Yoo - H- - P' - XX - 1 H -1
(5) 1+ 2 c, u? y 0, = (= )R 1 (p 1)(2p 11)1'“L ((n ) p )
n=1 p' n!
converge, pour u =y = 1 , sa somme est une solution de Eu
Or X(cn) = - oo E T+ > _]: T [ao tagt e ¥ ah] (notations du (le a)).

Donc pour que (5) converge il faut et il suffit que

AMu) >p o+

—

s soit Mu) >pu+1>2 .

1
p=-1

Lorsque y = exp(p” x) avec p=- Mx) +1, My=1) =1 et la série (5) ne

nous permet pas de prolonger l'exponentielle hors de (p)

be Nécessité d'étendre '9\13 o = Nous allons montrer que ne contient aucune
racine de EH lorsque My = 1) =1 . Bn effet si n est une telle racine, soit

z=n=1, 2z estune racine de

"
(z+ 1) =y, donc N(z)=y =1 et )\(z)-;.-.ll.:l
b

ce qui prouve que z d&p et n=1+2z non plus,

Construisons donc une extension ¥ de Q_ dans laquelle Ep aie au moins une

racine quel que soit y e 1 + (p) .

ce Construction de t .+ = Nous avons démontré que tout yel+ (p) a un
logarithme x € (p) , tel que

y =5 /P

Soit g, une racine de 1'équation xP =E ,

V) 1

car AMe =1) =-=
(u o
1° fp. ne contient aucune autre racine p“—iéme de E o = En effet soit &
une autre racine, et wp = ;-—P- #1, W est une racine de 1'équation
B

Soit fp ='\9‘p(8H) s t.  est de degré p

B

u
wPoag

D = =0

si ce dernier polyndme n'est pas irréductible, W est racine d'une équation de
degré inférieur

=0, V< H .



)
~ wp -1 .
Soit Vo le plus grand v ainsi obtenu, et tel que le polynome =1 soit

irréductible.

Yo 0
Si Vo £0 , w est de degré p =1 sur «Qp sct (p~ -1, p“) =1, done

W ne peut appartenir a fp .
Si Vo =0, Pty eee + 1 =0 est riductible, ce qui est impossible si p
est premier. Donc fp ne contient aucune racine p’-iéme de 1'unité, v.& B, autre

que 1 o

20 ip contisnt une racine de Ep s V vye€1l+ (p)e= Soit en effet

— e g n
x=Llogy = a; b F oeee + a, P + aee

n
x/b — Sél . eanp
}J- (X ]

Posons n =¢ «es [ce produit infini est convergent car

n
ap

7\.(8 - 1) =-}-— 3 done I n =1 (mod p(n"'l)/p)l) ].
" T u

M H
Alors n est une racine de Ep s car np = éﬁ (x/g = EX/p =Y e

Le méme raisonnement qu'au 1° montre que c'est la seule racine de E“ que

contient ¥ .
"

de Valeurs prises dans fp o = I1 est clair cue 1'exponentielle construite pour

lx] < p“m1 s définie on résumé par

1
F =)
exXp X = ¢ ou ¢ =E
> u u
est une représentation continue du sous=groupe additif lx]f?ﬂ”'l d 0 dans lc soup=
groupe multiplicatif 1 +p de ¢t ( p= (ﬂ“) N étant un générateur quel-

conque, par exemple L= e - 1)

Ce n'est pas une représentation sur, par exemple i1 n'existe aucun entier n
tel que 1 + n2 = an (mod n?) g done 1 + n? n'est 1'exponentielle d'aucun
X e:&p « On peut cependant définir pour toute unité de fpt un logarithme 3 va=
leurs dans fp .

3¢ Logarithme.

Nous disposonsg de deux méthodes pour le définir dans l&p H
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~ la construction du (1. c),
- la série

n

(6) Log(l +1u) =u + 34 sue =+ 40
lorsqu'elle converge.
n
Oor AME) = n(M(u) = Ma)y , soit
n - n
ul 1 Log n
n)\.(u) Z)\(-H') >,n[)\.(u) o Log P . n ] .

Pour que (6) converge, il faut et il suffit que Mu) >0 , soit que u e (p) .
Lorsque y=1+uel+(p), Logye(p) et explogy =y »

La série {6) définit donc pour y € 1 + (p) une fonction inverse de la série
(3), nous avons au (1. ¢) construit cette fonction inverse et montré son unicité,
donc la série (6) et le procédé du (1. c) définissent, pour tout y € 1 + (p) 1a

méme fonction Log y , & valeurs dans (p) .

as Prolongement au cercle unité. = Soit w e une racine de 1'unité

(up =1, w# 1) » 1 nous construisons un logarithme uniforme, nécessairement

Log w=0, d'ou 1'intérét des racines de 1'unité ¢

On sait (voir par exemple 3 [1], § 5, exe 33) que 1'équation

xp-1 =1

a p=1 racines 1, w, u? 9 ess “p-2 dans Jgp s deux & deux incongrues

mod p 4 donc distinctes, et que 1l'équation

xn =1

S 3 3 . 3 ] - d
8 d=(n, p - 1) racines distinctes, qui sont les racines communes & x° = 1

et Xp'l =1,

Les seules racines n-icémes de 1'unité sont ses racines (p = 1)=iémes,,or elles
sont deux & deux incongrues (mod p) et il y en a p - 1 , donc elles représen=-
tent le cercle unité (mod p) , et quel que soit y ej&p y Iyl =1 s 11 existe
un i unique tel que

= w (mod p) 0<ci<p=1 .

«
i
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Soit y=w(l+u), ue(p) .
Posons Log y = Log(1l + u) , ce logarithme vérifie la relation (2), il est con=-

tinu, et & valeurs dans (p) .

be Exponentielle multiforme. = Si on cherche & définir une fonction inverse du

Log ci-dessus, on est amené & poser, pour x e (p)

exp; x = o* exXp X = w* EX/p ’
ce qui fournit p = 1 "déterminations" de 1l'exponentielle. Chacune de ces déter-
minations est continue, elles vérifient pglrbalement la relation (1), seule celle

que 1l'on peut appeler principale, E*/P s vérifie (1) 3 elle seules

Pour prolonger ces nouvelles déterminations hors de (p) s Tremarquons que

V He;\%\,’ IJ,>/1,
P =P =ow .
Donc pour ]x[.g p“-l ’

. el
exp, X = W sé? x)

prolonge eXps X o

T1 est évident que si on remplace fp par 1'un de ses pH =1 corps conjugués,
nous obtiendrons des déterminations conjuguées de l'exponentielles Montrons que
les (p - 1) p!’1 déterminations de exp x , pour lxr 51p“-1 s sont distinctes

(dans la fermeture algébrique Q de J%p )e

Notons expg Xy 1=0,31, eooyp=2, J=1, see, p“ sy le j~iéme con=
3 4

jugué de exo, X (eH =s%). Si j#3', eﬂ # sﬁ « Supposons qu'il existe x # O

. .

tel que expg x = expg x, (1,3)#@E, i').

Si j #3' ces deux nombres sont dans deux extensions conjuguées distinctes de

ﬁgp s donc ne sont égaux que s'ils appartiennent 3 s OT POUr Xx € (p) ’

-.'
exp, X = expix => wi Tzl o= 1i=1i',

Q
4\~p
Si j=J'=1, par exemple,

e I

p-1 4os
expi X = wi SH =Ww e(p x) = wi'l' =1 => i=41!

i' Tp B
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Donc il y a exactement p“(p - 1) déterminations de exp x s & valeurs dans Q ,

pour tout ]xl < p“ﬂ1 N

ce Logarithme dans ¥ . =51 ye fp sy ¥=1 (mod np) s la série (6) converge
pour u=y = 1 , Soit A“ 1'anneau des entiers de fp s le corps des restes (RE) a

i
p éléments, done toute unité y de t  est dans la classe (mod ) d'un W , ot

I

comme précédemment, Logy =Lng %% , définit le logarithme de toute unité de fH .

. . ’ » ’
de Remarque sur les racines pp-iemes des unités de Q_ « = Nous avons demontre

H

au passage, yae si y € Q_ , lyl =1 ’ l'équation‘np =y a exactement une racine

dans iip(e ) o Ce résultat algébrique, que nous avons obtenu & 1'aide de 1'exponen=
tielle, peut aussi se démontrer directement (par des congruences) et on démontre

plus précisément que 3

1 (mod p) y a #1 (mod p2) ; soit o wune racine de

i

Soit a€Q_, a
-—-—-—f\/\p

M
1'équation aP =a , alors V x €
L cdquation aors

S, Ixl =1, 1'équation
P = x

a une racine et une seule dans Qp(a) .
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