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4-01

ANALYSE p-ADIQUE (*)

par Mme Yvette AMICE

Séminaire DELANGE-PISOT
(Théorie des nombres)
1re année, 1959/60, n° 4

1~ Corps Q des nombres 

A. Valeurs absolues de Q . Théorème d’Ostrowski.

Définiticn. - Une valeur absolue sur un corps K est une fonction jaj à

valeurs réelles positives, définie V a ~ K , telle que : .

(1) ~a) = 0 =~> a = 0 ,

(2) 

(3) + [bj ~ Va, b E K .

A une valeur absolue sur un corps K , on peut associer une distance en posant
d(x , y) = y - la topologie induite par cette distance étant appelée topo-
logie induite par la valeur absolue donnée.

Nous allons chercher toutes les valeurs absolues du corps Q des rationnels.

Il est clair, grâce à l’axiome (2)~ qu’il suffit de définir jaj pour a ~ Z~
ensemble des entiers positifs, pour qu’elle s’étende immédiatement à Q.

THÉORÈME 1 (OSTRCMSKI). - Soit ja j une valeur absolue définie sur Q , non
identique à 1 sur Q~~

1° S’il existe tel que b)  1 , alors V a e Z+
et il existe p premier tel que |p| = w  1 .

Alors quel que soit a ~Z~ ~ a=p~a’ ~ ~eZ~ ~ (a’ ~ p) =1 ~ ja) = ~.

2° S ’il existe tel que jb{>! ~ il existe a réel, 0a~l tel

que a ] = a~ ~ V a e Z~ 

(*) Ce texte, rédigé par Mme Y. AMICE, en tenant compte des conférences faites
par C. PISOT à Philadelphie, résume et complète les exposés faits par elle-méme,
par J.-J. PAYAN et par Marc KRASNER dans le cadre du Séminaire Delange-Pisot :
Théorie des nombres, 1959/60.



Conséquence. - Il ré s ulte de ce théorème qu’une valeur absolue air Q est :

- soit la valeur absolue triviale : a! - ~ pour a~ ~ 0 ~ ~ a =0~
- soit associée à un nombre premier p ~~ °~ ~
- soit associée à un nombre réel a ~2°~ ~

car soit si 1 la 
~, ,

soit du premier type, si 1 b ( > 1 elle est du. second 

Démonstration. - Remarquons tout d’ abord ===> Î == 1  On a d’ autre

part les propriétés immédiates : .

(ii) si p ~ Z ~ a e Z s’ écrit de manière unique dans le système de
base p :

1° ac S’il existe b ~ 1 tel que jb) .! => V ae Z+ :
Soit +a b avec 0~a. b et 

de si av = a’0 + a’ b + ... + : b 
v 

’

v

, donc 9 quel que soit v E Z ,

b. 3 p premier tel que |p| Î = 03C9  1 , et V (q , p) = 1 ,
jq} = 1 ~ L’existence de p résulte de ce que jaj ( n’est pas triviale.

Soit q ~ Z+ , (q , p) =1 , alors, quel que soit (qn , pn) = 1
et et tels que n pn + 03BBn qn = 1 , donc 1  03C9n + |q|n , ce qui
serait absurde pour n assez grand si )q)  1 «



D~ est clair que

En effet, s’il existe a e Z+ tel que |a|  1 , (1° , a) x£> ) b) ( 1 .

b: S oit 1 (d’après (1) ) , posons 1 b( = b fi , 0  fi $ 1 , si

~ ~ ° ° ° ’~ ~li ~~ ’

c’." la même façon qu’au (1°) ceci entraîne que

et que

Soit )aj ( = 0  a~ 1 ~ nous avons montre que a~ (3 3, en échangeant les
rôles de a et b ~ on en déduit j3 ~ a ~ donc p = a .3

C. Q. F. D.

THÉORÈME 2 

1° Soient p un nombre premier et 03C9 un nombre réel, 0  03C9  1 , si a e Q ,
0 ~ -osons a == ~= Z ~ a’ e Q ne contenant que des facteurs

premiers différents de p ~ la fonction

ja(=~~’ si la ) = 0 si a = 0 est une valeur absolue sur Q o

La topologie induite est indépendante du choix de on choisit LJ == ~ et

la valeur absolue ainsi obtenue est appelée valeur absolue p-adique de Q ~



’ 2° Soit |a|~ la valeur absolue usuelle sur Q (définie pa.r ) a) = a ,~ a G Z+ ), et a un nombre réel, 0  a « 1 , la fonction

) a) = |a|03B1~ est une valeur absolue sur Q a

La topologie induite est indépendante du choix de 03B1 o 
Q Q

1° il est clair que a Î satisfait aux axiomes (1 ) et (2) . Vérifions (3) .
Si ab(a + b) = 0 , (3) est évidemment vérifié

Si ab(a .F b) $ 0 , posons

et

avec Z ~ 

(b~ , b") = (b’ , p) = (b" , p) =1 0

Supposons ta) jb) , soit a = B(a)  03BB(b) =P,et Alors

a + b = p03B2 a.’ b" p  + a" b’ ... a~ b’~ 
20142014 

~

où (a" p) =1 et a’ b" GZ , donc

,p

Si de plus |a| ~ |b| , soit  ~ 0 ;, (a’ b’" p" .F a’" p) = 1 , et
(a + b) = (b) .

Nous avons démontre (4) et (4’) pour ab(a + 0 , ils se vérifient trivia-
lement pour b) = 0 . Il est clair que (4) ==> (3), nous étudierons
plus loin les propriétés des valeurs absolues vérifiant (4).

La totologie induite est indépendante de w : an effet une suite de boules de
rayons ~ -. 0 centrées en a constitue un système fondamental de voisinages de



a ~ Or une boule de rayon r et de centre a ~ pour la métrique correspondant
à ~ est une boule de rayon r’ = et de centre Et, pour la

métrique correspondant à u’ ~ et .~. ~. > 0 , donc un point a quelconque

possède un système fondamental de voisinages commun aux topologies-correspondant
à w et ce qui prouve que ces topologies sont identiques.

2° Il est clair que |a|03B1~ satisfait à (1) et (2). Vérifions (3).

Il suffit de le montrer pour a > 0 ~ b > 0 , car si ab ~ 0 ,

d’où (3).

Supposons a > b > 0 ~ alors

ce qui résulte immédiatement des positions relatives de 1 + x°~ et (1 + x)
pour 0 ~ x ~ ~ ~ La démonstration de l’identité des topologies induites est exac-

tement la compte tenu de ce qu’une boule de rayon r correspondant à ce

est une boule de rayon r’ = r correspondant à 

Il résulte de ce théorème que pour toutes les valeurs absolues du second type,
le complété de Q est R , quel que soit a E )0 , 1) , nous allons étudier les

complétés de Q relatifs aux valeurs absolues p-adiques, mais auparavant don-

nons quelques propriétés des valeurs absolues vérifiant (4).

E. ES aces ultramétriques. Corps valués non archimédiens.

1. Espaces ultramétriques.

Définition - Un espace métrique E est dit ultramétrique si la distance

d(x , y) vérifie

(4’) d(x , z)$: max(d(x , y) , d(y , z)) V x , y , z e E ~

Nous écrirons EUM pour "~rapace ultramétrique".



r PROPOSITION 1. - Soient E , un EUM, et x , y , z ~ E

t d(-~ y) ~d(y~, z) ==> z) y) ~ z)) 0

(Enoncé géométrique: dans un EUM- étant infé-

rieure ou égale à 

En effet, supposons par exemple z) > d(x , y) , alors

C. ~, F. D.

r. PROPOSITION ~~ .» Dans un EUM, tout point d’un disque (fermé ou ouvert) est centre
. de ce disque

pour un cercle fermé :

soit

C. Q. F. D.

[ COROLLAIRE. - Dans un si deux disques ne sont pas disjoints, l’un est in-
clus dans l’autre.

2 c Corps valués archimédiens.

Définition. - Soit 1 une valeur absolue sur un corps K , on dit que |a|
est non archimédienne, si elle satisfait à



Un corps value non archimédien est un corps muni d’une valeur absolue non
archimédienne. Désormais nous appellerons corps value un corps value non archi-
médien.

THÉORÈME 3. -. Dans un corps value K complet, pour qu’une série converge il~faut et il suffit que son terme général tende vers zéro.
Soit u0 + u1 + ... + un + ... , un ~ K , une série ; on dit évidemment qu’elle

converge, et a pour somme S , si

Si S converge,

donc la suite S n est une suite de Cauchy, et K étant complet ’ S n ~ S .

~Notation. - Nous noterons F le sous-groupe multiplicatif de R*~ image de
K-" par r est un sous-groupe multiplicatif, car |a| vérifie l’axiome
(2). o

PROPOSITION 30 - Soit K un corps value 3 la boule-unité de K est un anneau
A dont K est le corps des quotients, A eat appelé anneau des entiers de K.
L’ensemble P. des x = K , tels que )x(  1 , est un idéal premier de A , le
corps k = A/P est appelé corps des restes de K .

- A = {x e K ; )xj $ 1 } est un anneauc

Soient x, y ~ A , |x|  1 et jyj 1 ~ jx - yj 1 , donc A est un
sous-groupe additif de K.

De même x , y e A => =y s A , car 1 = txf )yj ~ 1 , donc A est un
anneau~ 

’

- K est le corps des quotients de A .
Soit si x ~ A , si jx) >1 . et 1 x ~ A .

- P est un sous-groupe additif* car



c’est de plus un idéal de A car si x e A ; yeP y jxy) =  1 .
C ’est un idéal premier, car, si xy e P , alors

donc x ëP t

[ PROPOSITION 4. - Les idéaux de A sont les boules de rayon  1 et P.
- Soit B={x=K , (resp. x)  03C1’  1) ,

- Soit B un idéal de À , V x G B , ) x) £ 1 1

S oit p = sup |x| , si p = 0 , B -=- (0 ) , supposo ns p / 0 j
xeB

- s’il existe b G B tel que |b| = p , )x) £ p , V x G B ; soit x tel que
lxl a p > aio=-s si y = g , l yl i i , y G A et x = yb G B  de plus P  i

car sinom |b| = 1 => (§) = 1 => § G À => 1 G B °==-> B °=- À ;
- s’il n’ existe aucun b G B tel que |b| = p , ix)  p , V x C B j soit y
tel que ly)  p , il existe yi e B tel que |y) a )y’ ) 1  p , alors y y’ OE àet y =à y~ e B o

Y

r PROPOSITION 5. - Si F est discret dans F ; les idéaux de iL sont les puis-
[sances Pn de P (n > 0) « .

Si F est discret dans R , F = (é ) où JJ  1 et n OE Z..

Soient B l’idéal ix ) £ p  1 et n tel que p  03C9n-1 (n > 0)

(resp. B l’idéal ix i  03C1  l et n tel que 09  p $ (n > 0) ) ;

alors x OE K , ) |x| a p (resp. [ x[  p) ~ x e K , lx( ùF «> x G K ,
|x|  03C9n+1 et P = (x e K j |x|  w) , alors B = Pn ce

) PROPOSITION 6v - Si F est discret, toute boule est à la fois ouverte et fermée,
t K est totalement 



Soit BT la boule fermée et soit n tel que ~~pJ~* .
B est aussi la boule fermée jx - a) ~ é et la boule ouverte )x2014aJ J~ ~
De même si B est ouverte : jx-a) (  p et n tel que J~~ ~P~~j’

B est la boule fermée jx - aj et la boule ouverte [x - aj  

Alors tout point de K ayant un système fondamental de voisinages à _la fois
ouverts et fermés~ K est -totalement-discontinu.

PROPOSITION 7. - Soit U = {x ~ K ~ x) = 1} ~ U est l’ ensemble des unités

ou éléments inversibles de A ~ c’est un sous-groupe multiplicatif de K~ . Si
de plus F est discret, K* est isomorphe à U x r .

Il est clair que U est un sous-groupe multiplicatifs

Si r est discret, soit 03C0 ~ K tel que |03C0| = 03C9 , et soit 03A0 = {03C0n}, n

est isomorphe à F ~ et si jx) ==J~ ~ x=7~u où et cette

décomposition est unique.

PROPOSITION 8~ ~ Si r est discret et k fini, de caractéristique p ~ toute

boule fermée (resp. ouverte) de rayon r est recouverte par p boules disjointes
fermées (resp. ouvertes) de rayon ~ ~

~ r = 1 . A est recouvert par les p classes module P , boules

disjointes fermées de rayon ~ ~ et P (jxj i  1) est recouvert par les p

classes module ~ qui sont p boules ouvertes disjointes de rayon ~ *

- .Soit n défini par J~" ~ soit (resp. r.)
la boule donnée, et y = yT (x - a) , l’application x -~y envoie biunivoquement
la boule donnée sur A (resp. P ), et les images réciproques des p boules .

~y - oj (resp.  u) (i = 1 , ... , p) sont p boules disjointes

(resp.  03C9n+1) , soit jx -a- (resp.. 

[ PROPOSITION 9. - Si r est discret et k fini, K est localement compacta

il suffit de montrer que A est compact. Soit M une partie infinie de A ~
... , M la partition de M suivant les p classes module P , l’un au

moins des M~ est infini, soit Ml , choisissons m. ~ construisons ainsi
une suite de parties infinies de M , ... D M~ ... telles que M~
soit contenu dans une classe module et choisissons à chaque fois

M~~ alors 



et la sui te n r; est de Cauchy .

Remarque. - Soit K un corps valué non--archimédien de caractéristique Ù , il
contient un sous-corps isomorphe à Q et la valeur absolue induite sur Q par
celle de K est nécessairement de première espèce, dans un corps valué, on a donc
touj ours În( 1 $ 1 pour n ~ Z v

G. Corps Q des nombres 

Définition. - Soient p un nombre premier et |x ( la absolue p-adiqueP
de Q . Le complété de Q pour cette valeur absolue est un corps a,ppelé corps[QP des no;mbres p-adiques.

Le complété de Q est le quotient de l’ensemble ’i des suites (a ) ,, a, e Q ,’j.’- 
n " n

qui Sont des : .= .°. l..es de Cauchy, par la rela.tion (a, ) m (b ) => ) a -= bn|p - 0

avec 1 n .

L’ensemble A , muni de et de la multiplication terme à terme, est
un anneau (vérification immédiate). Dans là , l’ensemble I de.£ «±:,ites équivalentes
à 0 , est un idéal premier de à i

C’est un idéal, car si (an) e 1» , 1 est borné car |an - am|l  c po.ar

n , m  n0 ~ |an|p 5 p ? ~) , ~ n n0 . Alors si 
(b ) e I , (a ) - (b ) = (a - b ) e "1 carn n n n n. 

"

et an> é I > bn> é à -> x >1 tei que l Î° :. %’ n ; alors

la b 1 Î et tend vers zéro avec 1 Gnnp n p 
’ 

"~ 
" 

’i’i’ ’

I est premier. Si (b ) e là , (b ) £ 1 ~n n



En effet V s ~ 3 r~ tel que n~ ~~ 
n => tp , e) . Si V e , t~ip~~ . t~p ~0~ donc
si t /0 ~ 3 j~ que t >~y 

Soit donc (b) = A ~ (b) ~ 1 ~ et n~ tel que, pour = ~?~0 ~
Si (a~).(b~) = 1 , 

’ ~

or, pour n > ~~

avec (3 ~ 0 , donc

Soit (an) E A ~

donc le complété de Q est le quotient A/1 == Q 
p 

que la structure d anneau de

A munit d’une structure de corps~

F THÉORÈME 4. -Si 

définit sur Q une valeur absolue non archimédienne prolongeant celle r p ,

|(an) 1 .= 1 e st une f onc tion déf inie sur Q : en ef f et si
n ~ p

~a ~»b~ 
n n



C’est une valeur absolue non archimédienne : soient a e Q. b e Q . ab ~ 0,
(a)~A et A des représentants de a et b . 3 m et n2 tels que

En appliquant (2) et (4) à an et obtient

pour n  n1 , n2 et n3 tel que |an + bn|p = |a + b|p pour n n3 
si

a + b ~ 0 .

Si (a + b)(ab) = 0 , on vérifie trivialement (2) et (4) o

Soit de plus a e Q , i a) = o , (a ) G A un représentant de a , alorsP P n

Gette valeur absolue prolonge celle de Q : Q est canoniquement plongé dans
Q 
P 

en identifiant la classe dans A~ de la suite a ~ a ~ ~i’ n ,,
dont la valeur absolue dans Q est

p 
.

Remarquons que le groupe r de s valeurs pri se s par le s valeurs absolue s de

x est le groupe de s p uissance s o

r , ,

l’ THÉORÈME 5 ... S oit Ap = {x E Q g  1} l’anneau de s entiers (boule-
., 

p p p
unité) de Q . Z e st dense dans A s

p p ,

Q est dense dans Soit A = {x ~ Q ; |x|
p 

,, 1 } la boule-unité de Q .
il est cla,ir que A est dense dans Ap . Montrons que Z est dense dans A o

Il pour cel,a, de montrer que d p x E A et d ~ x E Z teI que
Î |  1.. Soit d o nc x : E A , 

n

n n v
p



aa unique, tel que u - u~ p ~ Alors

De même il existe a1 e Z , 0  a1 p -1 , a1 unique, tel que u0 va1 =u1p,
et ~=a~+a~ p+.,ip~ , soit x~ =a~+a, p, )~- ~ j Î 1.

Supposons ait construit x~ = a~ + a~ p + ... + a. p~ ~ 0, a.  p ,
tel que

Alors il existe unique, 0 ~ ~ a n+ 1  p tel que

~ ~1= ~~ ~lp~’.

Nous avons d onc construit une suite x e Z , tell e q ii e |v x- x 1  1.n v n p ’ T 
*

Remarquons que 0 £ x n  |u v - x n Î p ’  détermine la suite x 
n 

Ée
, 

’" n v n p"’ 
P 
n+.L n

façon unique puisque, si x’ vérifie aussi ces conditions,

COROLLAIRE. Développement de Hensel. - Soit x e à , il existe une mite uniqueP
ao > . a o > a~ > . o . , a~ é Z , Ù « aà  P - i telle que

Il e:t clair que la série ci-dessus est convergente quels que soient les a e Z,n~~~



Soient x e A et n un entier positif, Zj étant dense dans-A . il existe
im entier y n télexe |x - yn|p  1 pn+1 .

’

Soit 
n 
+z 

n pn+1 , 0  xn  pn+1 , z ~ Z . Alors

et, c om~me nous l’avons remarqué ci-dessus x n est le seul entier tel que

x 1 entier, 0 .  x 1 
 tel que |x - x ; J 1 e,, a Alorsn~-1 " n+1 n~~ p n"~’~

p

Soit =x~+ p~ , 0~x~p~ et 0x~ p~ => 0~a~p.
de x et x . entraîne celle de an+1 , et on a

[ Conséquence. - Le c.°w. e des restes de Q est le corps Z (p) 0>1 ~ 
p BPJ

Soit effet x = a 0 + at p + .. s + a 
n 

pn + ... le développement de Hensel de
~ w e ~. c

p

le 0 9 ~ ~ o ; a ; p .. 1 de valeurs de a représente donc les classes
modulo p dans A ; si on le munit des opérations usuelles de Z (p) o

Nous avons remarqué que le groupe r de Q*p est le groupe des il est

donc discret, k étant de plus fini, toute s les propriétés démontrées B

sont valable s pour Q et, en particulier :
p

,a Q est totalement discontinu, localement compact, isomorphe à r x U ~P - ...-- - 
-. 

_.....~....~..... -



toute boule est recouverte par p boules de même nature, de rayon 2014 r y de plua
par construction Q 

P 
est complet.

Remarque. - L’idéal P est l’idéal principal (p) ~ et tout idéal de A est

un idéal principal (p ) .
Nous avons remarqué que si +o.t

Valuation de Q .
..- , ~ P

il est commode d’utiliser une notation différente de ) quoique équivalente.
p

[ 
Définition. - Si x ~ Qp , x ~ 0 , on pose 03BB(x) = - log x) , est

appelé valuation de ordre de x . On convient de poser 03BB(0) = + ~ .
Remarquons que, pour a E Q , la fonction 03BB(a) ici définie ext la même que

celle qui fut définie au théorème 2 ~ 1 ° s

Lorsque x parcourt Q , ~(x) parcourt Z . Cette valuation vérifie les
, P

axiomes

On peut définir les corps valués non archimédiens par la valuation vérifiant

les axiomes et en déduire la valeur absolue, les deux définitions étant

équivalentes.

Propriétés immédiates :



- soit u OE Q une mite . u - 0 avec 2:. ~ x(u ) - + m avec n jn p 
~ n n n

- soit a / 0 , p-03BB(a) .a EU, d’di, quel que soit a ~ Q , un développement
P

de Hensel unique

p ~ avec a. =0 pour i?B.(a) ~

Il. Extensions algébrique de Q *

Notations. - Nous appellerons Q la clôture algébrique de Qp , qp = 
corps des restes de Q ; K désignera généralement une extension algébrique
finie de Qp ; nous montrerons que K se munit canoniquement d’une structure de

corps value prolongeant celle de Q ~ et noterons k son corps des restes.

Définition. - Soient x ~ 03A9p et P(x) = xn + a1 xn-1 + ... 

le polynôme irréductible unitaire qui lui est associé, on pose

!x) =ja ) ~ = valeur absolue de x et Â(x) ~-.Â(a) = ordre de x a

P n n n

Pour montrer que )x! et B(x) sont une valeur absolue et un ordre sur 03A9p ,
il nous faut passer par les extensions finies.

Rappels sur les extensions algébriques finies k .

Soit K o k une extension de degré n de k c

Soit ~~ ~ ..~ ~ a_ une base si a=-:a ~ ~ .~ p

o~ ~ k ~ soient

et A = (03B1ij) l.a, matrice du tableau ainsi formée Si P(x) = det(xI - ,Aj ( I ma-

trice unité , on sait que P (03B1) = 0 Q On appelle :ev de a ds.ns K le nombre



On sait que

LI équation P(x) = 0 est appelée équation".’!lorma1e--de a --dans est

indépendante de la base 03C91 , ... , 03C9n choisie.

Soient (p(x) le polynôme unitaire irréductible qui lui est

associée alors~ P(x) = ~p(x) .p où f est un entier ~1 .

Soient n le degré de K , d celui de tp, il est clair que d  n .

- Si d == n ~ P(x) étant unitaire, de même degré que (p ~ et multiple de (p

(puisque P(a) =0)~P==(p etf=l. 
’

-Si d~ n ~ d divise n car alors, soit k(a) l’extension de k par o~

k C k(a) C K , et K est algébrique et de degré [ = f sur k(a) ~

Soient

a- une base de k(a) sur k

... , e.. une fase de K sur k(a) .

Le système LJ = ce . 03B8j , i == 1 , ... , d , j = 1. , ... , f forme une base

de K sur k ; supposons qu’ils soient rangés dans l’ ordre lexicographique des

couples (~ i) ~ = a~ e~ ~ a)~ ==~6~ ~ etc.

Soient A la matrice associée à 03B1 pour la base a ... a et B la matrice

associée à a dans K pour la base ~ .~. ~ . On a

en notant dans le tableau de B les carrés ~fd ~ d" par un seul signe. Alors



THÈORÈME 6a - soit K une extension de degré r de si a G K ,

Îa) = (N(a) ) est la £onction Îa) définie ci-dessus dans Q o

, P P P P

Soit en effet ç(x) de degré d le polynôme unitaire irréductible de OE ,

la valeur absolu,e définie dans Q est |OE) = ) 
P P P

0r

Nous allons maintenant montrer que, dans cette jaj est une valeur

absolue, il est clair qu’elle vérifie (l) et (2), Pour démontrer (4), il nous
faut le très important lemme de Hensel :

LEMME de Hensel. - Soient f(x) e A [x] et ?(x) e q [x] sa classe module p .

Si f = goh où g e et h e sont premiers entre eux, il existe

g(x) e A 
JP 
[x] ~ g e g et h(x) e A 

i- 
[x] ~ h ~ h ~ tels que

f == gch o

Nous représenterons f ~ g ~ h par des polynômes f ~ g ,, h ~ Z[x] et tels

que =: f" == g~ On a (g~ h~’) = 1 (mod p) o Nous dirons

qu’un polynôme P ~ 0 (mod p~) p P e A [x] ~ si chacun de ses coefficients est

dans l’idéal (pn) .
°

Nous allons construire deux suites de polynômes



telles que

En ajoutant g 0 = = a 0 si .~ = a 0 x + Oô, les conditions (c) sont

réalisées peur n :- ~ ~

Supposons ait construit deux telles suites jusque l’ordre n 9 et soit

Alors il existe u (x) et v (x) e À [x] tels quen n p



et les conditions (c) sont réalisées à l’ordre n + 1 .

Les polynômes g et h sont de degré fixe, donc ils convergent-vers des
polynômes g et h ~ A [x] de même degré ( Q 

p complet et tels que f == gh .

F COROLLAIRE. - Si f(x) = xn + a1 xn-1 + ... + a n est irréductible,

Supposons que min(X(a.)) = - À  0 ~ et soit a. le coefficient de plusi 1 la
haut indice tel que ~,~a. ~ ~ .. ~, s 

y 0

o~~ ~. > i~ ;

De plus, al p est une unité, donc
0



on a

car |~0| = 1 et d’où en appliquant le lemme de Hensel

ce qui est absurde puisque f est irréductible. Donc

7~ ~~ Soit K une extension de degré n de Q 
P 
.La fonction

- définit u.ne valeur absolue sur K prol ongeant celle de Q, 
P 

u

Si a e Q , N(a) = n et lai ^ est bien la valeur absolue usuelle

p

Nous avons remarqué qu’il suffit de démontrer que (4) est vérifié, soit:

Pour 03B1 , 03B2 = 0 c’est évidente Supposons |03B1|p > )pt ? il suffit de montrer
que si 

Or

ou (p(x) = x + v~ x 
" 

+ + v- est le polynôme unitaire irréductible de u.

03C6(x) étant irréductible, e t grâce au corollaire ci-dessus, ce c i en.tra’.îne que



Soit x == y - 1 ~ alors

or Q e t e polynôme normal de 1 + u donc N(1 + u) ~ Ap et ) 1 + u|p  1 aQ ~ s ~. ~ Y ’ ~ P P

COROLLAIRE. - La fonction définie pour x ~ 03A9p est une valeur absolue
p p

non archimédienne sur ~2 ~ et une valuation, elles prolongent celles de
p~ Q P o

En effet pour démontrer une relation entre les va,leurs absolues nombre

f ini d’ éléments de 03A9p , il suffit de c onsidérer une extension f inie K d e Q
p p

contenant ces éléments, et de démontrer la relation cherchée da.ns Il o Les axiomes

des valeurs absolues étant satisfaits par | x|
p 

dans toute extension finie de

Q le sont donc aussi dans 03A9 . On démontre ce so nt les seule s valeur abso-
p v
lue et valuation prolongeant celles de Q .

p p

THÉORÈME 8. - Soit K une extension séparable de degré n le corps

des restes de K a p éléments ou f| n , et K est localement compact etcomplet®
On peut démontrer sans utiliser le c orps des re ste s,, que K e st localement com-

pact et Complet, en effet : K étant métrique et séparé, Qp est complet non

discret 9 or (BOURBAKI : Espaces vectoriels topalogiques, z, Î 2, n° 33 théorème 2)
"tout EVT séparé E , de dimension f inie n , sur un corps valué k complet non

discret, est isomorphe à kn ". Donc K est isomorphe â Qnp , et comme produit
fini d’espaces localement compacts complets, il est localement compact et complet.

Le corps des res tes est cependant intéressant en lui-même et nous allons démon-

trer le lemme suivant.

LEMME. - Soit A l’ anneau des entiers de K (au sens du I, § B, 2, proposi-
tion 3), c’est aus si :~ » 1’ ensemble des entiers algébriques sur A 

p 
appartenant à K ;.



) -.un Ap -module de dimension n sur A .
!. P P

c omme nous l’avons vu démonstration du théorème 7.

Il est clair que A est un A -module. Nous allons montrer que :
fin existe une base a). ~ ... ~u de k qui est une base de A en tant que

module sur A "~
P

Si 03C91 , ... , 03C9n est une base de k , 03C9i ~ A ,

Soit A(0!) = ~)) le discrininant de la base

Si w p(~) E A ~ choisissons une base W telle que soit

maximum parmi les dos bases et soit y E A ~ Y ~ 0 ~

supposons 0 y alors

est encore une de k ~ A~ et
P

Or iA((~)t ~ (A(M)) Î le choix de M ==> ia~)~l ~ a~~ A .
H résulte de ce lemme que le corps des restes de K est à p éléments, car :

soit P l’idéal txtl de A ~ p~P ~ l’idéal principal engendré par p
dans A y soit nA c P ~ or (I,, § By 2~ proposition 5) pA est une puissance



6~e L’ existence de la base de A lA montre qu’ il y a n classes
f P 

.modulo p dans A , donc p = p classes modulo P. On sait alors par la

proposition 9 que K est localement compact.

Relations entre les extensions finies de Q et celles de Q .
~ - P

Soit irréductible définissant une extension séparable . Q (~~ - -de ,-

Q , et soit p premier fixé, P(x~ E ~ [x] .
P

Soit

où Pi(x) ~ Qp [x] sa décomposition en facteurs irréductibles de Qp [x] o Pour
..J A P
Z ~ ~ a P~ ~ P . ~ sinon P ne serait pas premier à sa dérivée. S oit 8 . une

rac ine de Pi dans Q .

Soit N ~8~ ~ ~ P ~0~ la norrae de 8 relativement à Q.

Si P G zixi , Pi « Àpixi et |03B8i|p   , v 1 , v P c Si e > ? P> = i >
)b. i Î p = 1 . Donc : 

P P ,

PROPOSITION 10. - Soit e un entier algébrique sur Q . Quel que soit le nombre
premier p c ’est un entier sur Q ; si de plus p est premier à N (01 8

est une unité algébrique sur Q . 
p Q ’ ’

Clôture algébrique Q de Q .
03A9p n’ est pas complet, cependant son complété est algébriquement clos: ce qui

permet de disposer d ’un surcorps valué complet algébriquement clos de Q .
P



LEMME de Krasner... Soit t un corps valué non archimédien, Q sa fermeture

algébrique, x C Q , et x = x2 , ... , xn ses conjugués distincts.

Soit y OE Q , tel que |x - y)  x. - yÎ , i  2 , alors si x est séparable
sur t , x é k(y) .

Soient en effet x = x. , ... , x, les .-conjugués distincts de, - x par rapport~l 
à t(Y) ,

THÉORÈME 9, - Soit f(x) E t[x] irréductible séparable de degré n,

il existe une constante m ne dépendant que de f tell« qu.e

irréductible, séparable, et définit la mOme extension de  que f ’;J

Soit g(y) = 0 , soient a .. ’ x les racines de f ~ ~

Pour m assez petit, ceci entraine



alore

En appliquant le lemme précédent, on en déduit x. ~-0 
~ t(y) ~ donc t(y) est

de degré n ~ contient t(x. ) également de degré n ~ et
~0

C ~ f~ ~ Fd D.

[ COROLLAIRE. - Soient 03A9p 3.a, clôture algébrique de Qp et p son 
n p p p
o est algébriquement clos.
D

n

Soit en effet ~ 03A9p [x] irréductible séparable et de degré n ; tout
n P

g E Sâ p[x] de degré n et asseZ voisin de f est irrédu.ctible et séparable ;
choisissons un tel g dans 03A9p[x] ; il est irréductible donc de degré 1 , et
f est de degré n . D’autre part l’application x ~ x est ttn homéomorphisme
de 03A9p, f il se p rolo ng e p ar continuité à p , donc p est parfait. il en 

p p P
sulte que 

p 
e st algébriquement c lo s o

Remarque sur le s unités d ’une extension f inie de Qp o

r Soit ~ une unité d’un corps K de dp;ré n sur Alors quel soit

E> 0 ~ il existe m tel que L l  E . 
p

p .

S oit ... , 03C9p une base de A sur Ap o

n p .

Quel que soit h entier % 0 ,



Soit M un entier tel que -~. e ~ les systèmes (a ~ ... ~ a. ) 
valeurs possibles module 

P 
il existe donc deux valeurs h et h + m ,

h+ m~p~, telles eue ~- ~=0 d’où

(On peut choisir M tel que ~  1 M-1 , alors M et il existe m,

en tel que |~m - 11 
p 
 £.) P 

E

TII., Fonctions analytiques. Fonctions usuelles.

A, Séries entières et fonctions analytiques.
THEOREME 10 (HAVMRD). - Soient K un corps valué complet, K[[x]] l’anneau

des séries formelles sur Y 9 si

converge pour ~x~  R et diverge pour ~x~ > R .
En effet, la aondition nécessaire et suffisante pour que f(x) converge est que

Pour n assez grand, |an|  1 (p n, d onc pour x  R - ~ ,n 
~R ~ ~~ n 

p »

et f converge pour jx)  R .
Il existe une infinité de n tels que 1 >20142014L~ , donc pour H > R + e ,

et f diverge pour > R .



COROLIAIRE. - f(x) = Z a xn converge pour

et diverge pour

[Remarque. - S’il existe a e K y tel que jaj = R et que converge, alors

f converge ~ x ~ K tel que |x| = R .f converge V tel que jx{ =R .

Si f(a) converge, ja ||a|n ~ 0 avec 1 n , donc |an||x|n ~ 0 avec 2014 lorsque

|x| = |a| = R .

[THÉORÈME 11 (de translation).-Soient f(X) = 1 a et D son

disque de convergence, et soit ex ~ D , alors g(Y) =: f(Y + a) a pour disque de

convergence le disque qui est aussi le disque X ~ D .

Soit u (~ ~~) a ~ ~ ~

Soit r = sup(~a~ ~ 



si y G D =

et g (y) converge. Soit y E D’ 
t le 

de montrer que en échangeant g et f on a D ~ D’ a Or si ex E D le 
"’ 

’

disque de c entre a translaté d disque D de centre 0 est D lui-même (pro-
position 2 ~ ~

Conséquence. - Soit f(x) la fonction somme de f(X) pour x E D ~ d’après le
théorème précédent? il est mpossible de prolonger f(x) hors de D par trans-

lationo

Définition. - Soient D un disque de K et f(x) une fonction définie sur D

à valeurs dans est dite analyt ~.,~T ~~.._~ ;_~~~. u~ t~ en tout point a E D ,
il existe une série entière en ce dont la somme coïncide avec f dans un

voisinage de a ,

) THÉORÈME 12. - La somme série entière f(x) convergente dans le disque D

est analytique dans D .est analytique dans D o

Il résulte immédiatement du théorème 110

THEOEEME 13 a - Une fonction analytique dans D est continue en tout point de D.

Il suffit de montrer qu’une série entière convergente est continue à l’origine.

Soit a xn convergente pour -

Pour x~ ~ r ;

fini puisquu f c onver ge pour = r .

[ COROLIAIRE 10 - Les zéros d’une série entière non nulle sont isolés.

Soit a un zéro de f(x) et soit



Sx f n’ est pas non plus, soit v k le premier coefficient non nu~.

alors

où a même rayon de convergence que ~’ et g ~ avec h~a~ ~ o ~
h ~ étant c ontinue â ~. ~ origine, h (y) 1 ~ ~ ’ v k 1 pour Î ~’~ ~ ~ f alors, pour
, yi ~ 11 , .

Î~~Y~~ 1 -= I  v k ~ ~ 0 p our Y ~ ~ A

w

2... Si ~ est localement compact, une série entière non nulle n~a

qu’un nombre fini de zéros dans un disque fermé de K"

Soit en effet D un disque fermé dans lequel a une infinité de ces

zéros ont un point d’accumulation a ~ compact, ï~ par

continuité en a y f ~a~ ~ Q et a est un zéro non isolé de f donc f est

nulle a

$ ~ Fonctions usuelles.

Soit 
n.

w

Exponentielle. - Soit ~~ une extension finie ot~ non de
dans K ; exp X converge pour ~,~x~ > et diverge pour ~.(x~ ~~ T.
Sa somme est appelée fonction exponentielle.

Montrons que

....... l’1 ~ n p -

~~n~ ~ ~ ~-.~ + ~ ~ ~ n .. + [ n 3 + . , . où ~ x~ désigne la partie entière de x
p ~ P n



~
et pour 

Il reste à montrer que exp X diverge pour 03BB(x) = 1 p - 
1 , s’il existe x ~ K

tel que ~(x) = 201420142014-.. 
P -

Or si Â(x) = ~ ~ . ~ et pour i~ ***

donc exp x diverge.

PROPOSITION J.2. - Pour X(x) > ~ ~

En effet

Donc

’ 

Remarque. - Si deux des quantités exp x , exp y , exp(x + y) sont définies,
la troisième l’est aussi et elles vérifient

en effet, la boule X(x) > ~-~ est un sous-groupe additif de K. De plus les
séries tonnelles exp X , exp Y , exp(X + Y) vérifient l’identité ci-dessus,
donc si ces trois séries convergent, leur somme la vérifie aussi.



n
PROPOSITION l’3. Logarithme. - La série 1 (- 1)nx n converge pour X(x);.>..0.

nBo 
~

et diverge pour 03BB(x)  0 , sa somme est appelée logarithme de 1 + x

(log(1 + x)) . Lorsque X(x) > 
1 
,P -

On a

et la série logarithme converge pour > 0 o De plus

or p" .- h atteint ron minimum pour À = 1 ; pour > 1 p - 1 ce mini-
mum est atteint une seule fois pour h = 0 et vaut 03BB(x) > 1 p - 1 , alors
exp(log(1 + x)) == x . Nous étudierons plus loin à l’aide du polygone de Newton,
les valeurs prises par 03BB(log(1 + x)) .

~POSITION 14. Fonction puissance a~ . - Soient a e K ~ ~.(a - 1) > 0
et x tel que > 1 p - 1 - 03BB(log a) alors a" = exp(x log a) est définie,
et si À(y) > 2014~-j. - a)



COROLIAIRE. - Si À(a - l) > 2014L2014 , 
ax est défini quel q,).e soit x ,

|x|  1 .

Application*

THÉORÈME 14 (M&#x26;HIER [Voir la bibliographie à la fin de Soit R(z)
une fraction rationnelle dont les coefficients sont des nombres algébriques 
Q ) Supposons que

soit la série de Taylor de R à l’origine. S’il y a une infinité d’indices n

tels que w == 0 , les n tels eue w == 0 sont. sauf peut-être un nombre fini" n ~ ’ n ~ r-

d’entre eux, les termes d’un nombre fini de progressions arithmétiques de même
raison.

Soient en effet ... , 1/03B1r les pôles de R(z) , -.- ayant la multi-

plicité 03BDi . On a

où r(z) est un polynôme de degré n0 - 1 .
Or

Donc pour on a

où P (n) est un polynôme en n de degré 03BD - 1 .
r r

est à coefficients algébriques; et les P 
r 
~n~ aussi~

S oit a E Z tel que y 9 a . , g a03B1r = y r où 03B31 .. . 03B3
r 

sont de s entiers

algébriques. Posons



alors R~(z) - R(az) est un polynôme~

Soient maintenant p un nombre-premier fixé , premier à ... , N(Y ) ?
et K une extension finie de Q contenant 03B31 , ... , 03B3r , qui 
unités de K diaprés la proposition 10. 

- 

..

Nous avons montré qu’il existe des entiers m tels que

soit m un multiple commun de m1 , ... , mr , alors

~ C. r. c, pour h=0~1~.~~m-l~un développement en série entière
convergent pour jx) ~ 1 ~

Or fh(k) = wmk+h pour mk + h n0 donc, pour l’une au moins des valeurs de
infinité de zéros tels que |x|p  1 , donc f.(x) est identi-

quement nulle dans A a

Soit alors k~-1 ==[2014201420142014] ~ pour on a

wmk+h = 0 , donc vmk+h = 0 pour k  k0 ,

et ceci est vrai pour chaque valeur de h pour laquelle fi.(k) a une infinité
de zéroso

Remarque. - Soit R(s) = P(z) Q(z) tel que dg P  dg Q .Alors n0 =0 .

Soit S une racine primitive m-ièm.e de 1 .

Soit =Q(z).Q(Sz) ... ~) ~ et soit



~ 
d 

o~ w,=0 lorsque n= h (modm) .Donc si P (z) = 2. c c -=0 pour
~ "

n = h (mod m) . Alors

entraînent si a est un pôle de R(z) , il existe un pôle 03B2 de R(z) tel

que

IV. Polygones de Neton. Séries de Laurent.

A. Définitions.
Soient K une extension algébrique finie ou de Qp , A son anneau des

entiers.

i Point représentatif de an xn . - Soit an xn , an ~ 0 . an ~ K . un monôme20142014201420142014±201420142014201420142014201420142014 n n ’ n ’ n ’

~ Z ~ de signe quelconque). On convient de représenter ce monôme dans le plan
(t ~ y) le point A~ : t == n ~ y = + log !~D ~ " ~~ "

~- ~.00

Ensemble représentatif d’une série de Laurent. - Soit a x une
--- 

.-~==~co nsérie de Laurent, a ~ K ; l’ensemble F des points représentant les monômes non
!nuls de F est appelé ensemble représentatif de f .

’! Polygone de Newton de f . - Le polygone de Newton P(f) de f est 1~enveloppe
-inférieure convexe de F (éventuellement réduite à y == - oo si ~(a ) -~ - oo

[quand . 

y==+oo si f=0)o 



Pour une partie finie de F

comprise entre les abscisses - ~~ et + ~T’ ~
l1enveloppe inférieure convexe est la réunion

d’une ligne polygonale convexe dont

les sommets sont des points de F ~ et de

deux demi-droites d’abscisses + NI ‘ et - ~~ ,

Le polygone de Newton de F ~ qui est l’enve-

loppe inférieure de ces lignes polygonales,
est donc tel que toutes ses parties finies

sont des lignes polygonales dont les sommets

sont des points de F .

Supposons que ne soit ni y = + ~ ni y = - ~ , et soit p la penten

du côté de rencontre les droites t = n et t = n + 1 . Si am = 0
m

pour m > n ’ n = + ~ et si am = 0 pour m  n , n = - °° n

on appelle pentes asymptotiques v 1  v de les nombres

Puisque, si P(f) est on convient que ~~ = + ~ ~ v ~ + «~ ~ et si
P(f) est y = - oo on convient que v ~ .~ on a aussi

Soit i la pente d’un côté de P(f) , y = i t + l’équation de son sup-
port, alors 03BB(an)  n i + mi , b’ n , et il existe n. > i + 1 et n’.  i tels

que 03BB(an ) = n. i + m. et 
J.. 

03BB (an’i) = nt i + mi .

n1 
1 i ~. 

.~~. -i~ ~a ~ 
~ 1 ~ 

~,(a ~
PROPOSITION 15 , .. 03BD1 = - lim et v = 

n-~+~



m.Si n  0 , n n  i + 1 n , et il existe ni  i + s pour lequel on a éga-
lité, donc

~~ quelque soit i ~

Ïl-)+oo

Do plus, pour 1 > 0 ~ fixé, donc

et il existe pour lequel on a égalité. Donc



B. Application aux séries de Laurent.

~ 
, ,

THEOREME 15. - Soient oy v2 les pentes asymptotiques du polygone de

Newton de la série de Laurent

v 2  ~~x~  w f(x) converge, et si - B(x) ~~~x~ ~
f (x~ diverge...

Ce théorème résulte pre sque immédiatement de la proposition 15 :

pour n  0 , lim 1 n 03BB(an xn) = 03BB2 >0 y donc ia xn| ~ 0 quand n ~ + ~ ,

pour n0 , lim (1 |n| 03BB(an x"-)) =- À, >0 . donc ja xn| ~ 0 quand n ~ - c..
n-~c. ’~’ 

~ " ~

Si ~x)> - ~ ~ lim (-t~h. B(a~x~)) =-~0 ===> x~)~ + co quand n

décrit une suite -~. - oo .



Le polygone de Newton d’une série de Laurent permet donc de déterminer son.

domaine de convergence. Nous allons maintenant voir. permet de situer ses

zéros.

v

THÉORÈME 16 (SNIREIMAN). - Soient K une extension algébrique complète de Qp ,
une série de Laurent â coefficients dans K , B . B . un c ôté fini de

J ~+~
P(f) , 03BBi la pente de B . B . ’ n. la longueur de la projection sur l’ axe des

3 J J~’~ J
t de B. B.*~ ~ alors :

il existe un polynôme E K~x~ 3 de degré n. , dont les Zéros dans p
sont d’ordre - 03BBj , et une série de Laurent g(x) , à. coefficients dans K ,
ayant même domaine de convergence que f , tel que n’ait aucun côté de pente
~. ~ J

l De plus, cette décomposition est unique si on fixe par exemple P(0) = 1 .

1. - Soient N. et N. + n. les abscisses de B. et B.. s démontrons le
théorème pour N. = 0 , 03BBj = 0 , a.. = 1  Nous ramènerons ensuite le cas général
à celui-là.

Si X == 0 ~ f converge pour jx) = 1 y et a~ = 1 ===> ~.(a ) ~ 0 ~ V n .

+00

Notations~ - Soit h(x) = ~- h x convergente pour jx) = 1 ~ nous poserons
n==.-oo -

Nous appellerons pseudo-polynôme une série de Laurent finie ~(x) que nous écri-
rons

Alors x ~ ~~x~ est un polynôme de degré q - m .



LEMME 16. 1, _ Soient 03C8(x) = 03A3 03C8i xi un pseudo-polynôme, et P(x) = 03A3 bj xj
un polynôme de degré n tel que 1 et ., L e

Alors il existe un pseudo-polynôme et un polynôme.  n..
tels que :

En effet, si m > 0 ~ ceci est le théorème classique de division des polynômes
suivant les puissances décroissantes. 

on a

par division de x~ ~ par P suivant les puissances croissantes, arrêtée à
l’ordre m, où Q~ ~t Ri sont des polynômes tels que et

MO~)~M(~) . 
"

Puis, en divisant R~ par P suivant les puissances décroissantes :

et

Alors

est la décomposition annoncée, en posant

[LEMME 16. 2 0 - Soit 1(x) une série de Laurent à coefficients dans K complet,Si fx> = Px> + gx> , Où, Px> = ao + ai x + ; o + aq |a0| = |aq| = 1 ,



|ai|  1 , et g(x) = H g xn , 1 , alors il existe un polynôme

~~ ~~ : . ~ + a l = ~ ~ j a . i .~ ~ 9 e t une serie-de0 ~ 
-t-03 q 0 q z

Laurent y(x) = 03A3 y xn, B  1 pour et |03B30| = 1 , tels que
-ce 00 

n 4

f(x) = n(x) y(x) , et y a même domaine de convergence que f .

Ce lemme se démontre par récurrence.

Posons

Et supposons qu ’ on ait c onstruit des suite s w . , lJ . , g . , jusqu’à l ’ ordre k
J J J

de telle sorte que :

où est un polynôme de degré q à coefficients ak,j entiers, avec

| ak,j| = ak,q| = 1 ,

est .ni pseudo-polynôme tei que o i = i ,  i pour n 1 0 ,

g,(x) est une série de Laurent, convergente pour À(xl ’ À 0 ,
avec 1

Ceci est vrai pour 

converge pour À(x) = 0 ~ donc ne contient qu’un nombre fini de monômes
dont le coefficient a un ordre £ k -’- 1 , soit donc

est un pseudo-polynôme, 03BB(03C8k)  k , et est une série de Laurent

convergente peur ~, ~x~ -- 0 ~ ~, ( ~ > ’_~ -1- 1 .



Appliquons le lemme 1 à 03C8k et nous obtenons :

~(x) ==P~(x) -R~(x) avec Â(Y~) ~k et X(R~) ~k .

Posons

R . ejt un polynôme de degré q . ~~.1 "~ir~ si 

|a k+1,t| = |ak+1,q| = 1 ,

(p, . est un pseudo-polynôme et 03BB(03C6k+1 - 03C6k)  k , donc si k > 0 ,
= = ~- et 0 , q ,

gk+1 est série de Laurent, convergente comme h, pour Â(x) = 0 , et

Il est ~lors clair que:, K 

P. converge vers un polynôme n(x) vérifiant les conditions de l’énoncé,

g. converge vers 0 ~

(p~ converge vers une série de Laurent y ? convergente pour == 0 ~ car

03BB(03B3 - 03C6k) > k , et telle que Î = 1 et |03B3n| t 1 pour n ~ 0 ,
f(X) =-: P(X) g(X) en tant que séries formelle s o

’ 

II reste à montrer que y a même domaine de convergence que f . On a



Or, y(x) converge pour X(x) = - v ==> fini, si v

n’est pas une pente asynptntique de y , alors

Donc f(x) converge lorsque y(x) converge.

D’autre part, soit .- -~ tel que f(x) converge pour -B.(x) = - ~ ~ alors
03BB(fn)  03BDn + ,  fini. Soit ’ tel que ce’   , et 03BB(03B3i)  i03BD + ce’
pour i=0 , 1 ~ ... y q-l ,

On a

~Y~) ~inf(~(f~) , X(Y~) , ... , ~(Y~_q)) . supposons ~(y~) ~k + u’

pour 

-’. ~ , ~(n -. 1) + ~ , ... , -~(n - q) + ~’) o

Donc si ~0~ on a

La partie entière de y(x) converge donc à l’extérieur de x) = 1 dans le
même domaine que f, or ~ ./ é converge pour jxf ~1 , donc pour ixt 
f et g ont même domaine de convergence.

De même,

Soit ’ tel que 03BB(fn+q’)  n03BD + ’ , 03BB(03B3i)  03BDi + p’ pour i=0,l,...,q-l.
Si 03BD > 0 , supposons que 03BB(03B3k)  03BDk +  pour n+ 1  k  q - 1 , alors



et 03A3 ’y xn converge en même temps que f pour x  1 . la partie entière
de 03B3 converge que soit x , x) 1 9 donc y et f ont même domaine
de convergence, et le lemme est démontrée

[LEMME 16.3. - Soient une série de Laurent et son polygone de 
Soit v un nombre réel ne soit pas la pente d’un côté du polygone P f
et tel que converge ~x~ _ ~. y~ ~ alors, si x E ~ x = - v ,

Ï 
~ " 

p

sur ce cercle~
Supposons existe n et n~ n n’ i par exemple, tels que

alors on a

Or An et An’ gon t sur P(f) car

a]-ors P(f) aura:!:!, 1;m côté de pente v , ce qui est contraire à l ’hypothèse. Donc
il eJi,s t,s a.i,i pl .;.: s un =.; tel que ( a ) Î Ô’ ( = M ( 1 x ) ) , et il en existe un puisque



cet indice, alors

Or si f n’est pas 0 , donc :

COROLLAIRE.. - f n’ a aucun zéro dans p sur le cercle ~~ x) = - v si 

nia aucun côté de pente v o 
.

Nous sommes maintenant en mesure d’achever la démonstration du théorème : la

série y(x) n’a aucun zéro sur le cercle À(x) = 0 ~ donc TI et y so nt uniques,
car, si Rf et y~ satisfaisaient au lemme, avec I~~~) ~ ni (0) ^ ~ ~, f(x).
aurait, dans Q sur le cercle jx) =1 ~ les zéros de il et ceux-à seulement,
puisque f = ~~ ~x) . ‘ 0 ~ jx) .~ 1 q et de même ceux de Th et ceux-là seule-

ment, du fait que f = n’ y~ ~ 0 si ) x! ~ ~ $ ce qui est absurde si
03A0 ~ 03A0’ . Or le lemme 2, avec unicité de n et 03B3 , est exactement le théorème 15

dans le cas Z o 
’

2~ - Posons .

où r est un nombre algébrique sur K ~ et tel que ~~r~ ~ ~,. ~ Soit K’ = K(r) .
J

f2(y) est à coefficients dans K’ , son polygone de Newton a un côté de pente
0 de longueur n. commençant au point ~0 ~ 0~ ~ donc il existe P~ et gz
tels f2 (y) = P2 (y) g2 (y) , P z et g2 étant déterminés de façon unique.

P2(Y) polynôme de degré n a, dans ~ , toutes ses racines sur le cercle
|x| = 1 . S oient alors 

on a

f =Pg .



P et g sont à coefficients dans le polygone de Newton de g n’a aucun

côté de pente 03BBi (celui de g2 n’a aucun côté de pente 0 ) et les zéros de

sont sur le cercle 03BB(x) = - 03BB(r) = - 03BBi , de plus g a. même

domaine de convergence que f ( g ayant môme domaine que f2 ). Une telle
décomposition f = Pg est donc nécessairement- unique.,,-. puisque déterminée par les

zéros de f sur le cercle = - 

supposons qu e les coefficients de P et g , qui sont dans K’ , ne soient

pas tous dans h . Soient j~~ ~ ~ p ~ a. , Il 
ID 

les corps conjugués de K’

par rapport à I1 Î P .. et gi conjugués de P et g , alors on a aussi

f = P, z g. ~. qui cona~.tions r~~~: et il existe i ~ ~ tel que

P. ~ P ou gi ! ~; ; ., ceci est absurde ~’~ cause de l’unici,té, P et g sont

à coefficients dans K et le théorème est démontré.

de COROLLAIRE 1. - Dans l a clôture algébrique p de Qp , les zéros série

de Laurent f(x) à coefficients dans une extension K de intérieurs à la

couronne de convergence, sont sitv.és sur les cercles 03BB(x) = - où est

pente d ’un côté fini dta polygone de Newton de f , et ce sont les zéros du

polynôme P(x) intervenant dans la dé omposition de 0160nirelman de f »

[ COROLLAIRE 2. - Soit f(x; une série de Laurent non nulle, convergente pour

b , f(x) n’a, dans 03A9p , qu’un nombre de zéros Ç tels que

a  |03BE|  b .

[
COROLLAIRE 3. - Soit f(x) = 03A3 a xn série de Laurent telle 0 ;

) _~ 
r~ n 

. 0

si le corps h est complet algébriquement clos, les valeurs prises par r(x)
forment un ou formée;

Soit a E f(:X:) - a a même couronne D de convergence que f a

- Supposons f(x) ~ a quel que soit x E D , alors le polygone de Newton de

f ( x) ~: a aucun côté finit) Soit a ~ tel que 1 >,, alors le polygone
de :Newton de f(x) - a’ , n’a a fortiori aucun côté fini, et r(x) ~ a’ , V x ~ D .

» Supposo:n.s f(x) - a ait des zéros dans D , alar s son polygone de Newton
a un côté fini au moins, et a fortiori celui de f(x) - a’ t aussi poux 

Inégalités de Cauchy pour une série de Laurent.

[THÉORÈME 17. " Soit f(x) = 03A3 a n x une série an ~ K , et soit



.r tel que f(x) converge pouh x ~ 03A9p , |x| = r ,

Si M(r) = sup ( 1 rn) , alors ~ x ~ 03A9p tel que 

1° sz n pa 1a poute d ’un côté do P (f) , on a

2° si - log r i>..i ?.éi pente d’un côté de J.J(f) ,

Î i(x) ) 1 prend toute ";:alear Q" + Ù $ y $ Î.l(r) , lorsque x OE Q , jx) = r s

Le (1°) est le lemme 16.3.

(2°) = Soit 1 = P(x) g(x) la décomposition de 0160nirelman de f relative au côté
de pente - log r  Supposons r  1 en faisant éventuellement une homothétie
dans 03A9p . Alors FÎ,r> = ’ x’ = i ; ’ gx> ’ 1 = >ier> ° Ii suffit
don.c de montrer que ) P(x) 1 pour ) x) = 1 , toute valeur y , 0 « 03B3  1 .

~~~~ ~ ~ ’"’ ~ ~ ’ ° ° ’~’ ~n et ~p ~~~ ~Î ~ ~ et

|03B1| = y  l’équation P ( Jz) , , 1 = 1’ ; :.i macines sur le cercle |x| = 1 de Q .
. 

+m
COROLLAIRE (Théorème de Riemann). - Si f(x) = L a Ô est une série de

Laurent convergente pour 0  | x| p  R , et si pour ces valeurs Îfl(x) ) 1 est

borné, f(x) est une série enti re.

Soit en ei"°£’1 R > ri 
.:.. 

> .  i > r 
n 

> ; .  , r - 0 , uine suite de nombres tels
que - log rn ne soit pas la pente d ’un côté de P(£) , et soit 1,1 tel que
) f(X) Î 5 î’l 0  i XÎ % R al.crs quels que soient n et n , ) a i M ,n m
en particulier soit n > 0 ,

donc

C. Applications aux séries entières.,
Les séries entières sont des cas particuliers de séries de Laurent. De plus

on n, pour les fonctions entières, le théorème suivant.



THÉORÈME 18. Produit de Weierstrass. - Soit f(X) une série entière e K[[X]]
qui ne soit pas un polynôme~ convergente quel que soit x e 0 p alors il existe

une suite P (x) de polynômes de K[X] ~ tels que P (0) = 1 ~ les racines de

Pn dans 03A9p ont un module rn , 0  r1  ...  rn  ... et rn ~ + ~ avec n ,

converge vers f(x) quel que soit x ~ Q .

Réciproquement un tel produit définit une fonction entière.

Soit a x le premier monôme non nul de f , f(x) = a, x g(x) oa g est

une fonction entière telle que g(0) == 1 c

Soit ?L la pente du premier côté de P(g) ~ il existe P. tel que g == P. g. ~
Pi (0) = 1 , les racines de P. ayant le module r. = p , g1 , ayant m6me

rayon de convergence que g , est aussi une fonction entière, gi (0) = 1 , et

g~ n’a aucun zéro de module ~ On construit ainsi par récurrence ~o« ~P
satisfaisant aux conditions de l’ énoncé, avec r. = p B ~ pente du k-ième

côté de P(g) , et tels que g(x) =P~(x) P~(x) ... gk (x) avec g~(C) = 0 ,

g. étant une fonction entière dont le polygone de Newton a son premier côté de

pente B. i * Alors~ si

donc quand 

de plus soient 03BEn,1 , ... , 03BEn,03BD les racines de on a

x~



et le produit

où |03BEj|  |03BEj+1| et |03BEj| ~ + ~ avec j est convergent quel qu.e soit x ,

vers f(x) .

Il est que réciproquement un tel produit définit une fonction entière.

[COROLLAIRE 1. - Soient (2 un corps value complet algébriquement clos, et f(x)
une fonction entière sur il qui ne soit pas un polynôme. Alors quel que soit
a E 0 , lléquation f(x) = a a une infinité dénombrable de solutionsc

En effet f(x) - a satisfait au théorème 18, et chaque polynôme P, (x) a toutes

ses racines dans ~

[COROLLAIRE 2. (LIOUVILLE) . - Soit f (i ) une fonction entière sur 03A9 complet
et algébriquement clos, s’il existe a tel que f (x) ~ a ~ V f(x)
est une constante.

En effet f(x) est nécessairement un polynôme d ’après le corollaire 1 , soit

n son degré, a n racines dans 0, donc n ~ 0 :,

Ce corollaire est voisin du théorème de Liouville, mais plus fort. 
’

Série de Taylor de 1/f(x) .

PROPOSITION 16. - Soient f(x) une série entière, telle que 0 , et

- log R la pente du premier côté du polygone de Newton de f. Alors la sérieformelle F(x) = 1 f(x) a pour rayon de convergence R «

Supposons f(0) = 1 , et Dosons f(x) = 1 - 03C6(x) , 03C6 (x) = 03A3 a 
n x ,

Soit r 1 = X  1 (car le polygone de Newton de (p
est strictement au-dessus de celui de f ~ au moins pour 0 ~ r  ~ ~ s alors



converge, donc aussi

(ces deux séries formelles étant identiques).

Soit r > R , tel que - log r ne soit pas la pente d’un côté de P(f) ~ alors
pour x~ = r , ~cp (x) ~ ~ ~, > 1 et F(x) diverge.

V. Prolongement analytique. ,

Nous avons déjà remarquée à propos du théorème 11, que la méthode de Weierstrass

utilisée dans le plan complexe pour le prolongement analytique, ne permet pas de
prolonger une fonction analytique dans un corps value non archimédien. Nous uti-
liserons ici des suites uniformément convergentes de fractions rationnelles. Pour
l’étude de ces suites nous avons besoin de quelques propriétés plus fines des
séries de Laurento

Inégalités de Cauchy.

PROPOSITION 17. -.Soit Q un corps value complet, c ontenan.t ~ ~ et tel qu’il
existe une infinité d’entiers k tel que l’équation x - 1 =0 ait k racines

dans Q (par exemple (2 = (2 ). Soit
P

une série de Laurent convergente pour x) = r , et s’il existe x ~ Q

tel que x’ = r , soit

- Si ~~ ~ ~ p ~ cette proposition découle du théorème 17.
- Si - log r n’est pas la pente d’un côté du polygone P~~~ ~ la proposition

résulte du (1°) du théorème 17.



- Si - log r est la pente d’un côte de P(f) y soit a ë Q tel que f(a) = r,
et soit peQ tel que |03B2| =M(r) , alors

c onverge pour = 1 , on a 1Ï ~ 1 ~ = 1 , et il suffit de montrer que sig

converge pour x ~ ~ 1 avec 1 , et si À= 0 est la pente d’un côté
de p(g) ,

Ceci revient encore à montrer que si ~g ~,~ ~ ~ b n , et s’il existe au moinsn

deux indices tels que |gn| = 1 , M (1) = 1 . Il est clair qu’alors M (1)  1 .n g g

Soit

est un pseudo-polynôme tel que |03B3i| = 0 ou 1 , et h(x) une série de Laurent
J

telle que ~(h) ~ r~ > O ~ il existe au moins deux indices j tels 

on a ( 1 i = 1 ~  1 . Si nous montrons que M03B3(1) = 1 nous aurons démontré~h p~l Y s

que M ( 1 ~ ~ ~. ~

g

Soit k > s - m , (k s p) = 1 , telle q ue 1 = 0 ait k racines 03BEi E 03A9 .

Alors, pour j fixé,

donc , quelque soit j , m  j  s , soit j tel que |03B3j| = 1 , alors

et la proposition est démontrée.



Remarquons pour un nombre fini d ~ indices n seulement, donc

pour un nombre fini d’indices n seulement 0

[Définition. - D ans la suite 03A9 désignera toujours un corps vérifiant les hypo-
thèses de la proposition 17.

[THÉORÈME 19 (WEIERSTRASS) . - Soit dans un corps 03A9 une suite de séries de
Laurent

toutes convergentes pour R’ .~ ~ jx} ~: R.

Si f n(x) converge uniformément par rapport à x , pour R’  |x|  R vers
une fonction f(x) , alors est la somme d’une série de Laurent convergente
pour R~ r  jxj  R ~

f n,m ~ ~ ~1 or s

Soit alors r ‘, : v  r  R ~ converge uniformément en x y on a
pour n ~ m ~ N~E~ 9

Donc, pour j fixé, a est une suite de Cauchy, soit a, sa limite. Pour
n ~N(s) , ~



limite uniforme de fonctions continues, est continue, donc il-existe

M tel que Î ~ ~r pour R ~  jx) ~ R , soit >~ ~ , alors pour 

Alors )a J pour n  N(~) , ~ j et 
n~ !

~ ’. , ! pour tout j et tout r~ ~

J
la série de Laurent (p(x) == ~a. x~ converge donc pour R’jxj dans

ce domaine, pour n  N(~) ,

Valeur absolue d’une fraction rationnelle. 
’

Commençons par étudier la valeur absolue d’un polynôme.

Soit

à a_ x" associons, dans le plan des (a ,y), adroite D.: y == jp + log ja.J . Alors,
pour log|x| = 03C1 , log|aj xj| = y , le point (y , p) décrivant D. lorsque

J J
p varier

et on a égalité si ce maximum n’est atteint que pour un seul indice. L’intersec-
tion des demi-plans y  j03C1 + limités par les D. pour 0  j  s ,
est limitée par une courbe polygonale, convexe~ y == ~ (p) / B ,continue, croissante,
convexe et linéaire par morceaux.



Soient .. Q ’ p les abscisses des sommets de cette courbe. Nous les appel-
lerons valeurs exceptionnelles de p .

Alors

Si a E 0 est un zéro de P ~ on a donc nécessairement = p. pour un

indice j o On peut obtenir le même résultat différemment : supposons que S~ soit
un corps de décomposition de P ~ alors

Scit (p) la fonction pour P = x - a ~ Alors



Et si on a

Donc, pour 03C1 ~ log |03B1i| et log| x| = p , on a

Donc les sommets de ont pour abscisses les valeurs p~, ~ ! ... ~ p h de

et le nombre de zéros de P , tels que log|x| = 03C1i , est la différence

des pentes des côtés ayant une extrémité commune dtabscisse p..

Soit maintenant f(x) = Q(x) P(x) une fraction rationnelle ; P et Q étant de

de s polynômes, soient

03C1j , j = 1 , ... , h les valeurs exceptionnelles pour P(x)

03C1’i , i = 1 , ... , k le s valeurs exc epti onne lle s pour Q(x) .



Posons

f(03C1) est une fonction continue de 03C1 , linéaire par intervalles, convexe pour

P.~ P~ P... Alors~ == P ~

- si 03C1 ~ 03C1j et 03C1 ~ 03C1’j , V i , j , log)f(x)) = f(03C1) , V x e C p

- si p = p. , P ~ P! . V i , inf (logjf(x)!) = f(03C1) ,
x~C

- si 03C1 = 03C1’i , 03C1 ~ 03C1j , ~ j , sup (log|f(x)|) 
= f(03C1) ,

x~C
- s’il existe i et j tels que p; -*- = 03C1j , on ne peut rien dire sur jf(x)) o

Pour l’ étude des fractions rationnelles, il sera donc intéressant de considérer

des domaines ne comprenant pas les cercles log|x| = p! ou 03C1j .

Définitions.

Ensemble ultra-ouvert en a ’. - Soit D un ensemble de Q ~ comprenant au
moins deux points, si a e D , D est dit ultra-ouvert en a si, V b e D ,
b ~ a , les points y ~ D situés dans le disque jy - a|  |b - a| sont sur un

nombre fini de cercles )y - a) = r ~ où r~ jb - a) c

[Ensembles quasi-connexes. - D est dit quasi-connexe s’il est non vide et ultra-

ouvert en chacun de points.

Un ensemble quasi-connexe est ouverte car si a e D et si r. est le plus

petit des cercles de centre a rencontrant le compl émentaire de D ~ le disque
ouvert jx - a)  r. est contenu dans D c

Si D et D’ 1 sont quasi-connexes, eb ~ D n D: , D ~ D’ est quasi-

connexe.

En effet si a e D et D~’ ~ il existe r ~ 0 tel que }x - a[  r ===> 

donc D n D’ contient au moins deux points, et il est clair qu’il est quasi-
connexe c

PROPOSITION 18. - Soit E un ensemble tel que, quels que soient a e E et

b e E , il existe un nombre fini d’ensembles quasi-connexes D1 , ... , D tels

que D. c E , D. n Dj+1 ne soit pas vide, a ~ D1, b ~ Dn . Alors E est quasi-
connexe.

Posons a0 = a , a choisissons a. e D. n D.. pour j ~ n . Si



donc, en échangeant éventuellement les rôles de a et b ; il existe ak , k /, n ,
tcl a ) = r,iax(a, . - j a) , et le disque |y - a) ’  ) b - a) est con-tenu
d,ans Îy - y - fi_ ) o On procède alors par induction sur n , ce qui mon-tre
qi,;e É e st quasi-connexe .

Point à 1 ’ infini . - Soit Q ’ o’btenu pa.r adjoaction à Q d ? v.n "point à 
ayant les propriétés usuelles :

x + b> = iJ , xjw = 03C9 si x qÉ 0 , = 1 si x = 0 , )W ) 1 = + co 
,

un voisinage fermé de W étant un cercle )x) % à de cen-tre w *

THÉORÈME 20. - Soit x’ = 2 (x) = 03B1x + 03B2 03B3x + 03B4 une transformation homographique non
d égénérée de Q ’ , et soit D ’ = 1 (à ) le transformé de D par 1 v Si D e s-tquasi-connexe, D’ l’est aussi.

Si 2(x) = 03B1x + p ; c ’est évident.. Il suffit donc de ?-e démontrer pour 2(x) r-= § 
Soit x’ tel que )r? - a. " ) = r’ , a’ ?Ô o , 1 ’ = a ,, alors 

"

a .

Soient a’ , b’ CD’ , a =~-, et, ~. =b eD , et soit y’ ~D , av-c
jy - a’| = r’  jb’ - a’) . Nous allons montrer que 0’ ne peut prendre qu’un
nombre fini de valeurs~ excluons )b’ t -. Et! 1 , et soit v = ~ ~ Djy- . ~ -. a~! 

, 

= r’  jb’ - . a’) e Plusieurs cas ’ ?c * présentent : ~ y ’ ’* 

alors r’  |a’| et r = ty - aj = donc r’ n’a qu’un nombre fini de
valeurs.



2° Si |a - b| > |b| ,

si r’  r = ty - al = et r’ n’a qu’un nombre fini de valeurs,

si r~  ja~t , b~ > => ty’) == r , => (y) ==~,
Alors

et D étant ultra-ouvert en b , r’ n’a qu’un nombre fini d,e valeurs. (Remar-

quons que ceci montre qui x? = 1 x ne conserve pa,s la notion d’ultra-ouvert enx
,

a o >

bo b = O j a / 0 ~ a £ W ..

Alors |b’ - a ’| = + ~ ,

Si r ~ > Il , 1 Y ’ 1  r ’ et 1 Y l * jT ~ 
si r ’  a ’ ) , Î y - a ) = y ~ , ~ ’ , = r ù 1 a ) ~  i a ) o

Y . ÉL i

Dans ces deux cas, D ultra-ouvert en b = 0 entraîne qpe rt n’a qu’un nombre
fini de valeurs.

co b = w , a $ O , a / w .

On a alors r’  i a’ ) et ( y - a) = r ’ ) |a|2  a Î et r ’ m.’ a qu ’un nombre fini
de valeurs.

Elément analytique.
[

Définition. - Soit D quasi-connexe, une fonction f(x) définie sur D , est
appelée élément analytiqu.e si 1(x) est limite uniforme sur D d’une suite 1 (x)

n



de fractions rationnelles n’ayant de pôles dans D (nous supposons Q

algébriquement, clos).

Soit E > 0 ~ pour m ~ 

soit m fixé, et D 
c 

la partie de D définie par

alors pour n  N(c) et x E D

et si 
e 

et 

donc D ne dépend que de ï,T ~ ~~ ~ soit de ~ ~ Alors D est aussi la partie
de D définie par 

e 
 ~> ~ 1 > ~ 3 et pour et n on a

Supposons (en effectuant au besoin une translation) que 0 e D ; et soient

Pt  ~  ~ ..  p.  . r o les rayons exceptionnels de D relativement à o j
alors pour p., posons

s’il existe x E D ,
e 

"

Pour ~ 1  e~

Soit 03C1D = sup log|x| , x E D , alors quel que soit 



3 xe D avec log|x| = 03C1 , et f(03C1) est défini.

Si pour p.  P  > - alors est convexe dans cet

intervalle, car si log~  inf f(03C1) , f(03C1) = fn(p) pour et f

est une fraction rationnelle n’ayant pas de pôle dans cette couronne.

Donc, pour p,  P  ou bien = - ou bien est convexe,
continue et bornée et on peut la prolonger à p. et par continuité. Nous

pouvons maintenant démontrer le théorème fondamentale
[

THÉORÈME 21. - Soit f(x) un élément analytique défini dans un domaine quasi-
connexe D « S’il existe un disque ouvert A dans D p tel que f(x) =1 0 ait

une infinité de racines dans A ~ alors f(x) =0 quel que soit x e D .
L

1° f(x) =0~ V effet, supposons (par translation) A centré à

l’ origine j les f (x) n’ont pas de pôle dans 0394 , donc diaprés la proposition
16 (fin du IV) elles admettent un développement de Taylor à 1~origine~ convergent
dans A ~ elles convergent uniformément dans D ; donc dans A ~ vers f , donc
d’après le théorème 19 (de Weierstrass) leur limite f(x) a aussi un développe-
ment en série de Taylor convergeant vers f dans A . Alors, diaprés le corol-
laire 2 du théorème 16 B, 2) f(x) est identiquement nulle dans A .

2° f(x) == 0, V x e A ===> f(x) = 0, V x ~ D , en effet soit

R = {p tels qu’il existe x ~ D , avec log|x| =: p} ,

R est dense sur un segment de la droite réelle (ou sur la demi-droite 0 ~ + ~ ).
x ~ x) est une fonction continue de x ~ f(x) est continue en x pour x ~ 1~ ~

1 est continue en x et == est continue en P
sur R ~ 

S’il existe un segment tel pour P e R n )p. ~ on ait

= - alors f(03C1) = - ~ , V P e R .

C~ Q. F. D~

[

COROLLAIRE. - Soit (p(x) une fonction définie sur un disque ouvert borné M

soit D un domaine quasi-connexe, D D il existe au plus un élé-
ment analytique sur D tel que = tp(x) pour x ~ M o



Remarque. - Les éléments analytiques sur un ensemble quasi-connexe D fondent

un anneau, et si D* est l’ensemble D privé des points tels que f(x) = 0 ,
f étant un élément analytique sur D , 1 f est un élément analytique sur D* .
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