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Séminaire DELANGE-PISOT 401
(Théorie des nombres)
lre année, 1959/60, n° 4

AMAIYSE p-ADIQUE (*)
par Mme Yvette AMICE

I. Corps Qp des nombres p-adiquesa

A, Valeurs absolues de Q . Théoréme d!'Ostrowski.

(Gl

Définiticn. - Une valeur absolue sur un corps K est une fonction lal

valeurs réelles positives, définie V a € K, telle que :

(1) lal =0 <=> a=0,
1(2) |abl = |allb] , V a, bek,
(2) la + bl <lal +]b], V a,bek.

A une valeur absolue sur un corps XK , on peut associer une distance en posant
d(x ’ y) = Iy - xl s la topologie induite par cette distance étant appelée topo-
logie induite par la valeur absolue domnée.

Nous allons chercher toutes les valeurs absolues du corps @ des rationnels.
Il est clair, gréce & l'axiome (2), qu'il suffit de définir |a| pour a e 2¥ ,

ensemble des entiers positifs, pour qu'elle s'étende immédiatement & Q .

THEOREME 1 (OSTROJJSKI). ~ Soit |a| wune valeur absolue définie sur Q s non

identique & 1 sur Q* .

1o S'il existe beZ , b#Ll, tel que |b| <1, alors laj<l, V ac &
et il existe p premier tel que lp] =w< 1,

A

Alors quel que soit ae Z2°, a=p at , Aeiz’

, (&', p) =1, la =,

2° S5'il existe b€ Z tel que |b] >1, il existe o rdel, O<a <1l tel

que lal = a% , V ace€ z* .

* ‘ s1s 2

() ce texte, rédigé par Mme Y. AMICE, en tenant compte des conférences faites
par C. PISOT & Philadelphie, résume et compldte les exposés faits par elle-méme,
par J.~J. PAYAN et par Marc KRASNER dans le cadre du Séminaire Delange-Pisot @
Théorie des nombres, 1959/60.
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Conséquences = I1 résulte de ce théoréme qu'une valeur absolue axr Q est ¢

- soit la valeur absolue triviale : |a] =1 pour & #£0 ’ lal =0 si a=0,
- soit associde & un nombre premier p (1°),
- soit associde & un nombre réel a (2°),

car soit b>1, beZ , si bl gl 1la valeur-absolue est-soit-triviale,

soit du premier type, si Ibl > 1 elle est du second typeo

Démonstration. ~ Remarquons tout d'abord que (1) => Ill =1, On a d'autre
part les propriétés immédiates : '

(i) v an’l', lal] <a,car |al =|la-1+1l|L]a=-1] + 1,

(i) s1 p e Al , tout a € z¥  s'éerit de maniére unique dans le systéme de

base p

h h h+l
&=ag+ 8 ptoee 8 p oL O\<ai<p et p Lax<p o

h
Soit alors v € Z' et av::a(')+...+a.}{1 pv,ona
‘ Y

hv\<hv<(h+ 1)y o
10 ac S'il existe b £ 1 tel que |b] L1l = lal Ll , V ac AR
Soit a:a.o+alb-:'-o.. +ah bh avec O\<ai<b et bh\<a <bh+l S

la] < laol + Iall o] + ... + -gahllb]hs (h+ 1)(p~-1)

h
< Y Y
demémes1a=ao+a]'_b+..o+a}-1vb ,

laY < (b +1)(b=1) (b= 1)L+ 3n+1)]

donc, quel que soit ve Z* 5

1 .V
lal (b =1 (14 vn+ DI = o) => la] cTm (40) =1 .
V400

be 3 p prenier tel que lp[ = w<1', et V qu+ s (g, p) =1 5
lql =1 o L'existence de p résulte de ce que |a|] n'est pas triviale.

. +

Solt qe€2 , (q,p) =1, alors, quel que soit ne 2", (", p) =1

- n
et 3 Ky et KneZ tels que H, P +?\nqn=l s donc lsup+ Iqln, ce qui
serait absurde pour n assez grand si ]ql <1l
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Il est rlors clair que
o

a=p>"a‘I , (@t . p) =1 => lal =

+
208, 3 bezt, |p|>L => la|>1, V afl, ael .
En effet, s'il existe a € Z' tel que |a] g1, (1°,2) = |b/g1l.
be Soit 1 < |bl &b (d‘aprés (i)), posons |b] :bp, 0<pgl, si
1bh’

a:ao"l' ose a}

lal <+ 1)(b-1)[b® g(b-1)(n+1) 6P

et
|2
< ~-1)(h+ 1)
L) s -1
¢~ la méme fagon qutau (1°) ceci entraine que
lal LA 1A +
<(b-1) L+ (h+1)v) V vez ,
B ~N 2 7
a
et que
lal < a[3 c

Soit |al| = a” ;, 0<agl, nous avons montré que a.< B, en échangeant les

rdles de a et b, onen déduit pgLa, donc B=a.

Co Qo Fo Do

r— , \
TIEOREME 2 (E-istence).

1© Scient p un nombre premier et  un nombre réel, 0 <w<l,si aeqQ,
A

e #0 , -csons & = pMa) at , Ma)e Z, a'€ Q ne contenant que des facteurs

premiers différents de p , la fonction

Xa)

la] = w si a #£0 la] =0 si a =0 est une valeur absolue sur Q o
3

1
La topologie induite est indépendante du choix de w , on choisit W =— et

D
la valeur absolue ainsi obtenue est sppelée valeur absolue p-adique de 2 »




20 Soit |al, 1a valeur absolue usuelle sur Q (définie par la] =&,

V ae€2” ), et o un nombre réel, 0<al ; la fonction

lal] = }alcao est une valeur absoluve sur Q .

la topologie induite est indépendante du choix de @ »

10 T1 est clair que |a| satisfait aux axiomes (1) et (2). Vérifions (3).
Si ab(a + b) =0 , (3) est évidemment vérifié.
Si abfa + b) # 0 , posons

_.aa’ - n +
a=p zw, avee a'€Z, a'€e 2

(a? o a®) = (a’ ? p) = {an 9 p) =1

et

b:pp%r,avec bt ez, bt e ZF
(b* , b") = (b* , p) = (b* , p) =1 o
Supposons |a] < |bl , soit o =A(a) ZMb) =B, et M=o =peZ . Alors

B 11 .
B a’® bt p~ + al b’
a+ b=y : E - 5
k oW bo

ou (a"bi , p) =L et al bh pp + e b € 4 , done

| N 1 1
;2 + bl &2y = b = max(lal , || °
WF
Sidegus |a| #[b] , soit p£0, (a'brptravpt,p) =1, et
o+ b] = |b!
(4) la « b] < max(lal . |EF)
o al £1 = lae bl =mmc(lal , 5D

Nous avons démontré (4) et (4') pour ab(a + b) #0 , ils se vérifient trivia-
lement pour ab(a + b) =0 . Il est clair que (4) = (3), nous étudierons

plus loin les propriétés des -raleurc absolves vérifiant (4).

La totologie induite est indépendante de w : an effet une suite de boules de

rayons o, » O centrées en a constitue un systéme fondamental de voisinages de
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a » Or une boule de rayon r et de centre a , pour la métrique.correspondant
log w/log w'

4 W, est une boule de rayon r' =r et de centre a , pour la
log w .
1
métrique correspondant & w' , et 135737 , donc un point a quelconque

posséde un systéme fondamental de voisinages commun aux topologlesdcorrespondanh
3 w et  , ce qui prouve que ces topologies sont_identiques.

20 Tl est clair que laﬁz satisfait & (1) et (2). Vérifions (3).

Il suffit de le montrer pour a>0, b>0, car s1 abgL O,
la + b] < sup(lal_, [6] ) et o+ |2 caump(lall, [00)

dt Otl (3) .

Supposons a > b >0 , alors

)

lal = o , v = e , la+ bl = (a + )% s

et
la + bl l&] + [b] <= (1« ) 1+(__)°‘ pour 0<b<a

ce qui résulte immédiatement des positions relatives de 1 + x* et (L + }c)(Jc
pour 0 < xg< 1l « La démonstration de 1'identité des topologies induites est exac-
tement la mfue, compte tenu de ce gu'une boule de rayon r correspondant a o

a'/a .
est une boule de rayon r' =r correspondant a a' .

I1 résulte de ce théoréme que pour toutes les valeurs absolues du second type,
le complété de G est R, quel aie soit a € )0, 1) , nous allons étudier les
complétés de Q relatifs aux valeurs absolues p-adiques, mais auparavant don-

nons quelques propriétés des valeurs absolues vérifiant (4).

B. Espaces ultramétriques. Corps valués non archimédiens.

1. Espaces ultramétriques.

Définitiords = Un espace métrique E est dit ultramétrique si la distance
a(x , y) wvérifie

(4%) alx , z2) < max(d(x , y) , d(y , 2)) V x,y,z€E .

Nous écrirons EUM pour "espace ultramétrique™.
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{ FROFOSTTION Lo - Soient E , unEM, et x,y, z€ E
d{x , y) £dly , 2) = dlx, z) =max(d(x, y) , 4y , 2)) o

(Enoncé géométrique : dans un EUM-tout triangle. est-isocdle, la base-étant. inféw

rieure ou égale & 1l'un des cdtés.)

En effet, supposons par exemple d(y , z) >d(x, y) , alors

d(x , 2) < mex(d(x , y) , dly , 2)) =d(y , 2)

d(y ’ Z) g max(d(y » X) ? d(X 9 Z)) H

d(y , x) <dly , z2) = daly , s)gdlx, z) = dly, z) =dx, 2)
C. Q. F. D.

PROFOSITION 2. = Dans un EUM, tout point d'un disque (fermé ou ouvert) est cenre
de ce disques

Démontrons~le pour un cercle fermé :

soitb
C={xeBE; d(x, a) Lp}, soit bet, d(b, a) Lp
alors
x €0 => dlx, a)<p => alx, b) <max(d(x, a) , d(b, a)) g p
d(x , b) < p = dix, a),s:max(d(b ,a) ,db,x)Lp = xeC
¢. Q. F. D.

COROLIAIRE. - Dans un EUM, si deux disques ne sont pas disjoints, 1'un est ine
clus dans l'autre.

2. Corps valués r~ archimédiens.

f Déﬁ;nitiogo = Soit [a] une valeur absolue sur un corps K , on dit que Ia{

————"

est non archimédienye, s elle satisfait &

(4) la + b| <max(|a] , |b]) V a,bek .
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Un corps valué non archimédien est un corps muni d'une valeur absolue non
archimédienns. Désormais nous appellerons corps valué un corps valué non archi-
médiens

THEOREME 3. — Dans un corps valué K complet, pour qu'une série-converge il
faut et il suffit que son terme général tende vers zéro.

Soit ug + Uy + ese + U * een , U E K , une série ; on dit évidemment qu'elle

converge, et a pour somme S , si

S,-.n.-:uo+ul+...,+un—>S quand n > + o o

Si S converge,

1
S,,1 =8, =lu | Smx(ls -8 |, [s- S 1) >0 avec - .
. 1

Si !unl - 0 avec = 9

1
lun+un+l+ coe +uml =|Smu-sn_1|\< max lunl >0 avec - R
i

done la suite Sn est une suite de Cauchy, et K étant complet, Sn +S .

Notatione. — Nous noterons [' le sous-groupe multiplicatif de AR:H' image de
K* par a = |a] « T est un¢vs-groupe mltiplicatif, car la] vérifie 1'axiomo

(2).

PROPOSITION 3. = Soit K un corps valué ; la boule-unité de K est un anneau
A dont K est le corps des quctients; A eat appelé amnesudesentiers de K .
Liensemble P .des x € K , tels que [|x| <1 , est un idéal premier de 4 , le

corps k = A/P est appelé corps de& restes de K .

- A={xekK; |x| €1} est un amneau.

Soient x ,yeh, |x|] gl et |yl gl == |x-y] <1, donc A estun
sous=groupe additif de K .

Demfme x ,y€hA => xyehd,car |xy| =|x||ly] <1, donc & estun
anneau.

-~ K est le corps des quotients de A .
Soit xeK,si |xl€l, xeh,si | >1, |2lgl ot zch.

- P est un sous~grovpe additif, car
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xl<1, Jyl<1 = |x=-y] <1 ;

c‘cst de plus un idéal de A car si xe€edh , yeP, lX.Y\ = IXHYl <1l.,

C'est un idéal premier, car, si x,yeh, xyeP, y¢g P, alors

lyl <1 et |yl €1 => |yl =1
lxyl <1l et ‘y‘ =1 => lxl <1
donc x €P .

[ PROPOSITION 4. ~ Les idéaux de A& sont les boules de rayon <1 et P,
~Soit B={xek, |x|l<p<i} (resp. |x| <p'&1),

x,yeB => |x-y| <mx(|x]| , |y]) <p (respe < p')
xeB, yeh = |xy|<L|x|] = xyeB .

~Soit B unidéalde A, V xe€B, |x{<1l.

Soit p=sup || , 84 p=0, B ={0}, supposons p #0 3

- s'il exist:EBbeB tel que |bl =p , |x|<p, V xeB; soit x tel que
x| < p, alors si y:%; |y|\<l,lyeA et x=ybe B, de plus p<l

car sinar |b| =1 => |%|=1 => €A => 1€B => B=4Aj;

-~ s'il n*existe aucun b € B tel que ]b] =P, IXI <p, V xeBj soit y
tel que |y| <p, il existe y' € B tel que |y| < ly'| <p, alors %;-GA

et y:%’.,.y’eBn

PROPOSITION 5» ~ Si I' est discret dans R , les idéaux de A sont les puise
sances P® de P (n >0) .

Si I est discret dans R , F={d'} @ w<i et nez.

Soient B 1'idéal ix]\<p<l et n tel que wn\<p<wn.'l (n >0)

n—l

(respe B 1'idéal |x| <p<Ll et n tel que W <pgw (n>0)) 3

alors x €K, |x|] gp (resp. |x| <p <=> xeck, [x]gd <=> xek,
| x| <wn+1 et P={xeK; |x|\<w},alors B=pP",

PROPOSITION 6. -~ Si T est discret, toute boule est & la fic ouverte et fermée,
t K est totalement discoutinu.
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1
Soit B 1la boule fermée |x - al Lp,et soit n tel que mn\< p < R Sl
. ’ n , n=l
B est aussi la boule fermée |x - al < w et la boule ouverte | % -al <.u .

' +1 n
De méme si B est ouverte : |x = al <p et n tel que o Lp<w ,
B est la boule fermée |x - al u}“'l et la boule ouverte |x - al < o .

Alors tout -point de K ayant un systéme fondamental de voisinages 3 la fois

ouverts et fermés, K est totalement discontinu.

PROPOSITION 7, = Soit U={xe K |x| =1}, U est l'ensemble des unités
ou éléments inversibles de A , c'est un sous-groupe multiplicatif de k¥ ., Si
de plus I' est discret, K' est isomorphe & U x T .

nel <=> |ul =1 <> |u g1 et l.{ll-i\<l <=> ueh et éeﬁ .

Il est clair que U est un sous-groupe multiplicatif.

Si I est discret, soit n €K tel que |n] = w, et soit M= {7}, T
est isomorphe & ' , et si xe K, |[x] =up, x=mu od ueU etcette
décomposition est unique.

PROPOSITION 8, - Si I' est discret et k fini, de caractéristique p , toute
boule fermée (resp. ouverte) de rayon r est recouverte par p Dboules disjointes
fermées (resps. ouvertes) de rayon wr ,

- r=1. A est recouvert par les p classes modulo P , q ~-tdes boules
disjointes fermées de rayon w, et P (lx] < 1) est recouvert par les p

classes modulo P2 qui sont p boules ouvertes disjointes de rayon w .

- r#Ll .S0it n défini par w <Lr < J-t , soit |x -a|l <r (resp. <7r)
la boule domnée, et y = 5 “(x - &) » l'application x -y envoie biunivoquement
la boule donnde sur A fresp. P ), et les images réciproques des p boales
ly -~ ail Lw (respe <w) (=1, 4so , p) sont p boules disjointes
|x =~ a - & ail < g+t (respe < hp"'l) , Soit |x ma - A ail L wr (resps < ur)e

[ PROPOSITION 9. = 81 T est diseret et k fini, K est localement compact.

I1 suffit de montrer que A est compact. Soit M wune partie Infinie de 4 ,
My ees Mp la partition de M aivant les p classes modulo P , 1l'un au
moins des M:]L est infini, soit Ml s choisissons m; e Ml’ s construisons ainsi
une suite de parties infinies de M, Mo> Ml S eeed M L., telles que M*
soit conteru dans ume classe modulo PV » €t choisissons & chaque fois

mneMn’ mn;émp pour p <n , alors pour q et n>n;, lmn-mql\<w
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et la suite m est de Cauchy.,

Remarque. ~ Soit X un corps valué non archimédien de caractéristique O, il
contient un sous—corps isomorphe & Q et la valeur-absolue induite sur Q par
celle de K est nécessairement de premidre-espéce, -dans un-corps-valué, on a_donc
toujours |n| <1 powr ne? .

Ce Corps Qp des nombres p-adiques.

Définition. - Soient p wun nombre premier et |X[p la valeur absolue p-adique
de Q@ . Lo complété de Q pour cette valeur absolue est un corps appelé corps
Qp des nombres p-adiques.

Le complété de Q est le quotient de l'ensemble £ des suites (an) y 8 € Q,
qui sont des .=""es de Cauchy, par la relation (an) N (bn) <=> lan - bnjp -» 0

avec L
_I'i' *

L'ensemble 4 , muni de 1'addition et de la multiplication terme 3 terms s est

un anneau (vérification immédiate). Dans A » l'ensemble I des ciites équivalentes

by

& 0, est un idéal premier de 4 :

C'est un idéal, car si (an) € L est borné car lan - aml < & pour

» ‘e‘nip

n,n3n, => ianlp \<su.p(lan”l , 8 , YV n >0, - Alors si (an e I,

3

U
(bn) eI, (an) - (bn) = (an - bn) € i car

2, = B

. 1
n'p \<SL:.p(|anlp s ibn]p) > lan e bnlp +0 avee =

et (an) eI, (bn) €ed => 3 M tel que lbnl <M., Y n, alors

pN ?
lan bnlp \<M|an]p et tend vers zéro aves -}% .
I est premier. Si (bn) eh, (bn) €1,
bl +pAC qamd nose

np

et méme

lbn]p = f pour n 21, .
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En effet V ¢, 3 n; tel que n,m>n, = ibn-bmlpss,et

n>n, => {bn]p\< sup(lbnolp , €) « 51 Y g, ]bnolpé £, lbnlp +0 , done

si lbnlp’é'o , = n, tel que lbnolp>a , alors pour n>,:aD

Soit done (bn) eh, (bn) g1, et n, tel que, pour n >ng, i'bnlp = BAO .
Si (an).(bn) eI,

la bl -0 s
n n'p
or, pour n >n,

oy, Pl =2l

avec B# 0, donc
(an) el .

Soit (an) €4,

(brP N (an) <> (bn - an) eI ,

done le complété de Q est le quotient A/I = Qp que la structure d'anneau de

A munit d'une structure de corps.
[ THEOREME 4, - Si (a) € &,

@) = lin ol

définit sur Qp une valeur absolue non archimédienne prolongeant celle de Q .

[(a)] = 1im la_|_ est une fonction définie sur Q : en effet, si
np 11 -k 00 P p
(a, = bn) eI,

Ian ~ bnlp -0 avec _11; ,
done
1im lanlp = lim Ibnlp .

N-tco N-rtco
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C'est une valeur absolue non archimédienne : soient a € Qp , be Qp , ab #0,
(an) €A et (bn) € A des représentants de a et b 3 n et n, tels que

n>n = lani et n>n => lbnlp:lblp» a

D = !a]p
En appliquant les-axiomes (2) et (4) a a et b, on obtient
iab]p = lan bnlp = Ianlp Ibnlp = lalp Iblp pour nzmn; et nxn
et
la+ o =a + Byl p s mex(rayl Byl ) = mex(lal 5 |5])

pour nzn, n, et n, tel que ]an+bnlp=|a+blp peur n zng si
a+b#£0,

Si (a + b)(ab) = 0 , on vérifie trivialement (R) et (4).

Soit de plus a e Qp ’ ialp =0, (a)) €A unreprésentent de a , alers
la] =0 <= 1lim Ja | =0 <« (.)€ I <> a=0 .
Ip Noybeo nlp n

Cette valeur absolue prolonge celle de Q : Q est canoniquement plongé dans
Q p B identifiant & a € Q la classe dans A de la suite a, =2, Y n,
dont la valeur absolue dans Qp eat

lin |a | =|a] .
noteo 2P p
Remarquons que le groupe I' des valeurs prises par les valeurs absolues de
X € Q: est le groupe des puilssances pn s NeZ,
r £y
THEOREME 5. - Soit Ap ={x e Q3 |x]|
unité) de Qp « Z est dense dans Ap .

p < 1} 1'anneau des entiers (boule=-

Q est dense dans Qp . Soit A ={xeQ; lxlp <1} la boule-unité de Q |
il est clair que A est dense dans Ap o Montrons que Z est dense dars A ,
Il evffit pour cela de montrer que V x€A et V ne 2¥ s 3 %, €2 tel que
1 . u
|x-xni< ;ﬁ. Soit dome x =z ek,

(u,v):l et l%‘pSl => (V,p):l o
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(v,p):l:.—:>3aer,O\<aO<p-l s

aq unique, tel que u =-vay =uyp, Uy € Z o Alors

Y

_ 0 u l 1
"aO+Tp et ;;""al lv -5

<le

De méme il existe a; € Z , u(lj \<2al <p=-1l, a ounique, te} que Uy ~Va; =W D,

v . ] 2

uleZ etv=a0+alp+~f?-p , soit X =ag+a by [-‘-r--x1|<-§.

Supposcns quion ait construit X, =8gta Pt oeee +a, p , 0L a;, <Py
tel que

%"xnlp:lungl n+l‘P<}§ﬁ’ Uyt € 4 '
Alors il existe &l unique, 0K 8,1 <P tel que
Unel ~8ne1 VS Upp Py Upp €2 ’
et si Xopl =% * A pn+l ’
7 =aly = lun:?“ pn+2lp < ;ﬁln- .

Nous avons donc ccnstruit une suite X, € Z ,telle que |---x fp\ ——T

n+l ,u 1 , s .
Remarquons que 0K X <P , et == xnlp \<;‘n—+T détermine la suite X, de

' fagon unique puisque, si x! +vérifie aussi ces conditions,
? n

n+l
)

! £ — 1 = — - ] .
e Ip ——-1-—->x x} =0 (mod p > x =X

n

"~ COROLIAIRE. Développement de Hensels - Soit x e Ap , 11 existe une suite unique
8o 5 see 2 B 5 soe anez y O\<a;n<p-l telle que

n
x=a0+alp+...+anp‘+...

I1 ert clair que la série ci-dessus est convergente quels que soient les a, € 4,
car

n, 1
ianp lp\<;1-’l- .
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Soient x €A et n un entier positif, 7 étant dense dans-‘--Ap , il-existe

p
un entier Ty tel aque lx - ynlp\<-—m .
p

Soit Tp =X, * Z, pn+1 , O\<xn <pn+l s %, € Z o« Alors

1
| - x| g max(x -y |, lyn-xnlp)\<;rm‘ ’

et, comme nous l'avons remarqué ci-dessus X, est le seul entier tel que

1
% = x| S

n+l
0 s Xn < P ®
Scit x entier, 0L x < n+2 tel que |x~%x_ ,] < L Alors
T ol » VS Fpa 5P q n+l'p N pn~:-2 *
1 s _ n+l
lXn+l - anp \<pn+I el = %y mod (p™ ) *

. 3 _ n+l n+l n+d
Soit Xpol TX v 2 P , 0L x, <p et 0Lx <p => 0\<an+l<p,n

Liynicité de x_ et x .. entraine celle de a , et ona
n n+l nyl

. n
X =1lim X =a. 4+ eee + 3 P + ooc
n 0 n
N-ytoo

’ Z
Consécuence. -~ Le ¢ -ps des restes d est le corps e
[ A P °s de Qp L )
Soit en effet x = ag +t 8 P+ eee A, pn + sso le développement de Hensel de
A = - N
p

x€U <> ao;éo

x€P <&=>ay=0 ’

ile systeme O , 1, o.o , p=1 de valeurs de &g représente donc les classes
modulo » dans A , si on le munit des opérations usuelles de -é-)- o

Nous avors remarqué que le groupe I de Q; est le groupe des pn , 11 est
dors discret, k é&tant de plus fini, toutes les propriétés démontrées 3ans B

sont valables pour Qp et, en particulier :

- Qp est totalement discontimu, localement compact, isomorphe & T' x U,
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1
toute boule est recouverte par p boules de méme nature, de rayon 3 r , de plus
par construction Qp est complet.

Remarque. — L'idéal P est 1'idéal principal (p) ; et tout idéal de A est
P N n
un idéal principal (p ) .

. . n
Nous avons remarqué que i X =&y + &) P+ ee0 + 8 D + ooe
x €P <> a, =0 °

donc

-l
x€P <> p xedh o

Valuation de Qp .

I1 est commode d'utiliser une notation différente de ]xlp quoique équivalente.

Définition. - Si x € Qp , X#0, onpose Alx) =~ logp x|, Ax) est
appelé valuation de x , ou ordre de x . On convient de poser K(O) =4 o,

Remarquons que, pour a € Q , la fonction Ai(a) ici définie est la méme que
celle qui fut définie au théoréme 2, 1%,

Lorsque x parcourt Qp s, Mx) parcomrt 2 . Cette valuation vérifie les
axiomes

[(21) AMab) = Ma) A(b)
(4m) Ma + b) > min(Na) , Ab))
_(l') AMx) =+ @ <=> x=0 o

On peut définir les corps valués non archimédiens par la valuation vérifiant
les axiomes ci-dessus et en déduire la valeur absolue, les deux définitions étant
équivalentes.

Propriétés immédiates :

- XGAP <=> Azx) >0,
- X€P <= Ax)>21!,

- Jx-algr = AMx-a)z-logr;
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. . 1
- soit w € Q  une suite, u -0 avec = <=> A(un) ++® avec n j

- soit a £0, p-)\(a) a € U, d'ol, quel que it a e.Qp s un. développement
de Hensel unique

O\<ai<p,avec ai.-:O pour i < Ma) .

II. Extensions algébriques de Qp .

Notations. - Nous appellerons Q la cloture algébrique de Q& , q) = T1'Z-ﬂ‘ 1e
corps des restes de Q_ 3 K désignera généralement une extension algébrique
finie de Q_ 3 nous montrerons que K se munit canoniguement d‘une structure de

corps valué prolongeant celle de Qp s et noterors k son corps des restes.

Nl

[ Définition. - Soient x e Qp ot P(x) =x" + 8y X ¥ ces ta P(x) € Qp[x]

le polynSme irréductible unitaire qui lui est associé, on pose

lep = Ian]l/n = valeur absolue de x et Ax) :_%l ),(an) = ordre de X s

Pour montrer que |xip et A(x) sont une valevr zbsclus et un ordre cur Qp 9

il nous faut passer par les extensions finies.

Rappels sur lec extensions algébrigues finies d'vn corps commutatif k .

Soit K > k une extension de degré n de k .

Soit Wy , ees W, ~une base de K sur k . &1 a=a ) + ecs a W € K,

a, € k , soient

CL(A)l = all, (A)l + 012 (A)Z T eee (Xln b&l

a W, + + O W
w2 V2 coe o Yn

et A= (Oti.) la matrice du tableau ainsi formé. Si Plx) = det(XxI -4) (I ma-
trice unltég s On sait que P(@) =0 . On appelle =i~~~ de o dans K le nombre
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N(a) =det A = (- 1) 2(0) ]
On sait que
N(@)N(B) = N(ap) .

L'équation P(x) = O est appelde Squation normals-de o -dans K , elle est
indépendante de.la base W; , ses , W choisie.

IEME, - Soicnt a € %, o(x) le polyndme unitaire irréductible cqui lui est
associé, alors

P(x) =<p(x)f ou f est un entier >1 .

Soient n le degréde XK, 4 celuide ¢ , il est clair que d&n
-S81i d=n, P(x) étant unitaire, de méme degré que ¢ , et multiple de ¢
(puisque P(@) =0), P=¢p et £=1, '

-5i d<n, d divise n car alors, soit k(a) 1'extension de k par a,

k ck(@) cK, et K est algébrique et de degré §= sur k(o) .

Soient

G 5 cos 5@y Une base de k(a) sur k

e, ’,." s 8, une fase de K sur k(a) .

L

I-e Sy'S'téme W = q, e. 9 i =1 g ®ce o d Iy j =1 g oe° o f forme une base
r J
de K sur k j supposons qu'ils soient rangés dans l'ordre lexicogrophique des

couples (j , 1) , c'estd-dire w, =a, 6, , W, =, 6, , ete.

Soient A la matrice associée & O pour la base O ees a et B 1la matrice

associée & O dans K pour la base W ... w e On a

A O O ‘..b

0 A O ..e
B =

0O . A

o . ‘A

en notant dans le tableau de B les carrés "3 - 4" par un seul signe. Alors
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P(x) = det(xI - B) = [det(xI - &)1F = [9(x)]* o

THEOREVE 6. - Soit K une extension de degré r de Q , 81 a €K,
1) i IN(a)l L/n est la fonction ialp définie 01—dessus dans Qp 0

801t en effet 9(x) de degré d le polyndme unitaire irréductible de a ,

l
la valeur absolue définie dans Qp est Ial = ]@(O)l /a,
Or
N(a) ("" l)n P(O) 5
et
d
PG = [T/ = W@ = le@2%
done
O R PO TR
P b
Nous allons maintenant montrer que, dens K , cette |a|_ est une valeur

absolue, il est clair qu'elle vérifie (1) et (2). Pour démontrer (4), il nous
fau, le trés important lemme de Hensel s

IEMME de Hensel. -~ Soient f(x) €A [x] et f(x) e a4 [x] sa classe modulo p -
Si f = goh o [x] et ne [x] sont premlers entre eux, il existe
g(x) € Ap[x] , g e.g et h(x) e Ap[x] , heh , tels que

f’—:gch e

P

Nous representerons £, ,'E par des polyndmes £* 5 g* 5 h* e Zlx] et tels
qe dg.f” =dg.f, £ =g b .omma (g, n"
quiun polynme P =0 (mod p) , P € Ap[x] , si chacun de ses coefficients est

dans 1'idéal (p™) .

%* 0g |

i

1 (mod p) « Nous dirons

Nous allons construire deux suites de polynSmes

gl "—‘g*:,gz s ®30 ,gn) coe ,gnEAp[X]

et

*
hl =h 9 oee o h 9 B0 hne A-p[X] 2

n
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tclles que
(¢ e = =
€y ™ Spul = 0 (mod p~ )
hn - hn_l =0 (mod p )
() ((g, s b)) =1 (mod p)
n
fn-gnhnEO (mod p )
dge (f - g, hn) <dg f .
En ajoutant g, = x hy =ay si f=a, %" + os» 4 les conditions (¢) sont
réalisées pour n =1 ¢

Supposons quon ait construit deux telles suites jusqufd l'ordre n , et soit

f-g h
_ n n . g
ﬂPn(X) .....gﬁ.___ s tpnkx) € Ap[x_; et dg (pn(x) <dg f .

Alors il existe un(x) et vn(x) € Ap[x] tels que

<
dg u, dg & 2
dz v, <dg hn )
et
u hn v, 8 = gon(x) (rod p) »
Posons
- . n o 2] s his n
Bnel =8y T U Tt by =hy + v, P »
on a
) n .+l
gn,!_l hn+l = gn hn P Y mcd(p )
Gaonc
n+l

f- 8l hn+l = 0 mod(p P
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h

n+l) <dgf

dg(f - 8nsl

81 =8 (modp) et h ., =h) (mdp) = (g1 5 Bpyy) =1 medp

et les conditions (c) sont réalisdes & llordre n + 1 .

Les polynfmes g, et hn sont de degré fixe, donc ils convergent vers-des
polynbmes g et h e Ap[X] de méme dezré ( Qp complet) et tels que f = gh .

COROLIAIRE. - Si f£(x) =z + a; 2 s a  est irréductible,

nlp\<l => lailp\<l pour i=1, see yn=1 o

1

Supposons que mjn(?\(ai)) =~ A <0, et soit a; le coefficient de plus
1 0
haut indice tel que )\(ai ) ==X, i Zn o

0
p(x) = £(x) € 4 [x]
et

5 Dl
o(x) :pxxn +ay Mt ay P x Ok ees s 2, p™ 3

?\.(ai) > - A
dong

K(ai p;\)>0 et a, p}\e (p) .

De plus, &; = a; p)' est une unité, donc
0

ne=i

_ P 1o
o(x) = x (eo+alx+o..+ai0x ) (mod p) ; a, € Ap o

Scient

n'-lo

i
g (x) =x 0

E 3
et h(x)_so+alx+...+aiox
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on a

(g, v =1
car Isol =1 et n- i, #0 , d'od en appliquant.le lemme de Hensel
o(x) =g(x) B(x) ot £=v"glx) )  z,neAlx]
ce qui est absurde pulsque { est irréductible. Done

. . l .
m;n(}\(ai) >0, et lailp\<

THEOREME 7. - Soit K une extension de degré n de Qp o La fonetion

‘a|p=‘N(°‘)|;/np a €K ,

définit une valeur abcolue aur K prolongeant celle de Q’o o

-

Si ace Qp , N@) =d et \oclp = ‘an‘;/n est bien la valeur absolue usuelle

sur Q, a
P

Nous avons remarqué ¢u’il suffit de démontrer que (4) est vérifié, soit
@) e sl s mextlal , 1p1)

Pour o , B =0 c'est évident. Suppocons [alp > |ﬁ|p , 11 suffit de montrer

we [L+ul g1 8t jul <t

- \
iu‘p\gl <> |N(u)lp\<l
Soit
P(x) = =2 + uy el coo + U = [(p(x):?n/d
ar o(x) =x" + Vi X 4 see + vy st le polynSme uniteire irréductible de u .

ol ) €1 <=> [u => |v

np\<l d1p

¢(x) étant irréductible, et gréce au corollaire ci~dessus, ceci entraine que
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0(x) € AP[XJ )

done

P(x) e Ap[x] .

Soit x=y -1, alors

e

Ny-1)=Q@)€AJﬂ

or Q sstlepolyndme normal d¢ 1 + u , donc N(L +u) e Ap et |1+ u\p<§ Lo

COROLIATIRE., ~ La fonction lep définie pour X € C% est une valeur absolue

non archimédienne sur Qp y €0 AMx) une valuation, ellesprolongent celles de

on

En effet, pour démontrer une relation entre les valeurs absolues d'un nombre
fini d'éléments de Q_ , il suffit de considérer une extension finie K de Qp
contenant ces éléments, et de démontrer le relation cherchée dans K . Les axiomes
des valeurs absolues étant satisfaits par lxlp dans toute ewtension finie de
Q_ le sont donc aussi dens Q_« On démontre que ce sont les seules valeur abso-

Ilue et valuation sur Qp prolongeant celles de Qp .

THEOREME 8. — Soit K une extension séparable de degré n de Qp , le corps
des restes de K a pf ¢léments ou f|n , et K est localement compact et

complet.

On peut démontrer sans utiliser le corps des restes,que X est localement com=
pact et complet, en effet : K é&tant métrique et séparé, Q_ est complet non
discret, or (BOURBAKI : Espaces vectoriels topologiques, I, § 2, n° 3, théoréme 2)
"tout EVT séparé E , de dimension finie n , sur un corps valué k complet non
discret, est isomorphe a x" ", Donc K est isomorphe 3 QR , et comme produit
fini d'espaces localement compacts complets, il est localemgnt compact et complet.

Le corps des restes est cependant intéressant en lui-m8me et nous allons démon-
trer le lemme suivant.

IEMME. - Soit A 1'anneau des entiers de K (au sens du I, § B, 2, proposi-
tion 3), clest aussi

~ 1l'ensemble des entiers algébriques sur Ap appartenant 2 X .
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l - un A-p-mod:le de dimension n sur Ap .

x€eA <=> Ax) 20 < N(x)EAp => x entier sur A

comme nous l'avons vu dans-la démonstration du théoréme 7.

x entier sur AP => N(x) eAp =>. AMx) >0 => xel .

Il est clair que A est un Ap—module., Nous allons montrer que s
"Il existe une base w; , eco , w de k qui est une base de A en tant que
module sur Ap ", '

51 w]_.pwo,wn est une base de k , W, eh,
=2 € — .
Y=4Y; wi avec Yi Ap => y€A

Soit A(W) = det(Tr(wi wj)) le discriminant de la base W .

Si welA®, Alw €A_, choisissons une base w telle que [A(w)lp soit
maximm parmi les |A(w) p des bases w EA;1 , et soit yeA, y#0,

Y=a; W o+ oeeeta W s
supposons  a; #0 , alors
w!:'(alwl’“é:>6°'yw)
est encore une base de k € A;' et
a a 2
1 3-2 nee n
01 0 ©
Awt) =A(w) x 1 =& MY .
0] ‘%
1

Or lA(w‘)lp\< lA(w)Ip d'aprés le choix de w => Iafl Ll, a€ Ap .

I résulte de ce lemme que le corps des restes de K est 2 pf éléments, car 3
soit ® 1°4déal |x| <1 de A, pef, 1'iddal principal engendré par p
dans A , soit ™M € P, or (I, § B, 2, proposition 5) pA est une puissance
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¢° de P . L'existence de la base de A /A montre qu'il y a p classes
modulo pA dans A , donc p n/e = pf classes modulo ® . On sait alors par la

proposition 9 que K est localement compact.

Relations entre les extensions finies de Q et celles de Qp .

Soit P(x) € Q[x] irréductible définissant une extension séparable Q(6) -de -

Q , et soit p premier fixé, P(x) € Qp[x] .

Soit

X
P(x) = I P.(x)
=L

ol P (x) € Q [x] sa décomposition en facteurs irréductibles de Q [x] . Pour
i# 3 s Py Pj s sinon P ne serait pas premier & sa dérivée. Soit 6, une
racine de P. dans Qp ’

l/si
leilp = IPi(O)I si s = dg.Py .

Soit NQ(G) =1t P(0) 1la norme de O relativement a Q .

NQ(G) = jI_T_ P.(0)

@ =1 et
1\‘ e = i 9. 2
L@, jr_n:l | 1lp
Si Pez[x], PieAp[x] et [eilpsl, Vi, V p.Si (NQ(G)yp)zl,

Ieilp =1 « Done :

PROPOSITION 10s = Soit © un entier algébrique sur Q . Quel que soit le nombre
premier p c'est un entier sur Q 3 side plus p est premier & MQ(G) , ©
est une unité algébrique sur Qp

Cldture algébrique Qp de Qp .

Qp n'est pas complet, cependant son complété est algébriquement clos, ce qui
permet de disposer d'un surcorps valué complet algébriquement clos de Qp .
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IEME de Krasnere = Soit % un corps valué non archimédien, Q sa fermeture

algébrique, xe€ Q , et x=1x , Xy 5 eee 5 X, 868 conjugués distincts.

Soit y €Q , tel que |x -y| < Ixi-yl , 1i>2 , alors si x est séparable
sur £, x€k(y) .

L

Soient en effet x =xX; , eoe , X les conjugués distincts de x par rapport

i q
a f(Y):
]y-xi_l=ly~xl pour 1 <Jj<Lq ’
J
done
q=1 et x e iy) o

-

THEOREME 9, = Soit f(x) € #[{x] irréductible séparable de degré n ,

n .
flx) = 2 f. x’
j=t

et soit

n N
g(x)=.i gj x? ’ gnfn?éo
j=

il existe une constante m ne dépendant que de f telle que

sup |g

L=l n => gx)
3 j

J

est irréductible, sépereble, et définit la méme extension de ¥ que f .

Soit yeQ, g(y) =0, solent X , oee, x, les racines de f .

£(y) = f (y - x,) et suplg, - £l <m => [£(x)| gmlsup(® , [y[M] -
j=L J j J J

Pour m assez petit, ceci entrafine

l£(n)| <[§§§; ey =1 = 3 3 telawe ly-x | <lny -xl, 544
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jfio == lY"Xj|$ max(ly-xiol [} ‘Xio"le)
et

- Xl = N - X > |T - X, .
by =gl = by =gl > Jy - |

En appliquant le lemme précédent, on en déduit x; € t(y) , donc t(y) est
0

de degré n , contient f(xi ) également de degré n , et
0

t(y) = t(x, ) .
o)
Ce G» Fo Da

COROLLAIRE, - Soient Qp la clbture algébrique de Q‘p et Qp son complété.

A
Qp est algébriquement clos.

501’0 en effet f£(x) € a [x] irréductible séparable et de degré n 3 tout
g€ Q [x] de Jlegré n et assez voisin de f est irréductible et séparable
ChOlSlSSOHS un tel g dans Q [x 4 3 il est irréductible donc de degré 1 , et
f est de degré n . D'autre par‘b l'application x - X" est un homéomorphisme
de Qp , 11 se prolonge par continuité 61) , done '?2p est parfaits Il en ré-
sulte que ﬁp est algébriquement clos.

Remarque sur les unités d'une oxtension finie de Qp .

" Soit 1N une unité d'un corps K de degré n sur Qp « Alors quel qie soit
€ >0, il existe m tel que inm—llp <e.,

Soit W , eee, W une base de A sur Ap o
= W, see U . .
n=a; W o+ +a W ou a € Ap ‘

Quel que soit h entier 20,
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1 .
Soit M un entier tel que — < &, les systemes (ahl y see g ahh) ntont que

S

P
D veleurs possibles modulo pM , 11 existe donc deux valeuwrs h et h+m,

M N
O\<h<h+m\<pnM,telles Qe nh"m-qhzo (mod p) , d'ol

n_4] <e .
In lp

(On peu'b choisir M tel que e <"'M-'-'-1' , alors pM <

m<£- tel que |n" -ll <eg )P
el

Wb}

et il existe m,

III, Fonctions analytiques. Fonctions usuelles.

A, Séries entiéres et fonctions analytiques.

THROREME 10 (827 70), = Soient K un corps valué complet, K[[X]] 1'anneau

des séries formelles sur K ; si

£(x) = 2 anx e K[[X]] , et %:1—1-1; |a 'l/n

’
n=0 N+ oo n

£(x) converge pour |x| <R et diverge pour |x| >R .

En effet, la aondition nécessaire et suffisante pour que f(x) converge est que

lim [anllxln =0 (théoréme 3) .
N+ oo
Pour n assez grand, lani \<-(--—]l-—)-ﬁ , donc pour lxl <R =g
R~c¢

—_— n
lin |a_||x|®< lim .R__._lx‘ =0
n-oteo O \n—n-co - €

et f converge pour |x| <R .

Il existe une infinité de n tels que la| >—

oo donc pour |x| >R+ e ,

1im la_|1x™ > lim ( Ix| ) =+ o

n-»o N B+

et f diverge pour |x| >R.
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COROLIAIRE, - f£(x) = 2 a_ x° comverge pour

nFp n
Ma,)
AMx) > w = lim (= = )
N-+oo
et diverge pour
)\.(X) <w .

=

Remarques - S'il existe a € K, tel que |a| =R et que f(a) converge, alors -
| f converge V x e K tel que le =R .

1
Si f(a) converge, IanHaln»O avec %, done ]aonln—)O avec — lorsque

IX\_ = lal ‘= R .

THEOREME 11 (de translation). - Soient f£(X) = 2 a, x® ¢ ¥[[X]] et D son

disque de convergence, et soit « €D , alors g(Y¥) = £(¥ + a) a pour disque de

convergence le disque Y € D , qui est aussi le disque X €D .

50 = 3 aéo SR RSP G RN

o B
Or
(Il’l;ll;.n.)E yA ,
done
1" st .
. _h s o /m+n ny ,
Soit W, = (Z(n)am-!-na)’
‘uml\< z;g l8‘m«|—n”°‘l.n IYIm °
Soit r = sup(la| , |¥]) ,
m+n

l r .

lu | < :;g la 0
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Done si ye€D,
| | >0 avec L 9
m n

et g(y) converge. Soit y € D' le disque-de-convergence de g{y).,-nous-venons
de montrer que D' DD, en échangeant g et f ona D =D' . Orsi a€ D le
disque de centre a translaté @ disque D de centre 0 est D Ilui-méme (pro~

position 2).

Conséquences - Soit f(x) 1la fonction somme de f(X) pour x €D ; d'apres le
théoréme précédent, il est mpossible de prolonger f(x) hors de D par trans-
lation.

Définitions - Soient D un disque de K et £(x) wune fonction définie sur D
4 valeurs dans K , f(x) est dite analyt =5 ¢iv 1 el, en tout point o €D ,
il existe une série entiére en x ~ o dont la somme coincide avec £ dans un
yoisinage de O o

THEOREME 12, - La somme d'ure série entidre f(x) convergente dans le disque D

PSt analytique dans D o

71 rmésulte immédiatement du théoréme 11,

/ \
[ THEOREME 13, =~ Une fonction analytique dans D est continue en tout point de D .
Il suffit de montrer qu'une série entiére convergente est continue & 1'origina.

Soit f(x) = 2 a_ x" convergente pour |x| <r -

n>0

Pour |x| <1

[3
P4

1£x) = aglg Ixde] 2 o @7 ]
n.

car
-1 -1 -1
| 2 a x| < oup la||x|"" < sup(la | ") =¥ ’
n> n>l n>l

fini pulsque f converge pour IX] =T .

[ COROLIAIRE lo - Les zéros d'une série entiére non nulle sont isolés.

Soit o un zéro de f(x) et soit
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m
vV Y .

2 n
m3L
v

5i f n'est pas nulle, g non plus, soit k le prémier coefficient non mul

gly) =f(y +a) =

de g : alors
g(y) = ¥ (v, + hy))

ot h(y) € K[[y]] a méme rayon de convergenco que f et g, avec h(0) =0,
h étant continue & 1'origine, |h(y)| g z-lv | pour |yl g<n , alors, pour

lY1\<n ’

le@)| = Iy* Iv | £0 pour y #£0 .

COROLLAIRE 2. = Si K est localement compact, une série entiére non nulle n'a
Lqu’un nombre fini de zéros dans un disque fermé de K .
Soit en effet D un disque fermé dans lequel f(x) & une infinité de zéros, ces

zéros ont un point d'accumlation a € D (D compact, K complet). Alors, par
continmuité en o , f(a) =0 et a est un zéro non isolé de £ donc f est

nille,

B> Fonctions usuelles,

n
Soit expX = 2 L.,

nd

PROPOSITION 11. Exponentielle. - Soit K une extension finie ou non de Qp 9
1
dans K 3 exp X converge pour A(x) > et diverge pour Alx) < °
ge p ()————-I- ge p ()--—1-p

Sa somme est appelée fonction exponentlelleo

Montrons que

1
W = lim(" ?\.(—T)%) :F-}:T e

Mnt) = E—u + E_ZJ + oee + [u_J + oes o0 [x] désigne 1a partie entiére de x
P

=[E) (3] 4 vee + [B) st pPgm <™
p P
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h
et pour n=p ,
A(nl) = n...l .

Done

.ln—l 1
lm-—Xn):l____lm p-.L:p—l

1
Il reste 3 montrer que exp X diverge pour A(x) = =5=T > stil existe x € K

tel que X(X) = -p—é_T e

Or si A(x) ='§‘.1?T , et pour n = ph ’

Xn)__ n Il"‘l__. L 7{ oo
M?{f Tp=I p=TI" + ’

donc exp x diverges

1
PROPOSITION 12, ~ Pour MA(x) > T=T

Mexp x = 1) = Nx) .

En effet
. n=-1 _ 1 . _ 1
I;:/Lﬁn(nk(x) - An!)) > g(n?\(x) - 1) = 5T 2 (A (x) -I-D—:T) > Mx) o
Done
Mew x - 1) = nin(Ep) = A = A6
n>L

“

F Remarque. = Si deux des quantités exp x , exp y , exp(x + y) sont définies,
la troisiéme 1l'est aussi et elles vérifient

(exp x) (exp y) = exp(x + y) ;

L

en effet, la boule A(x) > ——__T est un sous-groupe additif de K o De plus les
séries formelles exp X , exp ¥ , exp(X + Y) vérifient 1'identitd ci-dessus,

donc si ces trois séries convergent, leur somme la vérifie aussi.
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- n
PROPOSITION 13. Logarithme. = Ia série 2 (- 1)™ Z_ converge pour A(x)-> 0
n2l
et diverge pour A(x) £ 0, sa somme est appelée logarithme de 1 + x

(log(l + x)) « Lorsque A(x) >F"£'T s

exp(log(l + x)) = x o

On a
0g )\(n)\%f’-g—r-l- avec AMn) =0 si (n, p) =1
et
A(n) =-:]]'_-g§-_—g si n:ph .
Done

0= lin(- 21/8)y - o

et 1la série logarithme converge pour MA(x) >0 » De plus

AMlog(l + x)) > min(n Mx) - AMn)) > min(nA(x) - %35_3
né) n>,0 -40g P
soit
AMlog(l + x)) > m::_n(p A(x) - h) s
h>0
h . . h~1 1 .
or p - h atteint fon minimum pour hp A =1 ; pour Mx) > ——r ce mini-

1
mum est atteint une sewle fois pour h =0 et vaut x) > alors
e P Mx) > =—
exp(log(l + x)) = x « Nous étudierons plus loin & ltaide du polygdne de Newton,

les valeurs prises par A{log(l + x))

FRQPOSITION 14. Fonctlon puissance a* . - Soient ae K, AMa-1)>0,
et x tel que Mx) > "“‘T - Mlog a) e2lors a* = exp(x log a) est définie,
et si AMy) > -..__._1. )\.(log a) »

<
ax aJ = ax*y
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-

COROLIAIRE. - Si A(a - 1) > E__lf_r , & est défini quel qie soit x ,

lx|< 1.

Application.
THEOREME 14 (MAHIER [Voir la bibliographie 3 la fin de llexposé]. = Soit R(z)
une fraction rationnelle dont les ccefficients sont des nombres algébriquec (sur

Q ). Supposons que
400
R(z) = > w ot
n=0 2

gsoit la série de Taylor de R 2 1l'origine. S'il y a une infinité d’indices n
tels que W= 0, les n tels que W, o= 0 sont, sauf peut=-8tre un nombre fini
d'entre eux, les termes d'un nombre fini de progressions arithmétiques de méme

raisona.

1
Soient en effet 1/, , ous , /o, les pdles de R(z) , z~ eayant la multi-
plicité v, . Ona *
i
V., -1

r u2 i pot

_ i i i
R(Z) - r(Z) + .Z —-—-———-——-—-'.T)—- i DT + o0 *+ mi——z-’-

i=l i ) i
L - oy z) (1 ¢, 7]

o r(z) est un polyndme de degré ng =1

Or
n _ i‘mp (k +n=1).0a(n+ 1) & 0
(1 - az)”  n=0 v
Donc pour n>,nO s, On a
$op(m) o
W= P (n
n r:l - r

ol Pr(n) est un polynfme en n de degré v, -1
R{z) est & coefficients algébriques, et les Pr(n) aussie

Soit a€ Z tel que aty =Y, 5 eee ad, =Y, U Yy oeee Y, ¢ont des entlers
algébriqies. Posons

s
n
n n ril Pr(n) Yo



" ©0
R (z) = 2 v 22 ,
n=0 &

alors R¥(z) ~ R(az) est un polyndme.

Soient maintenant p un nombre-premier fixé, premier-a N(y;) , «vv , N(y.) ,

et K une extension finie de Qp contenant Yy 5 soe Yr s qui sont 3

unités de X dfaprés la proposition 10,

Nous avons montré qu'il existe des entiers positifs M 5 e0e 5 M tels que

mi 1
My ™ = 1) > =T 3

soit m un multiple commun de M oy oeee y W, alors

1
nl)>——.——Tp- pO‘U_I' i:l’aco:,r

r
C h
fh(x) = i%l Pi(mx + h) ' v

wlone, pour h=0,1, 460 , m= 1, un développement en série entidre

~ comvergent pour x € K | IX]p\< Lo

g fh(l: = ok pour mk + h ;no donc, pour l'une au moins des valeurs de
h, fh(x) a ure infinité de zéros tels que ixlp\< 1 , done fh(x) est identi-

cquement nulle dans A .
ng = h
2oit alors ko =1 =[

] 3 pour k;ko on a

W

mk_‘_hzopdonc vmk+h=0 pour k>/k0 s

et ccel est vrai pour chaque valeur de h pour laquelle fh(k.) a une infinité

de zéros,

Remardg_g_o - Soit R(z) =-§%—§_%_ tel que dg P<dg Q . Alors ngy = 0.

Soit S une racine primitive m-idme de 1 .

Soit Q7 (z™) =Q(2):Q(Sz) ... Q(Sm"1 z) , et soit

.

P*(Z) = P(Z) cQISZ) ace Q(Sm-l Z) ’ R(Z) =':E:'("Z‘?‘ .
Q" (z)
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Alore
* *, my n
P(z) =Q%(Z™) 2 w_ =z ,
n=0 *
% d n
ot w, =0 lorsque n=h (mod m) « Donc si P (z) = 2 c, % s Cp =0 pour
- n=0

n=h (mod m) « Alors

P*(z) + 5 P*(Sz) 4 oeo * S-(m"l)h P*(Sm"l z) =0

et

R(z) + s~ R(Sz) + e.c + S"'(m"l)h R(Sm"l z) = 0

entrainent que, si a est un pble de R(z) , il existe w.. p8le P de R(z) tel

que

B=9" a s - #£0 (mod m) o

e Polygones de Ne -ton. Séries de Laurent.

A, Définitions.

Scient K une extension algébrique finie ou n~n de Qp , A son anneau des

entiers,

¥

. . . n . n -
Point représentatif de a x . -Soit a x , a £0, a €X , un mondme

ne€ 2z, de signe qlelconque), On convient de représenter ce mondme dans le plan

G e ——

(
des (t , y) par le point A t=n, y=+ logp lan\p = - K(an) .

1 r

+ co
’ . » 0 3 n
Ensemble représentatif d'une série de Laurent. - Soit f(x) = 2 a, % ume
fg b o]
série de Laurent,- a, € K 3 l'ensemble F des points représentant les mondmes non

E?ils de F est appelé ensemble représentatif de f »

e

Polygone de Newton de f . - Le polygone de Newton P(f) de f est l'enveloppe

linférieure convexe de F (éventuellement réduite & y = ~ o si K(an) - = o

H
i?pand In| 4+ . ud y=+w si £=0).
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Remarques. - Pour une partie finie de F
comprise entre les abscisses - N et + N',
1'enveloppe inférieure convexe est la réunion
d'une ligne polygonale convexe finie, dont
les sommets sont des points de F , et de
deux demi-droites d'abscisses + N' et -~ N .

Le polygone de Newton de F , qui est l'enve- %

v

loppe inférieure de ces lignes polygonales, - : -
. . Ll N + 1
est donc tel que toutes ses parties finies

sont des lignes polygonales dont les sommets

sont des points de F .

Supposons que P(f) ne soit ni y =+ ni y =~ o, et soit B, Ila pente
du cdté de P(f) qui rencontre les droites t=n et t=n+ 1 o 51 & = 0

pour m>n, p =+ etsi & =0 pour mLn, p ==~

On appelle pentes asymptotiques v <v, de P(f) les nombres

vy = Limop
lnl—-)-imo

et

| 1| ++oo

Puisque, si P(f) est y =+ « , on convient que V=t @, Vv, =+ w, et si

P(f) est y = = on convient que V; =V, ==, ona aussi

Py < Hyr pour ngn! >
vy = lim Ky et Vo = 1im B .
Nde=co n-»oco

Soit Ky 1a pente d'un cdté de P(f) , y = By b+ my 1'équation de son sup~
port, alors h(an) Zny +m;, ¥V on,etilexiste n, 2i+1l et n] i tels
>\ = n. . . :—" H 1 .
que (ani) ng py o+ m et X(ani) nf py o+ my

—_ Ma ) Ma. )
[ PROPOSITION 15, = v, =~ linm Moy et v, = Lim L
N—m0o -
N4 0
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Ala) m,
Si n>0, 2 ZHy tog-, et il existe n, 21+ s pour Jequel on a éga~
1ité, donc
K(an)
lim > Hy quel que soit 1 ’
Do
dfol
Ala )
Lim ZVa .
Nyt

Do plus, pour i >0, Mg S & fixé , done

done

or

2

dfol

K(an)
— e Pe =

n N

B!H?

et il existe ni~$ i pour lequel on a égalité. Donc

— AMa_)
lim -2
N0

L - Hy quel que =it i e




Soit
— ?\(an)
i n \< lm (_ Hl) - - '\)l .
Tmmee |1]-+1-co
De méme
?x(aLn:!L ) mi m,
=00 i Jsemco + A=
d'ocu
— Ma)
1im S =ay .
-0

B. Application aux séries de lLaurent.

p

THEOREME 1 5. =~ Soient v, ¢l V, les pentes asymptotiques du polygone de
Newton de la série de Laurent

Sy n

2

£(x) = a, X .

N0

Si =, < AMx) < - V) s f(x) converge, et si =~ v, < AMx) ou - vy > Ax) ,

f(x) diverge.

Ce théoreme résulte presque immédiatement de la proposition 15
Soit A(x) == v, A >0 et A(x) ==V, + A, A <O,

Ma. ) Ma.)
Ma, x7) = nMx) « Ma) =n(h, +- zn - %) =n(A + in - ;)

. 1
pour n >0, lim Iq-)»(«.f:tn:cn):}\z >0 , donc ianxn]eO quand n -+ «,

N-<tco
. 1 nyy _ n |
pour n <0, ii(mx(anx))_-xl>09donc lanxleO quand N - - o

81 A > = v, ln (e May ¥) ==2 <0 => la, P+ + = quend n

N-pwco

décrit une suite o= « .
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. 1
Si )\.(X)<~'\)2, 3._1_1"1_ [_ﬁ.?\(anxn)]=7\2<o = lanxn‘—}.*.oo quand
N 00

N = + 0 4

Ie polygone de Newton d'une série de Laurent permet donc de déteminer son
domaine de convergence. Nous allons maintenant voir qu'il permet de situer ses
ZEros.

\'%
THEOREME 16 (SNIREIMAN), - Soient K une extension algébrique compléte de Qp ’
f(x) une série de Laurent & coefficients dans X , Bj Bj+l un cdté fini de
P(f) , >\j la pente de Bj Bj+1 s By la longueur de la projection sur 1'axe des

t de Bj Bj+l , alors

il existe un polyntme P(x) e K[x] , dc degré ns dont les zéros dans Qp
sont d'ordre - ?\j y et une série de Laurent g(x) , & coefficients dans X ,
ayant méme domaine de convergence que f , tel que P(g) n'ait aucun cdté de pente
23 , et 1'on a

£(x) = P(x) g(x) .

De plus, cette décomposition est unique si on fixe par exemple P(0) =1 ,

e

le -~ Soient Nj et Nj + nj les abscisses de Bj_ et Bj+l 5 démontrons le
théoréme pour Nj =0, )\j =0, ay

& celui-~la, J

a,. =1 . Nous raménerons ensuite le cas général

Si Kj=0, f comverge pour |x| =1 , et aO:l => A(an)>,0, V n.

.too
Notationss = Soit h(x) = 2 h X" convergente pour |x| =1 , nous poserons
N=mo0
M(h) = sup(|h |) et A(n) = inf(Mh ) = AQM(h)) c
n n

Nous appellerons pseudo-polyndme une série de Laurent finie Lp(x) que nous écri-
rons
q -
i
\p(x)::z Yy X avec q{nq;q;éo .

i=m

Alors x ™ Y(x) est un polyndme de degré g - m .
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d . n
IEME 16, 1. = Soient Y(x) = 2 by x* un pseudo-polyntme, et P(x) = 2 bj x3
i=m j=0
un polyndme de degré n tel que lbol = lbnl =1 et Ibil L1l

Alors il existe un pseudo-polyndme ¢{x)- et un polyndme R(x)—de-degré- <n..
tels que :

P(x) = P(x) o(x) + R(x)
avece

Mlp) <MY et MN(R) < M(Y) .

En effet, si m >0 , ceci est le théoréme olassique de division des polyndmes

suivant les puissances décroissantes.

Si m<0, ona
x ™ y(x) = P(x) Q (x) + x ¢ Ry (%)

\

par division de x y par P suivant les puissances croissantes, arrftée &
l'ordre m , od Q; ot R, sont des polynmes tels que MQ;) € M(Y) et
M(R,) < M(Y) .

Puis, en divisant R, par P suivant les puissances décroissantes :
R (x) = P(x) Q,Z(A) +R(x) , avec dgR<n
et M(Q.Z)\g M(Rl) et M(R) L M(Rl) .
Alors
Wx) = P(x)[Q (%) + x " Qy(x)] + R(x)
est 1a décomposition annoncée, en posant

o(x) = Q (x) + x ™ Q.z(x) .

IEMME 16s 2. = Soit f(x) une série de Laurent & coefficients dans K complet,
si f(X) = P(X) + g(X) ’ ou P(X) =a0 + al X + 200 + aq Xq Py iaol = ‘aq‘ =1 ’



4.-41

]ai|\< 1, et g(x) = 2 &n <2 , OU Ign] <1l , alors il-existe un-polyndme

Tl==00

n(x) = O *+ oy X+ oces b x? | Iaol = iaqi =1, jotii L1, et une série de

Laurent y(x) =2 Y, =, iYnl <1l pour n#£0 et iyol = l., tels que
= OO

£(x) = n(x) y(x) , et y a méme domaine-de-convergence -que £ o

A

Ce lemme se-démontre-par.récurrences

Posons
L{)O:lp PO=1+Xq’ gOzf(x)-(l+x"‘)
Py = L, Pl = P(x) s 8 & g(x) e

Et supposons qu'on ait construit des svites tpj s Pu y 8. , Jusqu'a l'ordre k

377
de telle sorte que :

£(x) =, (x) P x) + g (x)

ou Pk(x) est un polyndme de degré q & coefficients & 3 entiers, avec
»

oy, | =gl =1 |

gok(x:‘ est un psendo-polynfme tel que l(pk O‘ =1, i(pk nl <1l pour n#£0 »
’ Ly
g.{(x) est une série de Laurent. convergente pour A(x) =0 ,

avec @
7\.((91{ - “Pk-—l) >k -1

A(Pk- >k -1

Po1)

Mg >k

Ceci est vrai pour k =1 .

gk(x) converge pour Ax) =0 ; donc ne contient qu'un nombre fini de monbmes
dont le coefficient a un ordre <k + ! , soit done

g (x) = ¢ (x) + 1 (x)

ol \pk(x) est un pseudo-polyndme, 7\(¢k) >k , et hk(x) est une série de Laurent
convergente pcur A(x) =0 , th) >k+ 1,
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Appliquons le lemme 1 & Yy et Pk , nous obtenons :
1pk(x) = Pk(x) yk(x) + Rk(x) avec X(yk) >k et ?\(Rk) >k .

Posons

P =B v Ry

Prel = P T Yy

= - - 17
Geer = B = R0y + Y~ L

P.,; €5t un polynbme de degré gq . MP. o1 Pk) >k , donc si k>1,

D n, D = e gl =1
¢,1 ©st un pseudo~polyndme et M(Pk-;-l m (pk) >k , dore si k>0,

- la

I(Pk+l,0l = I‘Pk, ql =1 et l¢1;+l;n} <1l peur n#90, q,

8.1 ©5t une série de laurent, convergente comme b pour AMx) =0, et
Me,) 2 mie[A(h) . AR) + Alp, + vy = 1]

or

AMpy = 1) =Mop = o) 21, My, P2, MR >k, AMh) >kl

18N

donc

) \ s 1 . o
Mepy) Sminlh + 1 k4l) 3k 4 1 .

Il est ~lors claiz gue, K “ha-t complet,

P, converge vers mn polyndme II(x) vérifiant les conditions de 1'énoncé,

g, converge vers 0,

¢, ~converge vers une série de Iaurent vy , convergente pour A(x) =0 , car
Ay - q:k) >k , et telle que ]YOI =1 et {yni <l pur nfg0,
f(X) = P(X) g(X) en tant que séries formelles.

 I1 reste & montrer que Yy a mBme domaine de convergence que f o On a

fn:ao Yp ¥4 Yot tosee t O‘anmq .
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Or, vy(x) converge pour A(x) = - v <=> K(y) o+ B, M fini, si v
n'est pas une pente asymptntique de Y » alors

Me)) > zinf(My,) 5 ove Ay, q)) =inf(vn + py eea , V(n -~ q) + p

soit
si v>0, }\(f) >vn + ()t = ng)

si v<o0, x(f) >V o+ p .

Done f(x) converge lorsque Y(x) converge.

D'autre part, soit =~ v tel que f(x) converge pour A(x) == v , alors
Mf ) 2vn+ p, p fini. Soit W tel que <p, et A(yi) > iv o+
pour 1=0,1, s , q=-1,

On a

)(yn) Zinf(,\.(fn) , ).(Yn_l) y eoe 4 ?x(yn_q)) , supposons ?»(yk) >vk +

pour Ogkgn=-1

> inflyn + ', yln - 1) + p s eas y ¥(n = q) + p') .
Donec s1 v<0 , ona
X(y) va + Pt pour n >0 R

La partie entiére de 7Y(x) converge donec & 1'extérieur de |x| =1 dans le

méme domaine que f , or 2 Uy X" converge pour |x| >1 s donc pour lxl >1
n<o

f et g ont néme domaine de convergence.

De méme,

My) :Lnf(Mf q) }‘(Y+1) cen A.(qu)) .

Soit W' tel que K(fm_q,) znve oy AMy;) 2vio+ ' powr 1=0,1,44.,q-L0

Si Vv >0, supposons que MYk) ZVk+p pour n+lgkgq ~ 1 , alors
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?\(yn) >inf(wn + p' | v(n + 1) + @ s ses) Zvn o+ pt ,
pour n<£0 on =
!
My,) 2om ¥

et 2 Y, % converge en m"~. temps que f pour |x| <1l o la partie entiére
ngd
de ~{\ converge quel que soit x , |x| <1 s donc vy et f ont néme domaine

de convergence, et le lerme est démontré.

IEMME 16.3: .- Soient f(x) une série de Laurent et P(f) son polygone de Newtmna
Soit v un norbre réel qui ne soit pas la pente d'un c6té du polygone P(£) ,

. . A
et tel que f(x) converge pour (x) =~ v, alors, si x e Qp y AMx) ==y,

l£(x)] =M(]x|) = sup la [ Ix™

sur ce cercle.

Suppcsons qu'il existe n et n? s n <n' par exemple, tels que

=l = (] %)) ,

i

PRIFT

al>rs on a

),itan) + nNx) = Ma’n’) + 1t Ax)

aoit
’\c ) hiad },\a )
4 .’(__\, —
e ;’——’ﬁ —-— .-.'\.n-} - v >3
Or An' co ~cnt sue P(f)  car
NM(|x]) = inf(- qv + )(aq)) = A(an) - ny = Man,) -ny R

q

alors P(f) aurail un cdté de pente v s.ce qui est contraire & 1'hypothése. Donec

il existe em »las un o tel que Ian [1x O] =M(]x|) , et i1 en existe un puisque
0

1
o
.

lim lanl |x|®

1} >k
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Seit ny cet indice, alors
n n

|2 XoO + i— a * = lag xool pour Ax) = - w .

n# N
Or si f n'est pas mulle, MN(|x|) #0, donc :

A
COROLIAIRE. - f nfa aucun zéro dans Qp sur le cercle Mx) = - v si P(f)

n'a aucun cdté de pente Vv .

B

Nous sommes maintenant en mesure d'achever la démonstration du théoréme : la
série y(x) n'a aucun zéro sur le cercle A(x) =0 , donc II et y sont uniques,
car, si R' et y' satisfaisaient au lemme, avec IKO) =1'(0) =1 , f£(x)
aurait, dans () sur le cercle |x| =1 , les zéros de Il et ceux-13 seulement,
puisque £ =Ty, y(&) ‘0, |x| =1, et de méme ceux de II' et ceux-1a seule-
ment, du fait que £ =1I' y' , y'(x) £0 si |x| =1, ce qui est absurde si
M#M » Or le lemme 2, avec unicité de Il et y , est exactement le théoréme 15

dans le cas l.
2, ~ Posons

.1
aN. X J
J
ol r est un nombre algébrique sur K , et tel que A(r) = xj . Soit K' = K(r) .

£, (y) est a coefficients dans KXK' , son polygone de ewton a un cbté de pente
O de longueur n, commengant au point (0 , 0) , donc il existe P, et &
tels que £, (y) = P, () gz(y) > Py et g, étant déterminés de fagon unique.

Py (y) polynBme de degré n a, dans Qp s toutes ses racines sur le cercle

lxl =1 . Soient alors

N,
P(x) =P2(3.Ir':) et g(x) = aNj x J gz(-}.;. ,

on &
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P et g sont & coefficients dans K' , le polygone de Newton de g n'a aucun
cdté de pente Ai (celui de g, n‘a aucun cdté de pente O ) et les zéros de
P , dans Qp , sont sur le cercle Mx) == Ar) =~ A , de plus g a mlme
domaine de convergence que f ( & ayant méme domaine que fé )c Une telle
décomposition f = Pg est donc nécessairement unique, puisque-déterminée par les

zéros de f sur le cercle A(x) = = Ai R

Supposons cue les coefficients de P et g , qui sont dans K' ; ne solent
pas tous dans K . Soient K; =K' , K, , coo , K les corps conjugués de K!
par rapport & K , Pi et 8; les conjuzués de P et g , alors on a aussi
f= Pi gs qui satisfait aur conditions d. lemme, et il existe i Z1 tel que

g

. W

1

[}

Pi £P ou g; 7 ceci est absurde & cause de l'unicité, done P et g sont

»

3 coefficients dans X et le théoréme cst démontré.

Vs . A £ rd .
COROLIAIRE l. - Dans la cldture algébrique Q de Q_ , les zéros d'une série
p ' ,
de laurent f£(x) 2 coefficients dans une extension K de Qp s intérieurs a la
- A ou A, est
i i
la pente d'un c6té fini du polygone de Newton de f , et ce sont les zéros du

courome de convergence, sont sitvéds sur les cercles Mx) =
, g
polyndme P(x) intervenant dans la dé omposition de Snirelman de f .

COROLIAIRE 2. ~ Soit f(x; une série de Iaurent non mulle, convergente pour
a< lxln<g b, f£(x) n‘a, dans QD , qu'un nombre fini de zéros & tels que

a < §€|*< b -

ka

COROLIATRE 3. - Soit £(x) =2 a, %" une série de lLaurent telle que ag =03

OO

-

si le corps K est comnlet algébriguoment clos, les valeurs prises par f(x)

forment un disque ouverb ou fermé.
L.

Soit a € K, f(x) -~ a a méme couromme D de convergence que I o

~ Suppogons gue f() £ g quel gue soit x € D . alors le polygone de Newton de

f(x) = a nia aucun cbté fini, Soit at tel que |a'| > |a] , alors le polygone

de Newton de £(x) =~ a’ , n'a a fortiori aucun c0té fini, ct f(x) #a' , ¥V xeD .,

~ Supposors que f(x) - a =ait des zéros dans D , alars son polygone de Newton

& un cdté fini au moing, et a fortiori celui de f(x) - a' aussi pour |a'] < la] «

Inégalités de Cauchy pour une série de Laurent.

L4 \

" . n e \
THEOREME 17. - Soit f(x) = z:an x  une série de lLaurent. a € K , et soit

—-‘..._.'.__'
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lr tel que f£(x) converge pour X er , %l =7

!

Si M(r) = sup(|anl ) , alors V x€ Qp tel que |x| =r , on a |f(x)|sKE)
n

si - logr n'est pa‘ la p~te d'un coté de P(f) , on a
A

l2)| =1i(z) , v xeQ,

20 si = log r ¢% la pente d'un cdté de P(f) ,

}f(x)] prend toube walecur v , 0Ly < 1i(r) , lorsque x er s IX| =1 o

Le (1°) est le lerme 16.3:
\4

(2°). Soit f = P(x) g(x) 1la décomposition de Snirelmea de f relative au cbté
de pente -~ log r . Supposons r =1 en faisant éventuellement une homothétie
dans Qp » Mors Mg(r) = Mf(r) , pour |x| =1 . |gx)| =dMg(r) « Il suffit

donc de montrer que iP(x}I prend, pour lxl =1, toute valeur v, OLyYy<E 1.
Soit P(x) =1 = B X+ ces + B Xn, et soit a€Q tel que |l -a] =1 et
o] =y , 1'équation Pi{x) - c=C a 2 rcies cur le cerele |x| =1 de Qp .

400

¢ GOROLIATRE (Théore=a de Riemanr). - Si £(x) =2 a x* est une série de
!!?Laurent convergonte pcur 0 < len\g R, et si poir ces valeurs |f£(x)| est

ibomé, f(x) ect unc série enti” c.

Soit en effet R>1r > oce > TP eeny T2 O , une suite de nombres tels
que ~ log r =~ ne soii pas la pente d'un cdté de P(f) , et soit M tel que
| £(x)| < M pour O < |x{ <R alcrs quels que soient n et n ’ lanl rgg M,

en particulier soit n>0 ,

DRERS rn
l-n' < M m’ v om ?
done

ianlzo pour n >0 .

Co Applicaticns aux séries entiéres.

Les séries entiéres sont des cae particulicrs de séries de Laurent. De plus

on a, pour les fonctions entiéres, le théoréme suivant.
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THEOREME 18, Produit de Weierstrass. - Soit f£(X) une série entidre e X[[X]]
qui ne soit pas un polyn®me, convergente quel que soit x e Qp , alors il existe
une suite Pn(x) de polyndmes de K[X] , tels que Pn(O) =1 , les racines de
Pn dans Qp ont un module T, 0 <r <eee< T < .ee et r, >+ avec n,
h

f(X) =a, X

n P, (X) oo P UR)

n- H
et le produit

h ~ = 3
ahX Pl(.lc) LAWY An(X/ LI

A
converge vers f(x) quel que soit x € C% .

Réciproquement un tel produit définit une fonction entiére.

=N

Soit ay £ 1le premier mondme non nul de f , f(x) = ay < g(x) ox g est

une fonction entiére telle que g(0) =1 &

Soit A, la pente du premier c8té de P(g) , i1 exisg? P, tel ue g=P; g ,
P,(0) =1 , les racines de P, ayant le module r; =p , g , ayant méme
rayon de convergence que g , est aussi une fonction entiére, gl(O) =1, et

g1 n'a auvcun zéro de module SRR On construit ainsi par récurrence Pl ,oon;%}

satisfaisant aux conditions de 1'énoncé, avec r, =p  , A  pente du k-iéme
cdté de P(g) , et tels que g(x) = Pl(x) Pz(x) “es Pk(x) gk(x) avac gk(O) =0,
&y étant une fonction entiére dont lc polygone de Newton a son premier cdté de

pente Kk+1 » Alors, si

GO)=le 2, Mgdek
done quand k - + =,
?\.(gk -1)9 4+ o ,
done
g (x) » 1 ,

de plus soient En L s eee 5 & les racines de Pn(x) , On a
?

n,v
*’n
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vn
P (X) = ﬂ (l - g“"‘x ) 3
n = n,k
et le produit
+co 'ﬁm x
M P (x)= (1 - %)
n=L n j=L E:j—

ol |gj]\$ 153+1i et .Ej‘ 2> +o avec J est convergent quel que soit x ,
vers f(x) .

T1 est cl ir que réeciproquement un tel produit définit une fonction entiére.

COROLIAIRE 1, - Soient Q un corps valué complet algébriquement clos, et f£(x)
une fonction entiére sur € qui ne soit pas un polynbme. Alors quel que soit

a e Q, ltéquation f£(x) =a a une infinitd dénombrable de solutions.

En effet f(x) = & satisfait au théoréme 18, et chaque polynbme Pi(x) a toutes

ses racines dans @,

COROLIAIRE 2, (LIOUVILIE), - Soit f£(x) wunc fonction entidre sur Q complet
et algébriquement clos, s'il existe ae Q tel que £(x) #2, V xe Q, f(x)

est unc constante.

En effet f(x) est nécessairement un polyndme d'aprés le corollaire L, soit

n son degré, f(x) ~a a n racines dang Q, donc n =0 .

Ce corollaire est voisin du théoréme de Liouville, mais plus fort.

Série de Taylor de 1/f{x) -

PROPOSITION 16- - Soient f£(x) une série entidre, telle que f£(0) #0 , et
- log R la pente du premier cdté du polygone de Wewton de f o Alors la série

1
Lormelle F(x) = g7y @ bour rayon de convergence R .

Supposons £(0) =1 , et posons f(x) =1 - ¢(x) , ¢(x) = 2 a_x",

> B

n>0

PX) = 2 ()" = 2 b X" .
>0

Soit r <R, pour |x| =7, le(x)] =A<l (car le polygone de Newton de ¢

7

est strictement au-dessus de celui de f , au moins pour OgLr<1l), alors
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£x) = 2 (p(x)®
m>0

converge, donc aussi

2 b xn
n>0 n

(ces deux séries formelles étant identiques).

Soit r >R, tel que - log r ne soit pas la pente d'un cBté de P(f) y alors
pour |x| =r, lp(x)] =A >1 et F(x) diverge.

V. Prolongement analytique.

Nous avons déja remarqué, & propos du théoréme 11, que la méthode de Weierstrass
utilisée dans le plar complexe pour le prolongement analytique, ne permet pas de
prolonger une fonction analytique dans un corps valué non archimédien. Nous uti-
liserons ici des suites uniformément convergentes de fractions rationnelles. Pour
1'étude de ces suites nous avons besoin de quelques propriétés plus fines des

séries de Laurent.

Inégalités de Cauchy.

PROPOSITION 17. = Soit Q wun corps valué complet, contenant Qp s et tel qu'il
existe une infinité d'entiers %k tel que 1'équation Fo1=0 ait ¥k racines

A
dans Q (par exemple Q= ). Soit
P

+o0
f(x) = 2 8, = ,
Tlmeco

a, € (0, une série de laurent convergente pour |x| =1r , et s'il existe x e Q

tel que |x| =r , soit

Mf(r)

Mf(r) = sup |£(x)| , alors Vv n, lanl.s
x| =r,xef r
A
-38i Q= Qp s cette proposition découle du théoréme 17,

- 5i - log r n'est pas la pente d'un c8té du polygone P(f) , la proposition
résulte du (1°) du théoréme 17.
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- S5i - logr est la pente d'un c8té de P(f) , soit a € Q tel ue f@@) =r,
et soit Be Q tel que || = Mo (r) , alors

tOO
g(x) =é flax) =2 g <

converge pour |x| =1, ona Iig(l) =1, et il suffit de montrer que si

+00 n
glx) =2 g x

00

converge pour |x| =1 avec Mg(l) =1l ,etsi A=0 est la pente d'un cbté

de P(g) ’
‘gn‘\<ls V n

Ceci revient encore & montrer que si |g l\< 1,V n, et s'il existe au moins
n
deux indices tels que lgnl =1, Mg(l) =1 . I1 est clair qu'alors Mg(l) L1,

Soit
. 3 3
g(x) = y(x) + h(x) ot y(x) = 2 Y %’
J=m

est un pseudo=polyndme tel que ‘le =0 ou Ll ,; et h(x) wune série de Laurent
telle que A(h) =n >0, il existe au moins deux indices j tels que lyjl =1,
1
On a Mh(l) == < 1 , Si nous montrons que MY(l) =1 , nous aurons démontré
Y

q g()

Soit k>sem, (k, p) =1, telle que E o120 ait k racines EiGQ.

Alors pour j rfixé,

k .
.21 513 Y(E’,i) = ij

1=z
donc, quel que soit j , m<j <s, soit j tel que lyjl =1, alors
ky.| = J =l &M ()Ll = M (1) =1
l YJl 1Y3l S Y(J)\ => &() ’

et la proposition est démontrée.
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Remarquons que | gnl =1 pour un nombre fini d'indices n seulement, donc
o | = 1 (r)
n' " n'f
r

pour un nombre fini d'indices n seulement.
Définition. - Dans la suite Q désignera toujours un corps vérifianmt les hypo-
théses de la proposition 17,

o~

THEOREME 19 (WEIERSTRASS). ~ Soit dans un corps Q une suite de séries de
Laurent

$a o
f (x) = a . X
W00 = 2 oy ,

toutes convergentes pour R' < |x| € R .

Si fn(x) converge uniformément par rapport & x s pour R*K le\< R, vers
une fonetion f£(x) , alors f(x) est la s mme d'une série de Laurent convergente
pour R'< |x| <R,

f(X):Za.XJ,et a., =lim a_ . .
J J oo Dd

y I n
f =28, ~a_ .)x .
n,m n,]j m;
Soit alors r , <r <R, comme fn(x) converge uniformément en x , on a
pour n , m >N(g) ,
M (r)< e ,
n,m
or
lan.-am |\<Mf (r) L. .
sJ J n,m 7d
Donc, pour j fixé, 2, j est une suite de Cauchy, soit aj sa limite. Pour

n 2 N(e) ,
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‘an,j - &jl I'J Le .

Or, f(x) , limite uniforme de fonctions continues, est continue, donc il -existe
M tel que |f(x)] <M pour R < lx| & R, soit M >e , alors pour n 3 N(e)

lfn(x)l <max(|£(x)| , e) <M pour R'E |x| <R .
Alors lan | r? <M| pour n>H(e) , ¥V j et R <r&R
P <M pour tout j et tout r, R'Kr<R .

la série de laurent o¢(x) = Zaj xJ converge donc pour R' < |x| <R s et dans

ce domaine, pour n >1(g) ,
£,60 - o] <

done

Lp(X) = f(x) o

Valeur absolue d'une fraction rationnelle.

Commengons par étudier la valeur absgolue d‘un polyndme.
Soit

P(x) =ag A X+ s+ o8y XS,
3 oa, X assoclons, dingle plendes (v .y), lodroite Dj: vy =Jp+ log iaji » Alors,
pour log(x] =p, loglaj le =y , le point (y ’ p) décrivant Dj lorsque
p varieg
|P(x)| < mlaj xJ | 5
J

et on a égalité si ce maximm n'est atteint que pour un seul indice. L'intersec-
tion des demi-plens y >jp + loglajl , 1iités par les Dj pour 0Lj<s,
est 1imitée par une courbe polygonale, convexe, ¥ = p.p(p) , continue, croissante,

convexe et linéaire par morceaux.



Soient Py s eecy Py les abscisses des sommets de cette courbe. Nous les appel-

lerons valeurs exceptionnelles de op .

Alors
pour loglx| =p, loglP(@| = (p) o1 pép
et
pour logix| = Py loglP(x)‘ Pr(p) o
51 a€Q estun zérode P, on a donc nécesszirement log|a l = p pour un

indice j » On peut obtenir le méme résultat diffdremment supposons gue Q soit

un corps de décomposition de P , alors

P(x) = A S (Xwa.)
=L J
et
log|P(x)| = log|a] + Z. log|x w o | .

J._

Scit pa(p) la fonction pP(p) pour P =x = o . Alors
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nY
i
P i
, |
- . ! >
i P
Llogla |
h,(P) = logla| si p < loglal
= p si p>logla .
Et si p # logla| , ona
loglx = a| =p (p) pour loglx| =p .
Donec, pour pfé loglai] et log|x| =p, ona
pp(p) = log|P(x)| = LoglA| + 2y, (p) .
J J

Donc les sommets de pP(p) ont pour abscisses les valeurs Py s =es s P de
log]ajl , et le nombre de zéros de P , tels que log|x| = Py s est la différence
des pentes des cOtés ayant une extrémité commune d‘'abscisse Py

Q(x)
13

Soit maintenant f(x) = une fraction ratiomnelle 3 P et Q étant de

des polyndmes, soient

P. y § =1, ees , h 1les valeurs exceptionnelles pour P(x)

PP s 1=1, <., k les valeurs exceptionnelles pour Q(x) .
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Posons
ha(P) =y (P) = Kp(P) .

pf(p) est une foncticn continue de P , linéaire par intervalles, convexe pour

pj~s [ORRS pj+l « Alors, soit C le-cercle log\x\ =P,
- sl p#op, et p#PL, V i,d, loglf(x)]| =pple) , vV xeCy

-si p=p,, pApL. v i, inf (logle(@)]) =p.le),

J xeC
~s8l p=of, p £ P: » V J . sup (log]f(x)\) = P'f(p) s
+ J xeC
- s'il existe 1 et J tels que p} = p, , on ne peut rien dire sur l£(x)]

Povr 1'étude des fractions rationnelles, il sera donc intéressant de considérer

. £
= pi ou Qie

des domaines ne comprenant pas les cercles 1oglx

Définitionse.

Ensemble ultra-ouvert en a . - Soit D un ensemble de a% s comprenant au

moins deux points, si ae€D , D est dit ultra~ouvert en a si; V beD,
b#a, les points y ¢ D situés dans le disque |y - al & |b - a] sont sur un

nombre fini de cercles |y —a|l =r , o r< b - al .

Ensembles quesi-connexes. - D est 4it quasi~connexe s'il est non vide et ultra-

ouvert en chacun cde ses pointse

Un ensemble quasi-connexe est ouvert, car si a €D ¢t si r; est le plus

petit des cercles de centre a rencontrant le complémentaire de D , le disque

ouvert Ix - a| < r; est contenz dans D o

Si D et D! sont quasi-connexes, et si # #D nD?, DnDi est quasi-

comere

En effet si a2 €D et D', il existe » #0 tel que |x~2a| <r => xeDnD',
donc D n D' contient au moins deux points, et il est clair qu'il est quasi-

comexes

PROPOSITION 18, - Soit E wun ensemble tel que, quels que solent a € E et
b ek , il existe un nombre fini d'ensembles quasi-connexes Dy 5 oee Dn tels
que Dj ckE , Dj n Dj_‘_l ne soit pas vide, a € D, be Dn o Alors E est quasi-

connexeo

Posons ay =a , a =b , et choisissons a; €D, nD.., pour j £n . Si
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max}aj-a]:.\b-al et si iajuai<jb~al pour j #n,

iy ~bl =mx(b-al , la_ —aD) =lb-al
donc, en échangeant éventuellement les rdles de a et b, il existe 3. 9 k #n,
tel que |a1 - al = max [aj - al , et le disque ly - al & |b=-a|l estconteru
dans |y - a|< |y - a1| » On proceéde alors par induction sur n , ce qui montre
que E est quasi-~connexe.

ot

Point & 1l'infini. - Soi’, Q' obtenu par adjoretion & € dfun "point & 1'inf ai"
P J

w , ayanb les propriétés usuelles :

. Voot
X+W=W, XW=W6 si x#0, xwWw=1 s x=0, W =+ R

< o bt .
un voisinage fermé de w étant un cercle (x| > A Jdit de centre w .,

- / A
THEOREIE 20. - Soit xf = l(x) = f‘ e E

dégénérée de QF , et soit D! = E\D) le transformé de D vpar £ . Si D est

une transformation homographique non

quasi-connexe, D' 1l'est aussi.

Si 2(x) =ox + B . c'est vidente Il suffit donc de le démontrer pour £(x)

1
Ml —
(4

. 1
Soit x' tel que |x' -af|l =r', a'fo0, —, =a , alors
<

lx - al “‘l'l”i'c""'"a"'i‘" - 81 ri-Tgal;,

. 1 .1 .
Soient a' ; b' €D’ , a =< eb o =b €D, ct soit y!' €D, arz
ly? - a'l = r? £ |b' -~ ai| . Hous allons mortrcr que Q' ne peut ~rendre qu'un

. T , ; L
nombre fini de valeurs, excluons bt - a'l , et soit ¥y = 5T £D ,

lve - at| =rt < lb! - a'|l . Plusicurs cas <e préserton’

I3

ae a£2, afw, b£O, b#uw.

‘

: . l ..
alors r? <la'j{ ot »r = lJ—a! =rfjaj” , donc r' n'a qu'un nombrec fini de

valeurse.
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2081 |a~1b|>]v|,
la-bl :‘a] °

si rt<fat|, r=ly-a|= r‘{alz et r' n'a qu'un nombre fini de valeurs,

1
sort<latl, el >lal = Iyl =er, = Iyl =4,
Alors
jat] <yt =a'] < p' -at] = |at - ni| = b} > |yt - at| =2t
et
1
IYI =T > lb‘ 3
alors
¥ = bl = or < aorr = la] = |a = b]
Yy L= ST T ey = ’
et D étant ultra~ouvert en b , r' n'a qu'un nombre fini de valcurs. (Remarw
quons que ccci montre que x° =..l}E ne conserve pas la notion dfultra-ocuvert en

a o)
be b=03; a#0, afw,
Alors [b* ~at] =+ w,

1
si > |af| s 'l <zt et |yl ="I‘:r<|al s

sir'< lat , |y -al =denfier = rta]* < Ja| .
? T
Dans ces deux cas, D ultra-ouvert en b = 0 entraine que r' n'a qu'un nombre
fini de valeurs.

co b=w, a#£0, a# w,

On a alors r'< la'] et |y -al = r'lalz < |la} et r' n'a qu'un nombre fini

de valeurs,

Elément analytique.

[ Définition. - Soit D quasi-connexe, une fonction f(x) définie sur D , est

appelée élément analytique si f(x) est limite uniforme sur D d'une suite fn(x)
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de fractions rationnelles n'ayant prs de pdles dans D (nous supposons 0
algébriquement . clos).

Soit £€>0, pour m, n >N(e) ,
]fn(x).fm(x)i < e pour x€0D R
soit m fixé, m >U(e) et D_ la partic de D définie par

!fm(x)l >e <=> xeD_ ,

alors pour n 2 N(J et xe€D_
\fn(x)l > €
et si xeD, xe;/De et n =N(),
lfn(x)l < max(‘fm(x)l ’ e) e s

done De ne dépend que de H(e) , soit de & o Alors D_ est aussi la partie

de D définie par x € D, <> |£(x)] >€, et pour x € D et n >MN(g) on a
@] =@

Supposons (en effectuant au besoin unc translation) que O e D , et soient

<P <oes < pj < ee. les rayons exceptiomnels de D relativement a O ,

alors pour p¥# pj » posons
He(p) = po (p) pour n 2W(e)
n

s'il existe x eD“3 s

loglx| = p .
Pour g' < g,
D,>D et D= UD
[>4 € €>O€

Soit Ry = sup leglx| , x €D, alors quel que soit P<fs P f.pj ’
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3 xeD avec loglx| =p, et pf(p) est défini.

Si pour Py <P <Py s pf(p) > = , alors pf(p) est convexe dans cet
intervalle, car si log_ < inf pf(p) , pf(p) = Mo (P) pour n>N{c) et £
a !

est une fraction rationnelle n'ayant pas de pble dans cette courcnnc.

Done, pour p3 <p< %al , ou bien pf(p) = -~ o 4 ou bien pf(p) est convexe,
continue et bornée ¢t on peut la prolonger & p; et P.u1 Dar continiité. Nous

1%
pouvons maintenant démeontrer le théoréme fondamental.

THEOREME 21, - Soit £(x) un élément analytique défini dans un domaine quasie
connexe D o S'il existe un disque ouvert A dans D , tel que f{x) =0 ait

une infinité de racines dans A , alors f(x) = 0 quel que soit xeD .
L

1o £f(x) =0, V xe A, en effet, supposons (par translation) A centréd a
1torigine 3 lcs fn(x) n'ont pas de pble dans A , donc d'apres la proposition
L6 (fin du IV) elles admettent un développement de Taylor & liorigine, convergent
dans A , elles convergent uniformément dans D s donc dans A , vers f , donc
d'aprés le théoréme 19 (de Weierstrass) leur limite f£(x) a aussi un développe-
ment en séric de Teylor convergeant vers f dans A . Alors, daprés le corole-

laire 2 du théoréme 16 (IV, B, 2) f(x) est identiquement mulle dans A .

R° f(x) =0, V xe A => f(x) =0, V xeD, en offet soit
R = {p tels qu'il existe x e D , avec log|x| = p} s

R est dense sur un segment de la droite réelle (ou sur la demi~droite O s + ® ),
X - |x| est une fonction contimie de x s f(x) est continue en x pour x el ,
‘donc x - |f(x)| est contimie en x et pf(p) = sup pf(p) est contimue en p

sur R . 1% =p

Stil existe un segment P; 5 Pyy1 tel que, pour peR n ]pi ’ pi+l( on ait

‘_‘.f(p):..oo,alors p‘f(p):—w’ V peR.,
Cr Q¢ Fa Do
COROLIAIRE. - Soit ¢(x) wune fonction définie sur un disque ouvert borné M

de Qp » et soit D wun domaine quasi-comexe, D > M, il existe mu plus un é1lé-

ment analytique sur D tel que f(x) = ¢(x) pour xe M .
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Remarque. - les 4léments analytiques sur un enscmble quasi-connexe D forment
un amneau, et si D* cst l'ensemble D privé des points tels que f(x) =0,
1 on s s *

f étant un élément analytique sur D , T estun élément-analytique sur D .
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