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Sémina‘re DELANGE-PISOT 3-01
(Théorie des nombres)
lre annde, 1959/60, n° 3 8 décembre 1959

DISTRIBUTION UNIFORME MODULO 1

par Jean-~Paul BERTRANDIAS

1. Notations.

On étudie la répartition modulo 1 d'une suite de nombees réels w, o, c'est-a~dire

la répartition sur le segment (0 , 1) des parties fractionnaires u ~ des nombres
v

u_ .
n

A . . 3 ’ -
On notera u, la partie entiére de u (plus grand entier inférieur ou égal &

u_ ). On a donc :
n

N
u = u_ +u avec 0 ¢gu <«1
n n n n
N AV
I1 sera souvent commode de reprisenter la suite u, - sur la cieconférence ¥|z| =1
2iTiu
du plan complexe par la suite des nombres complexes e . Le nombre u, sera

représenté par le point d'angle polaire 2Trun et deux nombres ‘gaux modulo 1

seront représentds par le mfme point.

On appellera intervalle (X , /5) [0 £ ¢x < p ¢1] 1'ensemble des points de
1'arc orienté d'origine 2o et d'extrémité 2Tr/3 (1L'extrémits 2’“‘}3 n'appar-
tenant pas & 1'intervalle) et on dira donc que w appartient & 1l'intervalle
(o, p) si

o(sun<ﬂ s
\ Y4

2. Définition.
Etant donnés un intervalle (o¢ , /3) et un nombre entier N >0 , soit N(« ,/ﬁ)

le nombre des termes de la suite w d'indices inférieurs ou égaux & N et appar-
tenant & 1'intervalle (o , /5) .

Si quel que soit 1'intervalle (of , /3)

ON(A L, )
1 —_ 2 il = - X
N0 N Ik

on dit que la suite u est uniformément répartie modulo 1 (u. r. mod 1).

I1 est facile de voir que cette définition implique que u est dense sur (0, 1) .
A4
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3, Théoréms fondamental (H. WEYL [8])

Une condition nécessaire et suffisante pour que la suite w gsoit ue r¢ mod 1
o8t quo pour toute fonction f(x) _int4grable au sens de Riemann sur [0 , 1]

on ait :

N 1
(2) lim & Y f(u) =j £(x) dx .
N-0 N %;g \9 0

a. La condition est suffisante. - (2) est vérifide pour toute fonction f(x) in-

tégrable au sens de Riemann. Elle est donc vArifide pour la fonction caractéristi-
que de tout intervalle (o , /3) [c'est-a-dire la fonction égale &4 1 si

xe(o, }3) et 3 0 si x¥ (o, jg) ]. Pour cette fonction :

N 1
Sof(u) = WM& , B) ot £lx) dx = g = &
.(__J ol \

n=1 \B ’ / _/ 0 j?

(1) est vérifide ot u est donc bien u. r. mod 1.

b. La condition cst nécessaire. - La suite w est u. r. mod 1 . D'aprés la dé-

finition, (2) est vérifide nour les fonctions caractéristiques d'intervalle. (2)
est vérifide ausci pour leurs combinaisons lin“aires, c'est-a-dire pour les fonctions

en escalier.

Comme f(x) est int#grable au scns de Riemann, on peut trouver deux suites de

fonctions en escalier gi(x) ct Gi(x) telles que

gi(x) < fix) < Gi(x) pour tout x ’
et R
1 1 1
lin gi(x) dx = lin Gi(x) dx = f(x) dx .
i /0 i/ 0 F 0
On peut 3crire :
N N,
1 1 1 1
LS ) ekt e 1S o)
n=1 ~ n=1 A% n= N~
donc
)= | g LS )il 1
lin &, g.(u) = g.(x) dx ¢ ling )  flu )glin flu) < G, (x) dx
Noo N at + .2 J L= ¥ & N o *
N
s 1m 1oL G(w) .
N n=1 ~
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Puis en faisant tendre i vers 1t'infini

N -, X 1
Un g 5 f(w) =Umg o flu)= | £(x)dax .
nLE1 NS n=1 \V4 0

(2) est donc bien vérifide quelle que soit la fonction

f(x) intégrable au sens
de Riemann.

4, Critére de Weyl.

Une condition nfécessaire et suffisante pour que la suite _4u.n goit u. r. mod 1

est que :
N, 2iTku
(3) 1in = ‘:u e T=o

Aqmian?

N 2w N n=1

pour tous les entiers k différents de O .

a. La condition est nécescaire. - Si u

est u. r. mod 1 , 1'adplication du théo-

réme fondamental aux fonctions f(x) = 21T kx

montre que (3) est bien vérifiée.
b.

La condition est suffisante. - (3) est virifide pour tout entier k # 0 . Pour
un polyndice trigonométrique sans terme constant, on a donc

R S 21T u
(4) lin i 2’1 _5____ & © =0 .
N-ow n=1 k=-K
e I
11 ‘: £ £ v Considérons alors la fonction caractéristi-
‘;‘]‘.5“'.."'5’ " que C(x) d'un intervalle (o , /%) et appro-
N - chons-la par les deux fonctions co;'ltinues XB et
.' : i r r{-; (voir la figure). Ues deux fonctions étant
8. 'e . . 5.} . .5,,1 continues et 2 variation bornée, elles ont des
Edeceead?

déve oopements en séries de Fourier uniformément

convergents ¢t il existe un entier K tel que

=y 11T
Iéi‘_ o, e21. kx Y (x)] < ¢
k==~ v
pour tout x .
K .
12 Cy AT T ()| ¢ €
k=-K

On a done :
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On a donc :

1 5@[ K 2iku ) N K 2i‘rrkun
= 5 T e e <C(u) < 5 .2 G e o
N n=1 k=-K X \9 I rfg‘ k=~K k

Lorsque N -— o , d'aprés (4)

N, ) — N, B)
¢p & Hn—x—"— <1 i < ¢,

B

Or c¢y et Gy sont Tes noyennes de e et '5 sur (0, 1)

v—— 94 :3
LR 1 ML B) g ML ) ¢ pooe2E .

Comme on peut choisir & arbitrairement petit,
O N(ex B T N(x LAY .
1im .N_L_"“-'lm__N ~/S->< ’

7

et dtaprés (1) la suite u, ost bien uer. mod 1 .

5. Suite des multiples nE d'un nombre § o

E rationnel. - La suite nZ% ne prend qu'un nombre fini de valeurs qui sont
T NS .,
les sommets d'un polygbne régulier sur € . La suite n'est pas dense sur (0, 1) ;
elle est réguliérement répartie nais on ne peut pas dire que la répartition soit

uniforme.

b § irrationnel. - La suite est alors uniforménent répartie. Lppliquons le

critére de Weyl s

ZiTrkN:—

1 2imknT _ 1 R2iTk¥ e °-1 _ 1 imk(M+1)T sin TNk E
N o= - F CogRimky TN sin T k¢ .

0 - 3 - L3 3
Comue E est irrationnel, sin vkt n'est jamais nul pour k entier non nul, et

le numérateur a un module infArieur &4 1 . Donc ¢

a5)
1im I%I Z—« 21 wku¥ S .
N - n=1

Le critére de Weyl indique donc que la suite n¥ est u.r, mod 1 lorsque E est

irrationnel.,

Nous n'étudierons maintenant que des suites w o= (f (x) définies par les valeurs

aux points d'abscisscs entidéres d'une fonction L")(;:) & croiasance régulidre.

6. Fonctions & cr oissance plus lente que n .

(Exerpples u = Vn u = logn )« Dans chaque inmtervalle (o , ) , ily



3-05
aura do plus en plus de points de la suite d'indices consécutifs. On pourra sou-
vent avoir facilement un ordre de grandeur du nombre de ces points, c'est-a-dire

sa partie principale en fonction de n , et on pourra savoir alors assez facilement

si W, et u. r. mod 1 ou non en utilisant uniquement la dafinition.

a. BXFPLI 1. - u_= Vn .
n
Les indices des points de la suite situés dans 1'intervaile (0 , /3)'.sont-donné8~

par les indgalités :

” §§'¢E‘< k+ f3 (k entier=1,2 , cou )
ou
k2 < n (k + /7)2

Dans chaque seguent (k , k + jg) il y a donc

(k + /;5)2 - k2 + 1= (kx + /3)2 + 0(1) = 2/31«: + 0(1)

points de la suite. On a donc :

X 2 : 2
N, ) =) QPk“’O(I)“fN-Kg 281 K25N<(K+ﬁ) 2
o’ k=1 QK«,G ~K° si K+ R)g N(K+1) .
/ J7O N
N(O , e):z;‘bﬁ%i-l—)- + 0(K) .
~
Or X <N e (K+1)° 2K 2K +1 done N =K + 0(K) . D'od :
N(O, #) _ PK(E + 1) + 0(K) N

I1 est facile de voir quc cela entrafne bien :
N(ex , f5) Ao s
IS ey i
quel que soit 1l'intervalle (& , /3) . La suite Vn est donc u. r. mod 1 .
Coette démonstration peut se gén raliser facilement au cas w = n ™ (0L « 1),
bu EEIVZPIIE 2. - un = 10g n .

On utilise la 18me mdthode 3

k €log n <k +13
N T

e <n < e @i

2

N(O ,/5) = i.[ek(eﬁ - 1) +0(1)] =
k=1
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Choisissons alors deux suites de nombres N

~ N

N, =eb et N =efel (K=1,2,3, «0)

1 2
N, (0 3) K+1
LT el - 2 =2 4 0(X)] 1 \(ef-1) e -4

Nl [(e ) e ~ 1 eK + 0(1) K ~—>® g -1
N,(O, 12) K+2
A A 3 e - 2
——N'z—“-[(ef - 1) S ¢ 0] Ke} =) -1 _e

+ 0(1
1) (e - l)ej5
= ‘Kel_ﬂ s
Si f3 est différent de 1 , ces deux limites sont @ifférentes et :

1 MO, A) o i < T Mo, )

La suite u, = log n n'est donc certainement pas u. r. mod 1 .

Ces démonstrations n'utilisent pas le thioréue ou le critére de Weyl. D'ailleurs
avant H., WEYL, FEJER ([5], p. 237) avait déuontré le théoréme général suivant, un
des premiers connus sur la vépartition uniforme mnodulo 1 @

THEOREME. - Si kf(xj est une fonction continue, 1onotone, dérivable sur (1 , ®)

si LF'(X) est monotone et tend vers zéro, et si x¢'(x) tend vers 1'infini
lorsque x augmente, alors ke(x) est U. r. mod 1 .

7. Bonctions & croissance polynémiale.

La répartition mod 1 des fonctions & croissance polynémiale est encore assez bien
connue. Pour 1'étudier on peut utiliser la méthode suivante (J. BASS [1])

La formule (3) peut &tre considérée cor:e exprimant que les moyennes fn@Fk(t)
des puissances entiéres de la fonction @

o~
F(t) = 921“$(t)

sont nulles. Cette fonction est définie pour tout t >1 et est constante dans cha-
-\ A
que intervalle [t , t + 1] .

Le critére de Weyl s'exprime alors de la facon sulvante : pour que tr(x) soit
U, re mod 1 , i1 faut et il suffit que les fonctions F (t) aient une moyenne
nulle quel que soit k entier non nul.

Pour étudier les fonctions Fk(t) , on peut introduire leurs "fonctions de
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corrélation" :

T -
[T(h) = 1im %—f F(t + B) FN4) ab .
X

T —o 0

a. Allure de rk(h) o

=z

P ) = lin gf% (n+l eziTTk[%/(t+h)-<f(t)] at
k T —wo n=0 Jn

~N
o
+
> 5
161
e
(Wa}
N
-
i

Sionpose t=n+{ , t+hs= %\

-~

=
+
joy
+
-
[9))
|_l
A
NV
.
1
Lo (s

7
_1_\1;1—"—1. jl"?, eQi’ﬂ'k[(r‘ (n+/k\1)-cfr(n)] ar
M (m)= lin Vs Jo 2
N—w»
1 QZJ 1 2irtrk[ (n¥ﬂ¥1)—<‘(n)]
T L e f 1 ag
n=0 1-h
. v
- (1 -m) 1ml yo 2T (nsh)- (n)]
v n=0

21Tk (néh+l)- ¢(a)]

.1 =
+51U1T\T é_____

Si 1es deux limites de cette égalitd existent, on obtient :

rk(h) = (1 —&'/1) rk(h) +5 r;{’: + 1) o

Done si ZuL(h) existe pour les valeurs de h entiéres, elle est une flonction con-

tinue de h , et elle est lindaire entre les points d'abscisse entidre.

b. Relation entre les moyennes de Fk(t) et .r;(h)

En appliquant 1'indgalité de Schwartz

/7

T T , T
IJ n(t) glt) dtIZSJ In(t)|? dtf le(4)]? at
0 0 0

aux fonctions
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A

nit) =1 et g(t)z.}:[
o

F(t +h) db
on obtient

T
I%f at
0

et -en-prenant lea limites lorsque T augmente indéfiniment :

(5)  PP(s)|% ¢ /J M, b)) an, dn, o

En faisant le cha.ngement de variable }12 - hl = A ’ h2 + h1 = y\ s le second

b L

0

fAF(t+h)dh| dt—]}k(t+h1)dhl.ljjk(t+b2)dbz

nmembre de (5) s'dcrit :
1 f+p r‘ )
:"— d (‘/\ d o
Jo 1 J KA

Si rk(h) a une moyenne 9T(7k(h) , on a 3
I, - JTM';{(h)] < -[1;5]22[1. dp | %]-/i::r‘k\}) aX - D?GFk(h)l .
Etant donné £ > O on peut alors choisir E tel que
] ZP jf?' (N) d\ - m%fq(h)|< £ pour M >H
et alors pour A2 > 5 B on a :
|1 - ML (n)] <22 .

Done lim I, = O[T, et 1'indgalité (5) devient
A k
A —o

r
(6) 'Ll%Fk(t)l2 < 90T, (n) ,’

c. Application : conditions suffisantes pour que J)(x) so:Lt Ue re mod 1 o Si

toutes les moyennes j!&r'lr(h) sont nulles, les moyennes .)TZ;F (t) sont toutes
nulles et kf)(x) est u. r. mod 1 .

En particulier : si rk(h) — 0 1lorsque h — o (ou bien est nulle si
> H ) quel que soit k entier #O, %(x) est U. re nod 1.

Si on remarque que r ’h) est la noyenne de ezlukr f(t+h) \P(t)] et si on
suppose que rk(h) = 0 pour tous les entiers k et h # 0 , on obtient le théo-
réme suivant
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THEORRME de VAN DEI GORPUT [7]. - Une condition suffisante pour gue «f(.x) soit

u. ro mod 1 est que toutes les suites Lﬁ(x + Pp) - <f(x) ( p entier> C)) soient
. re mod 1 .

Ces conditions nc peuvent &tre que suffisantes. Un contre—exemple évident est la

suite des multiples d'un nombre irrationnel.

d. Répartibion modulc 1 des polyndues.

On appellera polyndme de Weyl un polynéme de la forme 3

Vol \
n +:a.+1‘&v

Lx) = mY 4 A
f 1

ot A est irrationnel et N > 1 -

Pour mentrer que la suite P(x) est un u. r. mod 1 , raisonnons nar pécurrence
sur V :si V22, P(x+p)~Plx; est un polyndune de degré Y -1 dont le
terme de >lus haut degré est p\,/AnV"l qui a lui aussi un coefficient irrationnel
quel que soit p entier >0 . Si donc on supmose qu'un polynéme de Weyl de degré
V -1 est u. rewmod 1l , 1- théoréeme de Van den Cornut montre que tout polynéme
de Weyl de degré VvV est u. r.nod 1 . Comre pour V =1 la vropriét” est vraie,

elie est vrale quel que solit Vv .

On peut 4tendre facilement ce resultat au cas ol c'est un coefficient autre que

celui du terme du »nlus haut degré qui est irrationnel. On pose :

.

P(x) = P, (x) + PZ(X)

{
1

P = inV¥ k+l
*l(x) =i’ + oo+ h o om

A, Ag, aqu,A\) vl étant des nombres rationnels de d4nominateur commun g .

X

; L
jh} ,K _ - y
.\.2\ ) - Ay '-k, n + osc0 + Av

4tant un polyné~e de Veyl. On a
'S N
Kk 2:mk?, (1) 2i7rkP?(t)
Fi(t) = e - e ’

Sionpose n=rg+s et N=Rq+8 (0<% ¢q)

Pﬁ'ka(t) = 1lim

/ + 0(8)] .
¥N—o =0 =0

=2l =
M
L
f

Comme S est borné par q , on a :
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-1 2iTkP, ()
8= -0

P2(rq + 8) étant un polynéme de Weyl en r , la limite intervenant est nulle quels

que soient s et k . Donc :ﬁEFk(t) = 0 et par suite d'aprés le critére de Weyl :

Si un polynéme P(x) a au moins un coefficient (autre que le terme constant) jr-

rationnel, la suite P(x) est wu. r.mod 1 .

Si P(x) n'a pas de coefficient irrationnel, la suite Effg ne prend qu'un nombre

fini de valeurs et ne peut -‘videmment pas &tre u: r. mod 1 .

8, Fonctions & croissance rapide.

On n'a plus beaucoup de résultats sur les fonctions qui croissent plus vite que
les polyndmes : les résultats con us se orésentent sous forme de thiéorémes "vrais
presque partout” mais on ne connalft pas explicitement de suites q?(x) & croissance
rapide qui soient u. r. mod 1 . Nous démontrerons ici & titre d'exemple un thioréme

sur les fonctions & croissance exponentielle d@ & KOKSMA [3].

THEOREME de KOKSMA, - La suite Lf(x) @7 est unifoemément r‘partie modulo 1

A}
pour presque tout & > 1

C'est-a-dire que si on considére les nombres &5 appartenant & 1'intervalle
[{ A, )] (%x > A > 1), l'ensemble des nombres & tels que  OB" ne soit pas

U, re mod 1 est de mesure nulle. Considérons 1'int<grale :

H N
IN: / 'G'N(@)l déﬁ
ot A
5' Wk@n

n=

“

6y =

=t Fo
Ja

et montrons que 6‘N|2 —> 0 pour presque tous les U & [( A , fi)] .

Pour cela nous nous servirons d'unthfordme de la théorie de la mesure dédduit du
lerme de FATOU [2].

/ 4,
THEOREME de FATOU. - Etant donnée une suite de fonmtions Ui(x) positives mesura-

bles, si la sirie de terre gén'ral

I
o
I. :'j U.(t) dt
i i
A
est convergente, la série de terme général Ui(x) converge presque partout sur

(A, f‘) et par suite Ui(x) tend vers O presque partout.
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p : q "
I, = J T 2imk® ).( ,\ ' eRimkBY g .
q:l
Les termes p = q donnent une participation LIG—_Z— et les termes p £ q se

groupent :
i“f\‘ N, Y
cos 2T k(5P - 59 g6 o

_t-

Iy =~

/
%Lkzo
]
Vi~
Qr
\\J\

gl
X
!

~ g6

;o[ alein2mk(5P - £
- -1
\ 21 k(p P~
de la moyenne car la fonction

et on peut luil apnliquer le gecond théoreme

$(6) = T —
2mk(pb P - qETTY)
est une fonction de & positive et décroissante.
o
t - O:l)

[
7= N ,/.\ d(sin 27 k( H
et corme 1'intégrale a une valeur absolue

i 1
cmme \*J( A) < xJ(f(O) = T =)
certainement infirieure ou égele & 2 ,
1

1 :
e s 5o

On a
P :
C \< 'p""’_‘:‘—a:].'"z'*‘cn.:N— <lOgN
P> 0
et
N2 g=1 N2
Donc
’ - '/\ log N
T = 4=
TN 0(=y—) °
@T
est convergente et d'apres le théo-

Si on prend alors I 5
n=1 m"

reme de Fatou "1‘2(9) tend vers O presque partout. Il me reste plus alors qu'ad mon-
’—N(ff) tend

2 .
N=mn" , la serie

trer que pour une valeur de B telie que 2((,!) tende vers O ,
il
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aussi vers O .

On peut toujours trouver m tel que e €N <c(m+ 1)2 s

N . ;N 2 2 2
N - ~ 1 - 2ink6" N-n  fm+ 1) -m
= Sy Tl =l e ¢ —5—< 2 0 -
il I m n:'mz m m m-—=
Comne d'autre part —NT?- >1, © o T 0 entralne bien GN > 0 . Donec
s n [ - o "N = o0

E-N(G) ———3 0 quel que soit k # O pour presque tous les (7 de 1'intervalle
N —

(A, M )] ce qui d'apr2s le critére de Yeyl démontre bien le théoréme de Koksma.

. > T n s s
On ne connait rien sur les nombres U tels que G sdit u. r> mod 1 . Par

contre 1l'ensemble de mesure nulle a pu &tre étudié de facon assez approfondie et on
0

a trouvé des familles tres intéressantes de nombres lui appartenant. A part les

entiers gul ajoartiennent Aviden.ent & cet ensemble, ce sont les ncmbres de C. PISOT
[4] (nombres algébriques > 1 dont tous les conjugués sont dans le cercle unit?)
et les hombres de R. SALEM [6] (nombres algébrique: > 1 dont tous les conjugués

sont sur ou dans le cercle unité),
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