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Sénin-ire DELANGE-PISOT 1-01
(Théorie des Nombres)
1re année, 1959/60, n° 1 10 et 17 novembre 1959

DISTRIBUTION DES NOMERES PREMIERS ET FONCTION ;(s)

par Hubart DELAICE

1. = I1 est bien connu devuis %uclide qu'il existe une infinité de nombres rre-

n

miers. Donc, si l'on désigne par (x) le nombre des nombres premiers & X ,

™ (x) tend vers +® avec X .

Dés lors se pose le probléme d'étudier la croissance de (x) quand x tend

vers +® .
C'2st essentiellement & ce probléme que nous nous limiterons ici.

Le résultat fondamental, connu sous le nom de "théoréme des nombres premiers'l,

et démontré simultanément et indépendamment 1'un de 1l'autre, en 1266, par HADaMARD
et de IA VALLEE POUSSIF, est le suivant

. -~ X
Guand x tend vers +@ , I(x) Vi mi— -
)

Nous verrons d'ailleurs que l'on sait divantage).
i &

HADAMARD et de LA VALLEE POUSSIN utiliscnt les propriétés de la fonction % (s)
dans lc domaine comnlexe. Un bon nombre d'autres démonstrations, utilisant aussi
les propriétés de la fonction % (s) , ont été données ultéricurement, notamment
var LANDAU, HARDY et LITTLEWCCD, WIEKZR. Pendant plus de 50 ans, on a cru impos-
sible ds donner une dimonstration ne faisant pas arpel * la fonction I(s) et
2 la théorie des fonctions de variable complexe. Ce n'sst qu'en 1948 qu'une tel-
le démonstration a été obtenue par atle SELERRG, ce qui produisit & 1'époque une
grosse impression dans le monde mathématique.

A vrai dire, la démonstration "élémentaire® de STLFTRG n'est pas particulidre-

ment simple et ne vpermet pas d'aller aussi loin que les méthodes utilisant % (s) .

Aussi je n'en parlerai pas dzvantags.

2. = Par contre, il me paralt intéressant d'indiquer comment on peut démontrer
N . ~ - X . r, 2 ’, .
trés simplement que O%(x) est de l'orire de Tog % ° ce qui a éte établi pour

v ’
la premiere fois par CZRYSIV.

v
3y

2.1, - CERYEEV introduit les fonctions suivantes :
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log p si n:pk ; avec p premier, k entier 30 5

Mfn) =

0 si n n'est pas de cette forme ;

Y (x) = 5; A(n)

On voit aisément que les plus petite et rlus grande limites de M ;

X
sont les mémes que celles de ______\H}(Cx) .
Fo_ lin W(x) £ _ lin  2(x) log x ,
Posons Ch X-?T“ % 5 T T e =
L = 11 ¢ L o= i 2x(x) logx
1 x*e x PR ) X s

Observons d'abord que, dans 1'cxpression de  W(x) , apparaissent les logarithmes

des nombres premiers < x , le logarithme de »p apnaral ssant autant de fois qu'il

v a de puissances de » Lx , soit F[igg };] fois ( )
r——«.
Donc (x) = p/ % “llog X‘ log p X L_. log x = #3(x) log x . (2)
Par suite, *}({X) Y J;'-‘i.(x)x*o‘g X, ce qui donne
- j“
,Ll S et Ll < L2

Maintznant, soit <t satisfaisant & O =< (1 .

Pour x »1 , ona

\g‘l(x) P };__4 log p },[D‘S (x) - OO(x*) | log x™ 5 20 (x) - x¥] & log x 5
x"¢p <X

Y(x) | S n(x) log x ~xlog x
X

d'ou
“ X 1-x
X

Le second terme du second membrc tendant vers 0O pour x infini, ceci entraine
Lot o Ly«

"En faisant tendre X vers 1 , on obtient ’El >/‘€ et Ll > L, -

P
} — /}‘
On a donc ] ) et L L2 .

(1) Nous désignons par E[u] 1le plus grand entier Su .

( ) Nous employons la lettre p comme symbole générique d'un nombre premier.
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2.2. - Nous désignerons meintenant par + la valeur commune de {i et *é s et

La

Dire que 747(x) est de 1'ordre de

20

r L la valeur commune de L1 et L2 .

signifie que 1l'on a
. & .
0<4 {L< +o .
Nous allons montrer en fait que

; , 2
Jog 2 £ ¥ ~Lg2log2 (%)

r s
3. - Posons T(x) = 47 log m .

On voit immédiatement que, pour x infini,

T(x) = x log x - x + Cllog x,

rlx
I1 suffit par exemrle d'additionrer les égalités log x - logm = ; %; ; Ou m
prend toutes les valeurs entidres < x . On obtient ainsi o
X - X
Elxi log x - T(x) =t Bltd gt =5 =1 - | 3Bty 4
E[xj log x 7 (x) —jl-—TT— dt = x 1 31 — at
c'est-a-dire ¥ log x + O[log x| - T(x) = x + 0[log x .
Par ailleurs, on voit aisément que log m = ;;& M) .(4)
Ceci donne
) ) - - ~\————f
m — }W_. ) P4 - L i 2__.: ‘ - Lt 7_}.(..
T(x) = Ly o7 SH(n) = >—~ Mn) = o L An) = o Jr(q) .
q

X0

On en déduit

1) - 2 = 2 @) -2k WD) = 96 - ) e VB - W e

Comme les termes du second membre sont de valeur absolue non croissante; on a

X X

Wx) - W) € Tx) - 2T(5) <y (x)
D'apreés ce qui a £té dit plus haut,
T(x) - ZTGg) = x log 2 + 0[log xj .

La deuxiéme inégalité donne alors + 3 log 2 .
D'aprés la premiérs, si ¢ est un nombre positif quelconque, il existe un
> 0 tel que, vour X 3 Xg s
¢ (X) - q'(%) 4 (1og 2 + E) X .

_(3
&

) CEBY*H a obtenu mar sa mZthode des bornes plus serrées.

) " on/m @ signifie;, comme 1l est d'usage, " n divise =n ".
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Pour x > Xy 5 On 2, en désignant nar a le plus petit entier n tel que

.2{_— ¢ b4
n -0 q
- N X g XN L uy X
W) =ty [y - T+ HE)
! SN nJ=1 F -4
q
L/
g ’-,-—4 & X .
- j: (lOF’ 2+ ) 23_1 + “s’(xo) ?
{ 2(log 2 + £) x + WY(x .
Il en résulte cue L & 2(log 2 + =) .
3. Lotoas en passant cue la formule
\T’"J
N L .
Tx; = an 4x f\(n) 5

derite plus naut; condui® 2z d'autres résultats intéressants. Elle donne

§ \ T Aln) Y A) | s
T(x) = £ B[=] AN) = w20 2320 4+ 0l wi(x) ] = x Lo =2l o (lx)
(x) nex [n M) msx  n [ () L&X N b ’
. y | Aln
ce qui entralne z~7; -éwl~= log x + O[1; »
T4 S S
/t{n ) 1o p los
Cor Lo -;~£—l = 2oy PER L . 200F , et que la seconde somme du second
n<x n DX D k. k
: ' pPix 0D
k-1
-l i
. L < , >t OL0Eg D .
rembre est manifestement tornse par 4mx;;E;1ﬁ—9 on volt que
Y log p
i ?~£ = log x + O[1] .
DX C :

S
?:H ~i= log log x + A + OE—J;—g ;
A S e Log X

1

A élant une certc ine constante.

A pertir de 12, on wevd prirur encors gue

b
d

’ y étant la constante ¢'Euler.
{

(Mais ici, il faut utiliser la fonction ¥ (s) rour trouver la valeur de la cons-

Ces difrérentes fcrmules sont dues 3 MERTINS.

4. - Revenons maintenant au thécrimec des nombres premiers énoncé au début.
I1 résulte de ce qui a été vu plus haut (paragraphe 2.1) qu?il est équivalent

32 la relation
a((x)-v % vour x infini.



cette relation que l'on établit d'abord.

En fait, dans toutes leg démonstrations auxquelles j'ai fait allusion, c'est
s q J )

pramiers s

Définissons une fonction
et, pour n >

”

¥ (n)
1
(-1)2 si n est le produit de

f
{*(n) = <

51
:‘2" A
o 1Y)
n:x ;(n) ’

Soit M(x) =

(fonction de Mobius) var
5
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J'indiquerai néarmoins une autre relation équivalente au théoréme des nombres

'.L(l) =1

q facteurs premiers tous différents,

n n'est pas de cette forme.

Alors le théoréme des nombres preniers est équivalent &

M(x) = o[x] pour

5.

- Parlons maintenant de la fonction

b
v (s) .
;

posarai

s =
+
L el
=l
1

8

F o+ it
Ceci dit, la série

1 B s
— 5 OU N
]
n
convergente pour
plan.

?(s) .

“r

% infini.

Avant de commencer, je précise une fois pour toutes que, dans toute la suite, je

est pris avec sa valeur principale, est

G > 1, et sa somme est une fonction holomorphe dans ce demi=-

Par prolongement, on obtient 3 partir de cette fonction une fonction analytique,
qui est, par définition,

Nous allons voir que

“(s)

est une fonction uniforme, qui est holomorphe dans

tout le plan, sauf au point 1 , lequel est un p5%¢ simple de résidu 1 .

Auparavant, remarquohs que le lien entre Ja fonction

-~ P 1
H(s) = L

X (s)
miers apparalt immédiatement si 1l'on observe cue;, pour =

=
i

“mi“

et les nombres pre-

. (Formule déja considérée var EULER).

D'ailleurs, en prenant la dérivée logarithmique, on obtient

+ @
e oo Al
T 4T
ce qui montre le lien avec /'(n) , donc avec px) .
On a aussi + ®
1 _ 5 . ¥)
§fs) 1 S :

n



[N

1-0
21
\ S

n
est proiongeable analytiquement dans tout le plan, sauf au point 1 , est sans

doute d'appiiquer la formule sommatoire d'Buler-Maclaurin. On obtient ainsi le

6. - La méthode la plus simple pour montrer que la somme de la série

prolongement duns le demi-plan < 5 - m , moins le point 1 ;, m ¢étant un en-—

tier 30 quelcongue.

Si 1l'on veut sculement prouver que la fonction est prolongeable dans le demi-

plan < » 0 - gavuf au point 1 -, cela se fait trés facilement de la fagon sui-
vante :

i =1, on a vour chaque n £x

, /X
1 i :' du
S s T s+l ’?
n X ‘nu
d'ou, par addition,
T 1 X i
3.1 EB[x { Elu] d
nix _s s i s+l :
n X 21

En faisant tendre x vers +® , on obtient

+ o ® o -
<l ( Elu d
P === g u
beed S s+1
1 n /1 u
s e
_ % au (" P v-Bluy
= s — =~ s ) du 5
ju W8 1
@
P T T
- 51 b s+l °
/- u
" u-i[u]

Comme O ¢ u ~Bluj v i, I'intégrale (

97 >0 5 el voprosente uire fonction holomourphe dans ¢é demi-plan.

7. - J'indiqrerai ici une autre méthode pour obtenir le rrolongement, méthode qui

a 1l'avantage de conduire & 1'équation fonctionnelle.

En partant de 1'égalité

s-1 + ®
u _ 7 s=1 _-nu
—— > u e

u . y ANy b4
e - 1 1

valable pour u > QO , et intégrant terme 3 terme, on trouve quey, pour o~ > 1

+ @

4 ® +® M
8-1 - s-1 _~-nu (s
u. ~du= ;| 5 u e du = § . ——é—l ’
0 1 n

0 u, 1
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d'ou +® +® s=1
;ﬁ-‘ ..}.. = 1 « PL.._ d
f o . °
s i"(s P!
1 n /0 e’-i
Considérons maintenant 1'expression
] / Zs.,.]_
1(s) = 233 = 42 :
ToJo e
. S"l . Z . . . . £ .
ou z est pris avec sz détermination principale dans le plan coupe suivant le

demi-axe réel négatif, ot C o5t le contour formé du bord inférieur de la coupure
entre 1'infini et le voint - r, du cercle Iz] = r parcouru dans le sens direct
du point - r & ce méme point, et du berd supéricur de la coupuve entre - r et

1'infini, le nombre positif r étant <277,

On voit que I(s) est une fonction entidre, et que, pour « > 1,

.. to s-1
r(o) = simne [,
~Jo el
On a donc, mour -~ > 1 ,
L I I(s) = T'(1 ~ ) I(s)
Ly e M(s) sinps 0 S i ’

F(l - 8) étant une fonction méromorphe danc tout le plan, il en =st de mine de
(1 - 8) I(s) .

’ e - ~, 3 - .
De plus, les pdles de | (1 - s) sont les entiers » O , qui sont des pdles sim-
’ k ’ M
Tt
. : v . « & S "
ples. Mais I(sj =0 pour s cautier > I , car aiors -:.--— est une forchion en-
e =1

tidre. [ (1 - g) I(s) a “onc pour sewi péle ie peint s = 1, qui est un pdle

simple de résidu I(1) =1 .

3 bl 03 © -~ -1 3 o 03 >
8. = On obtient 1l'équation fonctionnelle & laguelle satiesfait g(s) en remarguant

quey; pour o < 0, I(s) est la limite quand ifentier ¥ tend verc +® de

(&) =i [ 220
I.(s) = 5= o e Q7
. o, o™

ou CN est le contour formé d'un segment dn bord inféricur de la coupure allant

du point -(277 + 1)# au point - r , du cercle !z = r parcouru dens le sens
direct du point =~ r & ce meéme point, d'un segment du bord supérieur de la coupure
allant du point - r au point =-(27 + 1) ® , et du cercie |z| = (2 + 1)~ par-

couru dans le sens rétrograde du point ~(2N + 1) 7% 3 ce méne point.

IN(s) se calcule aisément var la méthode des résidus.



On trouve :
s-1 S I 1
IN(S) = 2(2“-) gin -'\2‘- i; —r*__—a- .
n
Donc, pour & <0,

i

. o S
I(s) = 2(2m° s1n-€f §(1 - 5) ;
et par suite
s . fis
(271‘) Sin “-2‘- ‘1;(1 - S)

{"(s) sin ms

°

tls) =

Par prolongement analytique, ceci est vral pour tout s #1, et on en tire :

T(1 - 8) =207 cos"’—“"@E ["(s) T(s) .

8.1. - Ceci étant, on introduit la fonction
S

() =2 s(s -1 X~ @) 2(s) .

STV

C'est une fonction méromorphe comme produit de fonctions méromorphes.

On voit qu'elle satisfait 2 1'équation fonctionnelle

> 5
g(l -s8) = @(S) (%)

Comme elle n'a ras de pdle dans le demi-plan = > 0 , elle n'en a aucun et c'est

une fonction entiere.

Flle ne s‘annule pas pour <1l , car l'expression de {(s) sous forme de
cy sopsos . wir
produit infini montre que g(s) # 0 dans ce demi-plan, et | Qz) ne s'annule
jamais. Elle ne s'annule donc ras non plus pour & ¢ O . I1 ne peut donc v avoir

de zéros que dans la bande O £ o7 &1 .

I1 v a effectivement une infinité de zéros car, si l'on pose
M(r) = ,“T?’__fr [ ¥ (s)] ;
on voit sans peine que, pour r infini, log M(r)\ﬂ-% r log r . Ceci entraline
que %(s) est d'ordre 1 . Mais alors,sielle n'avait pas de zéros ou n'en avait

qu'un nombre fini, ou devrait avoir

log M(r) = O[r] .

(5) I1 faut utiliser ieilaformile connue : §'(3z) = p22-1 ﬂ-l/z MNz) Nz + -é—) .
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Ces zéros sont d'ailleurs symétriques par rapport 2 l'axc réel et 3 la droite
T :-% . Ils sont symétriques par rapport % l'axe réel parce que E(s) est réel-
. 1 s
le pour s réel, et par rapport & la droite o" = 5 parce quiils sont aussi sy-

métriques par rarvport au point -%», 4 cause de 1l'équation fonctionnelle.

9. - Maintenant, on vpeut écrire y y
s/2 S/ R
g(s) = h(s)‘gis) , avec h(s) = 20 — = - n — .
s(s-1) () (1) T(i+)

Les zéros de y(s) sont ceux de (s) et ceux de h(s) .

>
2
p

On voit donec que §(s) a d'une part des zéros simples aux points -2 , -4 ,

=6, ceu y =2m , ... , d'autre part une infinité de zéros situés dans la bande

- &1, lesquels sont symétricues par rapport & 1l'axz réel et 2 la droite

o
s

°

10. - On peut d'ailleurs évalusr assez facilement le nombre §(T) des zéros situés

dans le rectangle 0L & {1, 0t {T. On trouve que, pour T infini,

N(T) :-5% log §%¥"é%i+ 0[log T} . (Formule de von MANGOLDT)

11. - RIEMAIN a conjecturé que tous les zéros de E(s) dans la btande 0 Lo &1
4 4

sont situés sur la droite « =% . C'est 1= céldbre "hypothése de Riemann'.
Jusqu'3 présent; on ne sait pas si cette hvioothdse est vraie ou non.

1 , le nombre des zéros situés dans

tof 1=
”~N\
q
-~

BOHR et LANDAU ont prouvé que, si

le rectangle o Ko &1, 0 &t &T est °[T] quand T tend vers +m .

» . s . - e I - . 1 0
HARDY a prouvé qu'il y a une infinité de zéros sur la droite ¢'=-§ . Puis

HARDY et LITTLEYOOD ont prouvé que le nombre des zéres situé

[a1N
[]
9]
o
~
—
[
0
D
¢
[a]
=S

E% ,-% + iT; est au moins de 1'ordre de T quand T tend vers + o . Enfin
Atle SELBERG a montré que ce nombre est de l'ordre de T log T , comme U(T) .
<

Par ailleurs, si 1l'on range lss zéros de la bande O & 7™ &1, t %0, par ordre

de t croissants, on a pu prouver qu'un grand nombre de termes au début de la

suite obtenue sont sur la droit: o = %-,

12. - Pour démontrer le théoréme des nombres premiers. il suffit de savoir que

¥(s) n'a aucun zéro sur la droite e =1 .
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La méthode de démonsiration la plus simple & partir de ce fait consiste & uti-

liser le théoréme taubérien de IFEHARA ¢

Soit ot(u) » 0 et non décroissante pour u » 0 , et telle que 1'intégrale

+ @
( o % x(u) du soit convergente pour a a » O et dgale & f£(s) .

Si £(s) --gﬁg (ou A > 0 ) est holomorphe sur la droite ¢ =.a , on a pour

u infini :
oA (1) ~ At .
Pour o >1 , ona

_30e) (TP ) o
K:éT— ” 1 XS+1

Pour le voir, il suffit par exemple de remarquer que l'on a pour chaque n £ X

Ak) Al [f AL

o J
ce quil donne par addition
(— R K '
> Am) | ) _ 1w
n<X _s S il Xs+1 ’ ’

puis de faire tendre X vers +® .

. . u .
En faisant le changement de variable x = e , on obtient

;Eiis = s f+(m e~ (¢7) du
- = s
3 s) 0 v
ou o r
1 -su u 1 §'(s)
( e W{e ) du = - =
,,’»O * S ))'ZS;
‘g(s) n'ayant & i = i LS (),
n'‘ayant pas de zéros sur la droite ¢ =1 , la fonction - =<7 a

. . \ - - s AN
comme seule singularité sur cette droite un pdle simple de résidu 1 au point 1 s

provenant du pdle de & (s) .
Le théoréme de Ikehara donne alors
U u NPT
\V(e )~ e pour u infini,
d'ou

\V(x)\ﬁ x pour x infini.
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13. - Liabsence de zéros de g(s) sur la droite o =1 est un résultat équi-

valent au théoréme des nombres premiers, car on peut inversement la déduire de

celui-ci.

Considérons en effet la fonction

_ 1 %'(s) 1
g(s) = T B(S) g-1 :
On a pour + » 1
+ @
o) = W) - x
g(s) _(l e

Mais le théoréme des nombres preniers impliique que, pour x infini,
kV(x) - x = o[xj , et ceci ertraine que, lorsque o tend vers 1 par valeurs

supérieures, avec t fixe, (o -~ 1) g(s) tend vers O .

En effet, étant donmé & 5 0, il existe Xy % 1 tel que, vour x )} Xg s

I\V(x) - x]é;-% X « -1 en résulte que, pour < > 1 ,

X i ; +
- (Fo Wiz - x £ 7 &
el ¢ [0 Leoad e g (P
1 X Xy X
5 3 + @ :
(Ol mxl g BT Ay,
d, A T )
) <.
Alors, pour 1 <@ L v 5x,
[ (- 2) gls)] ¢ ¢ :

Sil. point 1 + ity ¢tait un zéro de  %(sj , il serait un pdle simple de
g(s) et le produit (o - 1) glio+ ito) tendrait vers le résidu de ce pdle, donc

vers une limite non nulle, quand o tend vers 1 par valeurs supérieures.

14. - On obtient un résultat plus précis que le thforéme des nombres premiers en

utilisant le fait que g(s) nia aucun zéro & droite d'une certaine courbe asymp-

tote 3 la droite @ =1 du cbté gauche.

C'est ainsi que de IA VALLSE POUSSIN avait démontré d&s 1899 que, pour x infini,

X (x) = 1i x + O[Xe-»*Vlog | (6)

7z
(°) la fonction Ii x (logarithme intégral de x ) est définie pour x > 1 par

. 1€ 4y X du - £ du
Ii x = 1lim [J Tor s * ( T { . On adonc Iix = g To5z o + constante.
fas0 Jo og u 1. 108U , Togu

Pour x infini, ILit~ ve——— .
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o étant une constante positive convenable.

s . ~, 4 a
De 1A VALLEE POUSSIN utilise 1o fait que %(s) #C pour o)1 - »
; ise que . L(s) £C p A vl
]t’ % to s o a et to scnt des constantes positives convenables.
bl ]
I1 se sert d'une exvression de ;ErTé% déduite de 1l'expression de S(S) )
ltaide de &(s) ot Au déveloprmement de Z(s) en facteurs primaires de
Weierstrass.

La démonstration a été considérablement simplifiée par LANDAU, qui la rend to-
talement indépendante de la théorie des fonctions entilres.

»

Dans cette nouvelle méthode, le résultat sur les zéros découle de théorémes
simples de théoric des fonctions et de majorations faciles de l K(s)] pour
T >0 .

-

Ensuite, comme dans la méthode de de Y2 Jallée Poussin, on ytilise la formule

d'inversion de la transformation de Mellin pour obtenir une expression sous forme

N \ X . “af, /
d'intégrale soit de Y, (x) = ( W(u) du , soit de if(x) = | ) du .
1 LY )1 u

‘0
En effet, on a vu plus haut ~-e, pour & > 1,

Te(e) % wix)

- "’”“',"‘1“"‘_“‘ -~ = 5 "-‘1 "‘"“/ dX °
3k°y 1 ox7
Par intégretion par parties, on »btient
N - o () ; -
S L [P 2 e
S(S) TR Ty, EE se1 ™ ’
- :{ V] “
d'ol o,
AR S R 110
J1 i R AT
et .
[T9 W) Y (e
j1 e T els)T ‘
BN - Pl )

In partant par exemple ds la premiére de ces deux formules, on obtient

g (O el i (s)
W) = .t - N 5/ 3
11(‘) 213 } . BT T () 8 (e 1)
c-1 @ N
+1i® :
le signe signifient que 1'intégrale cst prise sur la droite 9 = ¢ par-
c-i®

courue dans le sens des 1 croiszants.

On déforme ensuite le chemin d'intégration en remplagant un segment [c - iT ,

¢+ iT] , ou T varie convennblemeni en fonction de x -~ pour un contour allant
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passer & gauche de la droite 9 = 1 tout cn laissant & sa gauche tous les zéros
de E(s) . La fonction sous le signe ( a ainsi comme seul point singulier entre
le segment et le nouveau contour le pﬁlza 1 . On compense donc. le changement de2
chemin d'intégration en ajoutant au second membre le résidu de ce pdle, soit %—— R
L'intérét de ce décalage du chemin d'intégration vers la gauche vient de ce qu'en

.. .. s+1
diminuant o on diminue le module de x .

Ayant obtenu une évaluation de ¥ (x) , on passe & W(x) en remarquant que,

comme \1 est non décroissante, on a pour h > 0 et < x

\'Vl (X) - L"a (X - h \“! 1(X + h - \‘/1 (X)
h < \V h s
et choisissant convenablement h en fonction de x .

]
On passe de \P(x) y @(x) p>«::c log p , en utilisant le fait que

H

+

1/2) @(XI/B) + .. + 0O (xl/q) , o0 g = E[log X

yx) = B(x) + G Tog 2

de sorte que
Ox) + 0[6’(x1/2) log x] 5
@(x) + O[xl/2 log x] s

11

k))(X)

i

puisque ©(x) & W(x) =0fx) .
On arrive enfin & 1'évaluation de & (x) par la formule

w(x) = 0L JX _ 6 &
(

log x 2 u(log w)”

que l'on peut obtenir par exemple var addition & partir de

log 1 log p
- 2t I g p[ —~ | = d o
lo logp logx o u(log u)

Si O(x) =x + Q(x) , on trouve

B) = g f o VIEYR . (G

Jog W7 PEX )2 4(iog u)?
’5( du 2 ‘/(Y) f( v)(u)
_ . 4 du 9
5 logu log < log x 2 u(log u)2
d'ou
. du_ 2 1
| &5%(x) - RS + Su V()|
¢ 5 D v ’
J2 logu' ™ Tog2 " Tog2 b, '/
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15. - La méthode de landau peut &tre systématisée de la fagon suivante :
Supposons établi que

1) g w6f® w1 - BIC T2 et vt 31, ()

avec \&) continue non-décroissante et & continue non croissante pour

t 3ty s t.f(t)}O, 0 < 2(t)& L

H

ol

1og-7§%€7 = O[Lf(t)] pour t infini,

t%}%m \F(t) =

- (At) . @(At) -

ot t-& " 4 t«»}-mco =1 pour tout >\) 0.

On en déduit d'abord qu'il existe une constante positive A telle que ’i(s)

n'ait aucun zéro dans la région

o /\/ 1 - A F{,&.j 2 “”
%)
S'(S) [\ (t)
Y (s) e(t)

On démontre ensuite, 2 partir de 13, que pour x infini

et que, dans cette région,

&i(x) = L1 x + Ofxeme%X)J

ou <A est une constante positive quelconque <A et

Zi(x) = tmi% ET?(_T log x + log t]

Le résultet de La Vallée Poussin s'obtient en prenant

Bv) =5 , Y(t) = 2 log & .

16. - On peut obtenir des résultats meilleurs en utilisant la théorie des "sommes

trigonométriques®.

On appelle ainsi des sommes de la forme
-1

L.  if(n)
N

o f(n) est une fonction réelle.

(") I1 suffit de considérer les valeurs 50 de t puisque 3(s) prend des
valeurs imaginaires conjuguées pour des s imaginaires conjugués.
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I1 est évident que cette somme est de module au plus égal &3 N' - N + 1,

meis si la fonetion { satisfait a des conditions de régularité convenables, on
peut trouver des majorations bien meilleures. Des méthodes pour obtenir de telles

mejorations ont été élaborées par WEYL, VAN DER CORPUT et VINOGRaDOV.

(ette théorie s'introduit de la fagon suivante dans le probléme qui nous occupe :

Zn utilisant un calcul fait plus haut (paragraphe 6), on voit que, pour o >1
et x >0,
< | +® -
N 1. - E[XJ E[u_l
‘,(s)-— L. —-——-—-———-+s§ —== du

2]
n&«x _s _ s+1 ’
n x ol

T s usxl ’

_ =E[x] +si+®du o _+mu—E[uj du
X X

1 ; ‘@ _
X X—E[XJ_SI u—E[quu

= +
s-1 s s+1
u

X

Comie la derniére intégrale est convergente pour ¢ >0 et représente donc une
fouction holomorvhe dans ce demi-plan, et que les deux termes qui la précédent
sont holomorphes pour s # 1 , le résultat est valable pour +~>0 et s#1.

Done, pour >0, t#0 et x 0,

. ST o1, 2T ae s 4] o S o~Trx 21
1) - Ja S g T e T ey el

En particulier, pour = {2 et ‘tl J, 2 par exemple,
2 () - ey LI 4
¥ 2 s'~N
n{t n

de sorte que

——y

N ‘ N 1
| g ey =l +a .
ngt a
. . ! 1 s
La majoration de | {(s)l pour -2-\< T2 et ltl 77 2 se rameéne donc & celle
{“"""\
de l l“‘"“q '—1—1 o
n ¢t n® N,
T N
La somme A, —- peut se décomposer er sommes telles que VAN
2 s N s
ngt T n 1 n
1 _ 1 1 1 ‘s L. .
Comme — T FeT3IT s et que — est positif et décroit quand n croit, on a

n n n n
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#
;Sfﬂ 1] il nex fz:j 1 | .
| T oS N NN, W v

On est ainsi ramené finalement & majorer en module des scrmes.de la forme.

o N

E 1 N e-lt logn
1 ¥ I 1t e
L d i

La méthode de V' nogradov perme’ ainsi de prouver par exemple que, pour

Q//
_ (log loz t)//4

{02, tyty,
(log t}3/4

: . ISP 3
]~S(s)l$1 ec‘10° log t) ; avec ¢ > 0 convenable et to convenable e ,

d'ou il résulte que, pour x infini,

o~ (.
W x) = Li x + O[x exp(-~t = )] s

\ )3/7

(log log x
ot Kk est une ccnstante positive convanable.

Cecl ftait le rdsuitat le plus précis obtenu avant 1958, (8)

Le progrés n'est pas considérable par rappert & I+ VALLEE POUSSIN.

17. - On aurait des résultats bien meilleurs si 1l'on cavait que 1'hypothése de

Riemann est vra’c.

Ceci se d3duit aisdnent de formules donnan’ des expressions exactes de \f (x) ,
ou de Yy (x) —-«[kv + 0) + \3(x - 0)j , al'aide des zéros de é(s)

En désignant par ? :/3 + iv les zéres de  (s) dans la bande O GRS
7/

Al

on a N
NIRRT e R
1 2 eF+1) T (0) % (-1) 1 23(25-1)
et

\‘\JO(X\) =x ~ 1im Z: 3{]- —5,(0) -1 log(1 --—}-) .
X

T3 +» ,¥

( ) Au congrés international d‘“dlmnourgq VINOGRADOV & annoncé une amélioration de
sa méthode permettant d'obtenir un résultat un peu plus précis.



1-17
La premiére de ces deux formules se déduit de l'expression de k{"'1(}() sous
forme d'intégrale donnée plus haut (paragraphe 14), en déformant encors le che-
min d'intégration. On fait cette fois pénétraer ce chemin dans le demi-plan

m™ £ 0 , en passant convenablement entre les zéros de g(s) .

La deuxidme formule s'établit de fagon analogue, et 1'on peut en méme temps

: . ) ; x P .
obtenir une majoration de la différence entre la somme - = et sa limite

IX]&T F

pour T infini.

Si 1l'on désigne par & la borne supéricure des parties réelles des zéros de
?(s) dans la bande O {7 ¢ 1, la formule donnant ifl(x) montre immédiatament
que, pour x infini,

Y X2 1+(’E
*"1(X) =5t ofx™" 9

car 5:: L +® .
I's <

On peut déduire de 13a,; ou bien de la formule donnant \{b(x) s en tenant comp-
te alors de la majoration 2 laquelle je viens de faire allusion, que
\V(x) =x + O[xé%log x)zj .
Ceci entratne &i(x) = Li x + O[x(glog x|

En particulier, si 1l'hypothése de Riemann est vraie, on a
1

& (x) = 11 x + O[x2 log x R

comme il avait déj2 été démontré par von FOCH en 1901.

12, = Pour terminasr, j'indiquerai que 1l'on a des résultats en sens opposé des pré-
cédents, c'est-2-dire qui limitent la précision avec laquelle &3(x) est approché

par Lix .

Ainsi LITTLZWOOD a démontré en 1914 que, k étant une constante positive con-

venable, il existe des valeurs de x aussi grandss que l'on veut pour lesquelles

o =

log log log x
log x ’

Xx)y Iix+ k=

et d'autres pour lesquelles
1

x2 log log log x

o(x) ¢ 1ix -k o
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