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Séminzirve CHUQUET C1-01
(Initiation 3 1'analyse)
17e année, 1977/78, Communication n° 1, 2 p, Cctobre 1977

EV3EMBLES X-ANALYTIQUES ET FONCTIONS CROISSANTES DE COMPACT.

par Michel TALAGRAND

Désignons par %(X) 1'ensemble des compacts d'un espace topologique X . Le
. théordme suivant est df & G, CHOQUET.

.~
THEOREME 1. - Soient X wun espace polonais,-et Y un espace compact dans le-

quel tout point admet une base dénombrable de voisinages. Soit f une application
croissinte de %(X) dans K(Y) . Alors, f(X) = U{f(K) ; K e ¥(X)} est ¥-analy-

tique.

Démonstration. — Soit d wune distance sur X qui en fait, est un espace mé-

$rique complet. Pour K € X(X) , posons
B(K,n"l)={xex; d(x,K)sn'l} ,

puis

n(x) = N, UIFLL) 3 Lex(x), Lesk, n‘l)} .

C'est un ensemble compact. Pour tout voisinage V de n(K) , il existe un n tel
que, si Le B(K, n_l) , on ait h(L) €V , Ceci montre que, si 1'on munit %x(X)
de la topologie donnde par la distance de Haussdorff, l'application L —& n(L)
est semi-continue supérieurement. Puisque %(X) est polonais, il en résulte [1]
que h(X) = U{h(K) ; K e %x(X)} est ¥-analytique. Il reste & montrer que

n(x) = £(X) . Il est clair que £(X) © h(X) . Soient ye h(X) , et XKe x(X),
tels que y e h(K) . Soit (Vn) une suite de voisinages de y . Pour tout n , il
existe L © B(X , n"l) , tel que V. n f(Ln) #¢ .Meis L=KulU, L, est com-
pact, et puisque f est croissante, on a Vh n (L) #¢ , pour tout =n , donc

ye £(1L) .

Co Qo F. D.

Le but de cette communication est de montrer que, si le compact Y ne vérifie
pas la condition du théoréme 1, alors f(X) n'est pas nécessairement ¥-analyti-

que, et méme peut ne pas 8tre de Lindeldf, ni universellement mesurable.

. N .
Soit ¥ = N~ , munie de 1'ordre produit et de la topologie usuelle (pour laquelle
il est polonais). Pour © € £ , posons
. z
By = {(a,) € (o, 1)*; (p30) = (2 =0)} .
1 ' c =
C'est un ensemble compact. Pour ¢ o', ona E SE, . Posons E = qseZ:Eo .
Tout compact de £ est majoré pour l'ordre. Il en résulte que E est image de

%(g) par l'epplication croissante donnée par f(K) = ﬂK<c E

Prouvons que E n'est pas de Lindeléf. Pour o € 2 , posons



Ci-C2

v = {(ap) e (0, 1)E 3 a =0},

C'est un ouvert de (0 , 1]Z « Puisque Ec - Vo , ona EC< qs Vc . llontrons que
si D est une pertie dénombrable de % , on n'a pas E € quD‘VO , ce qui établi-

.ra que E n'est pas de Lindcldf. Il existe, en effet, T € L tel que i g,
pour o € D (par exemple, si T croit plus vite que tout élément de D ). L'élé-

ment (ap) e (0, 1]2 , défini par

a =1‘—P—:}QGD,

P
n'appartient & aucun Vc y pour o € D, Mais il appartient & E puisqu'il appar-
tient a E_ .

Prouvons que E n'est pas mesurable pour la mesure cononique m de (o ’ 1)2 .
Nous allons utiliser le fait classique suivant. Si X est un compact de (o , l)z
de mesure >0 , il existe une partie dénombrable D de £ , et un compact L de
(o ’ 1)D tels que, si on désigne par s} la projection canonique de (o , 1)2
sur (0 ’ l)D , on ait

i (L) <K, et n(r7H (1)) = n(x) .

Ceci montre déja que tout coupact K de (0 ’ 1)2 , qui est de mesure >0 ,
contient un élément qui n'a qu'un nombreau plus dénombrable de composantes non nul-
les. Puisque tout élément de E a un nombre non dénombrable de composantes nulles,
on a X ¢ E , donc m*(E) = 0 . D'autre part, prur toute partie dénombrable D de
K, il existe 1€ £, tel que, pour 0 € D, on ait $ 0 o Il en résulte que
nD(EG) = (o ’ l)D y et donc que E rencontre tout compact K de mesure >0 ,

c'est-a-dire que m%(E) =1, ce qui prouve que E n'est pas mesurable pour m .

Signalons pour terminer le résnltat suivant, qui est une reformulation de la pro-

position 6.13 de [2]. On désigne par p 1la topologie de la convergence ponctuelle.

THﬁOREME 2o — Soit Z un espace compact. S'il existe un espace polonais X , et

une application & valeurs compactes croissante de X(X) sur CP(Z , (0, 1)),

alors CP(Z) est ¥-analytigue.
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