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Scminaire CHCRUET ' 25~01
(Initiation & 1'Analyse)
i7e année, 1977/78, n® 25, 13 pe 15 juin 1978

SUR LES CONES INF-STABLES DE FONGTIONS CONTINUES SUR UN ESPALCE GOMPACT

par Richard BECKER

Préliminaires

1+ Introduction.

La classe A des cBnes convexes inf-stables de fonctions contimnues, définies sur

un espace coupact, a été étudiéepour la premiére fois par G. CHOQUET et J. DENY [6].

La question a été ensuite spprofondie par N. BOBOC et A. CORNEA ([3], [4]) qui
ont ¢établi, pour la classe A , des résultats analogues & ceux connus pour le cbne
des fonctions concaves et continues, définies sur un convexe compact. iiais, d'une
part, ces auteurs n'ont pas envisagé les résultats du genre "dilatation des mesures"
(cf. § 2) et, d'autre part, ils supposaient, plus ou moins explicitement, que les
cBnes considérés contenaient un élément > O (dans [4], cf. le r8le de 1l'ensemble
7 ). De mbme, MOKOBODZKI, dans sa théorie du balayage rappelée au § 2, dans le ca=
dre des espaces compacts, considérait des cBnes contenant un élément > O et, dans

le cadre des espaces localement compacts, n'envissgealt que la classe des "cOnes
adaptés" ([13], § 1)

Signalons, bien que nous ne nous en servirons pas, la stabilité des cBnes de 4 ,
par composition avec des fonctions trés réguliéres, voir H. BAUER [1], S. GUBER
([9], [10]) et G. MOKOBODZKI [12].

2. Rappels techniques concernant la théorie du balayage.

Soit X un espace compact, et | c C(X) un élément de ) contenant un élément

>0. v 1, pE€ mf(x) s lorsque |, ¢\ sur T , on dit que L est balayée de ) ,

et on note |, <) .
Les cas suivants sont bien connus.

1° Formule de balayage de Mokobodzki ([11], XTI, T+53)e = v x€ X, ¢ fe X ,

on a

sxlpex<v(v(f)) =inflg(x) ; ger, g3 9 .

2° On déduit de 19, par la méthode de PHELPS ([15], p. 109), que

+ ~
omv{R (e, v) 5 x€X, e <v}l={(,p ;5 p=<2a}e

3° "Dilatation des mesures" se prouve 3 l'aide de 2° par la méthode de PHELPS
([15], pe 111)e = ¥ A, p€ W (X) , dvec , <\ , lorsque X est métrisable, on
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peut écrire | = JX b a(x) , ou x —3 b, ©st une application bor&ienne de X
dens W (X) telle que ex < by *

3. Somnaire.

Dans ce travail, nous cherchons & étendre les résultats rappelés au § 2 au cas

d'un élément de ;) ne contenant pas nécessairement uh élément > O .
Nous emploierons des techniques différentes de celles roppelées au § 2.

La partie I établit un résultat de dilatation des mesures (cfe § 10) qui est
1'analogue du § 2, 3° ; l'analogue du § 2, 2° est prouvé au § 7.

La méthode utilisée permet aussi de retrouver au § 8 un résultat de G. CHOQUET et

J. DENY ([5], théoréme 1) caractérisant les éléments de la classe A .

La partie II établit une formule de balayage (théoréme 12) qui est 1'analogue du
§ 2, 1°, mais ne lui est pas identique ; pour cela, on utilise une extension du
théoréme de Hahn-Benach due 3 DINGES [7] et rappelée dans [15] (théoréme 1) et

[2] (1)

On donne ensuite quelques conséquences de cette formule de balayage ¢ Etant donné
T e A, onmontre que 1la formule de balaysge de lokobodzki (3 2, 1°) subsiste (théo-
réme 14), pour toute fonction contimue f telle que f<y, ot y €T . On étend
ce résultat & certaines fonctions, dites Kr—analybiques (définition 18, théordme
25)« On termine par un exemple de cBne, vour lequel l'extension de la formule de
balayage de G. Mokobodzki (§ 2, 1°) serait en défaut.

I. Dilatation des mesures par rapport & un cBne de la classe A

Soit X wun espace compact. C(X) (ou C en abrédgé) désignera l'espace des fonc-
tions réelles contimies sur X , et M(X) (ou M en abrégé) l'espace des mesures

de Radon sur X , ordonné par le cBne T (X) des mesures >0 .

4. Notationse.

Soit [ un sous-cBne convexe de C . Pour tout x € X , on noters Mx 1'ensemble

{?; \,em’", v £e, Sur r} , et B‘O 1l'ensemble (v ; \,em+, VSO sur T'}e

5 o Lemme.

Soit T un _sous—cBne convexe de C (non nécessuirement inf-stable) , et soit B

: r
le sous-cBne de M x I formé dés coupies (n s p) tels que <A sur T .

S e st~ Mt i - it

Pour tout couple f , ge C, les deux propriétés suivantes sont équivalentes ¢

P

1° (g, -1 e (BI‘)O (pour la dualité canonique emtre Cx C et T x T )e
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2° Pour tout ¢ >0, il existe vy el avec
= — oA

f=-ccx< Y, < g+ o
Preuve., - C'est une conséquence du théoréme de Hahn-Banach, et du fait que
==,

En effet, on voit que BF est le polaire de l'ensemblie des couples
(y+u, =y+v),on vy déerit retu, v décrivent ¢ . Donc, on a

(g, -1f) € (Bl“)o si, et seulement si, pour tout ¢ >0, on a

" T R
[f=v +vice e fg-v ~-uy<e,

+
avec y €T et u , v €C .
e € €

6o Lemmes

AT~

Soit © un sous-cBne comvexe de C (non nécessairement inf—stabg.e), et soit DF
le sous—cdne convexe veguement fermé de " x 7" engendrd par l'ensemble des
couples (ex s V) tels que v e N , quand x déerit X .

Pour tout couple f , g€ C, les deux propriétés suivantes sont équivalentes.

1° (g, -f) e (DF)O (pour la dualité canonique entre Cx C et Mx M ).
2° Pour tout x€ X et tout ¢ >0, il existe Yo . € ' telle que
Lour sous St toun A sxste ye CLC QuE

f - et
€S Y.

£t YX’G(X) < g(x) + ¢ o

Preuve. - Soit x € X . L'ensemble des couples (y + u, =+ + v) , ou vy déerit

'y u€C avec u(x) >0 et v déerit ¢ , admet pour polaire le cbne

{R+(€x sy V) 3 veE MX} .

I1 en résulte que l'ona (g, = f) e'(DF)° i, et seulement si, pour tout x € X
et tout ¢ >0, on a

-y +vlice e fe-v -uli<e,

avec yeer, u€ C avec u(x)>,0 et vecC .

7« Théoréeme.

Soit 1 un élément de A o On = Br‘:Dl“'

Preuve. = Elle consiste & prouver que, si la condition 2° du § 5 est vérifiée,
alors il en est de m8me de la condition 2° du § 6. C'est immédiat en utilisant le

fait que [ est inf-stable et le lemme de Borel-Lebesgues.

8+ Remarque.
e

Le résultat suivent de G. CHOQUET et J. DENY ([6], théoréme 1) est une conséquence
du § 7. Soit e A, 0n a
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r={f; fec, vxeX et v\,eMx,ona £(x) > v(D)}

" 9, Théoreme.

Soit Tep et A, pe n avec A(1) + u(1) =1  Les deux conditions suivan-
tes sant équivalentes

1° pgA sur T .

2° 11 existe une mesure de Radon > 0 , de masse 1 , sur la fermeture de 1l'en-

semblie

e
f. X v . ar
tl s \)(l) 'l o+ \)(17 3 X € X gt';' v € 113{.‘} ’

qui admet pour barycemtre le couple (A , p) -«

Preuve. - Ce résultat est un cas particulier de [2] (5 20).

10« Théoréme.

On suppose de plus que X est métriseble. Lorsque _, <\ sur I, avec A # 0,
alors il existe une appllCa‘blOn borélienne X -3 Vg 3 définie sur X, a valcurs

dens 0 , telle que , = Jx v d(®) et v €M , pour tout xe€Z .

Preuve. - Grace & [2] (§ 21) et avec les notations de [2], on voit que
i
- }.LO = Jx \)X d)\(X)
Il suffit alors de remplacer vy par v_ +(l‘*0/>‘(1))

IT. La formule de balayage pour un cne de la classe A

Notre premier objectif est de démontrer le théoréme 12, qui est analogue. & la for—
mule de balayage de Mokobodzki, rappelée au § 2, 1°. Pour cecla, nous aurons besoin
du lemme suivant.

11. Lemme.

Soit p une application sous-linéaire définie sur C, et & valeurs dans

R U (+ ») « On suppose que p(f) <0, pour toute £ <0, et que :

() v £f€C avec p(f) <w, ona l:i.msupe_’O (p(f) =p(f+¢)) <0
(b) v £€C avec p(f) =+ >, 0ona p(f+¢) =3« quand ¢ = 0 &

(¢). v £ € C, les quentitds p(kf + 1) et p(kf - 1) sont minorées quand k
déerit (0, 1) .

Dang ces conditions, pour tcute f € C, alors :

(@) 31 p(f) = = p(~£) , il existe e € n*, avec l—!'f(f) =p(f) et
sur C .

- co—
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() 51 -op(~£) <p(f) , pour tout re J-pl-£) , p(£)(, il exdste u €T,

avec '«~"r(f) =r et b <P SUT C e

S i

Preuve. — D'aprés une version du théoréme de Hahn-Banach, due & DIKGES [7] et
reppelde dans [16] (théoréme 1) et [2] (§ 1), il suffit de prouver que 1l'on peut
définir une forme lindaire ¢ sur le sous-espace vectoriel de C engendré par f
et 1, avec @ <p sur ce sous-espace et, dans le cas (@) () = p(f) , et, dans
le cas () cp(f) =T

La quantité (p(f) étent choigie, alors qr,(l) devra vérifier la condition suivan-

te qui est nécessaire et suffisante pour l'existence de ¢ @
tkeR, ko(f) =o(kf = 1) gl) ¢ pkE + 1) = ko(f)
Cette condition d'existence, pour (1) , est équivalente & 1l'ensemble des deu=m
conditions suivantes ’

keR) <+ oo
kER)>—-m.

e

(Condition I) sup (kp (£) - p(kf = 1)
{(Condition I1) inf(p(kf + 1) = kp(£)

Ve

(@) Cas ot p(f) = = p(= £) « = On va voir qu'on peut prendre o(f) =p(f) .
(Condition I) v ke R, on a
kp(f) =p(kf = 1) = = p(~= kf) = p(&f - 1) ¢ ~p(=1) <+ =,
car p(-1) <0 et p(Q cRul+ ) .
(Condition II) vk € R, on a
p(kf + 1) = ko(£) = p(kf + 1) + p(~kf) > p(1) > =,
car p(C) cRuU (+ ) &
(8) Cas ou =~ p(~f) < p(f) +» - On ve voir qu'on peut prendre, pour o(f) , tout
nombre r de l'intervelle J=p(-£) , p(£)( .
(8+1) Cas o p(f) <+ = &
(Condition I) avec k >0 « = On a
kp(£) = pkf = 1) = k[ (r = p(£)) + (p(£) = p(£ =P &

Alors (Condition I) sera vérifiée puisque r = p(f) <O, et grice aux hypothe-
ses (e) et (e).

(Condition I) avec k <0 « = On a, si k! ==k,
kp(f) = p(kf = 1) =k!'(= 1 = p(= £ =) .
On distingue deux cas @
(Condition I) avec k<0, et p(=f) =+ ©» « =On a
(-r-p(—f--El-r))——)-m quand k' =3 w ,

d'sprés 1'hypothése (b) .« Alors (Condition I) sera vérifide & cause de 1'hypotho-



25-06

se (¢).

(Condition I) avec k < 0, et p(=f) <+ o « = 0n a

crepl-fog) = (pl-0) -1) + (=9 =pl-T-5)

Comme = p(=f) =r <0, d'aprés les hypothéses (a) et (c¢), alors (Condition I)
est vérifiée.

(Condition II) avec k>0 « = On a

plkf + 1) = ko(f) = k[ (p(£ + £ ) =p(D) + () -] .

Come p(f) = r >0, d*aprés les hypothéses (a) et (c), stors (Condition II)
est vérifiée.

(Condition II) avec k <0 ¢« = On gy si k' =-k,

pkf + 1) -ko(i) =k'(p(~ £ +I%T) +T) e
On distingue deux cas

(Condition II) avec k <O , et p(-f) =+ o« =0On a

et v r e mad 10—
dtaprés 1'hypothése (b). Donc (Condition II) est vérifiée, & cause de 1l'hypotheése
(c).

(Condition II) avec k<0, et p(=f) <+ ¢« =0On a
p(-f+p) +r= (l=f4gp) =p=0)+ (-0 +7),
comme r + p(- f) > 0, d'aprés les hypothéses (a) et (c), alors (Condition II) est
vérifiée.
(Be2) Cas ot p(f) =+ o et p(-f) =+ »
(Condition I) avec k >0 « = On a
Ko(f) - plcf = 1) =k(r =p(f =) —3 = > quand k — =,
3 cause de 1'hypothdse (b). Donc (Condition I) est vérifide, grice & 1'hypothese (c).
(Condition I) avec k <O « =On a, si k' =~k ,
ko(f) =p(kf = 1) =k'(-r ~p(~f --ﬁ%&) —) = quand k' — o,
d'aprés 1'hypothése (b). Donc (Condition I) est vérifide, griice & l'hypothése (c).
(Condition II) avec k>0 » = On a
p(kf + 1) - kp(£) =k(p(f+-%(-) -r) =)o quand k == o,

3 cause de 1l'hypothése (b). Donc (Condition II) est vérifide, grdce & 1'hypothése (

(c).
(Condition II) avec k<0 o« =On a, si k' =~k ,

p(kf + 1) = keo(f) = k'(p(~ £ + ﬁ&) 4+ T) == » quand k! =3 o ,
3 cause de 1'hypothése (b). Donc (Condition II) est vérifiée, grfice a 1thypothdse(c)
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12. Théoreme.

Soit T un élément de j « Pour toute fe C et tout xe€ X, on a

o a4 ~_ + o - o
1081 £ (@ =-C), S“P\,emx(v*))—* .

2051 fe (r =),

sup\)emX (v(f)) = lim€>0,€—»0 (inf(y(x) 3 veT et v f-c¢}

(Notons que, dans le 2e ces, les deux membres peuvent valoir + = ).

a

®~

Preuve. — Notons déja que le lar membre est inférieur asu second dans 1'égalit
. —— ©

établir. Soit f € (1:-(3;) . Alors, ¥e¢>0, yy€N et ¥ yET, avec
y>f-¢e,o0na )
v(f) < v(y) + ev(l) < v(x) + ev(l)
Dtou
v(f) cinf{y(x) 5 vyer, v+e3xf}+ evl(l)
D'ol on obtient 1'inégalité visée en faisant ¢ == 0 »

I1 reste & montror 1'inégalité imverse. Désignons par p(f) le second membre de
1'égalité & étsblir. On voit qu'il suffit d'eppliquer & p le lemme 1l. Pour cels,
il faut vérifier que p satiafait aux hypotheéses (é), (b) et (c) de ce lerme. Clest
évident, sauf pour (a) et (b), qui résultent irmédiatement du lemme suivant, et du

fait que p est croissante pour 1l'ordre nasturel sur C .

13. Lemme.

On a p(f):l:im(bo,a_)op(f-a) .

Preuve. - On suppose d'agbord p(f) <+ « . ve,ii existe ¢' >0, avec
inf(y(x) 3 yer et y3>f-¢") +e>p(f) e V>0, avec a<e'/2,0ne

{y s vyer, Y+(e'/2)>,f-oz}c{\(5vel“, y+e' > I} .
D'ou p(f-a)gp(f)—e-

On suppose maintenant p(f) = + » . Supposons qu'il existe A avec p(f -a) < & ,

pour tout o > 0 « On a alors

A>p(f-a)sinf(y(x) 3 yer, yxf =20 —p(f) quand o = 0 ,

dtotr p(f) < A < = o Contradiction.

14, Définition.

Soit T € p « Pour toute fonction f , définie sur X , qui est s. c. s., on pose

fI,:inf(Y; vyer, ysi,

quand cette formule & un seng et + « sinon.
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A
v x € X, on pose également f(x) = P, o (V(E)) W
p'e

15. Théorene.

Soit © un élément de p . Pour toute f , qui est s, c. s. sur X et telle

qu'il existe y€r avec f<vy,0na

A
vxeX, 3y €M avec \)x(f) = f(x) = fF(X) .

Preuve.

(2) On suppose d*sbord f e C .
On suppose f gy =1 . Soit \,eMx.Puisque l\<y—f, on a
v(1) < v = (D) .

N
Or, pour calculer f(x) , il suffit de prendre des v € Mx telles que
v(f) > £{x) . Pour de telies , , on aura donc v(1) g y(x) = £(x) ; d'oh 1'exis~
A
tence de vy » Par compacité, en utilisant 12. Il reste a prouver que fx) = fr(x).
Pour cela, notons que, grfce & 12, on a déja

f(x) = (limite & gauche en O de 1'application U(t) =(f + t)r(x) ) .
Or, par le méme raisonnement que plus haut, on voit qu'il existe ¢ >0 et un
compact K c Mx tels que
N
(Jt] <¢) ==22((f + t)(x) = SUP e (W(£ + 1))

N
Donc, t =3 (f + t)(x) est continue pour |t| <¢ , ainsi que t w3 (limite 2
gauche de U(t) ). Il en résulte que U(t) est continue, pour |t} < ¢ , donc en

t =0, ce qui est le résultat cherché.
(b) On ne suppose plus fe C.
On procdde alors comme dans [&] (5. 6), en notant, coume en (2), qu'on peut se

borner & raisonner sur une partie compacte de MX .

15« Remarque.

Soit f € C . Lorsque I ne contient pas d'élément » O , elors il existe

tfe R tel que

1° yt<ty,ona (f+1t) <vyy» avec y €T o
2 §t>t.,ona (f+1t)¢ r -c%) .
On voit que t, est caractérisée par le fait que
(f + tf) € (frontiére topologique de (1:”-—(?) )e
La preuve de 15 montre alors que l'application 1t = (£ + t)I‘ est continue,

pour t < tf .

Nous allons maintenant chercher & étendre le théoreme 15 & certaines fonctions
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du lemme suivante

17. Lemme.

Soit (fi)ieI une famllle filtrante décroissante de fonctions s. ce. s. sur X,

majordes strictement par un élément (non fixé) de T , et edmettant une limite f .

6n a alors fﬁ[‘ = lim( (fi)r') .

Preuve. - On procéde comme dans le (b) de la preuve du § 15

18. Notations et définition.

Soit SI" la classe des fonctions s. c. s. sur X , strictement infirieures a

un élément (non fixé) de T

Soit § 1'ensemble des suites finics d'entiers. Lorsque s , on note |s| 1le

IN

€
nopbre d*éléments de s , distincts ou non. De plus, lorsque n < |s| , on note

s(n) 1le n-iéme termc de s .

Nous dirons qu'une fonction f sur X, & valeurs dans R u (+ =) , est
K r-analy_’_@igue lorqu'il existe une application s k=3 pa(s) , U s €8 et

As) e SF , Vérifiant
(pel) Les p(s) sont uniformément minorées dans leur ensemble,
(pAe2) (s est une section commengante de s') —= (a(s) 3 a(s")) ,
(8e3) v mneN, alors sup(a(s) ; |s|] =1 et s(1) ¢n) € SI‘ ’

telle que, si l'on pose, pour toute 5 €% (ensemble des suites infinies
d'entiers), 2(g) =inf(i(s) ; s €8, s scction commengante de s ), on ait
f=sult(s) 3 c€3) » Onpose alors a(s) =f « On dit que & est priviligide,
lorsque la condition suivente est vérifiée :

(s, s'eB; |s| =|s] s sl gs'@m, vngls]) =] ((s) gals?))
Etant donnde une fonction f , winorde sur X , & valeurs dens R u (+ =) , on
pose

* ; 50
R(f) =inf(g;g: X3 Ru (o), g febt v xe X vvell tv (g celx) .

Il est cleir que, y x € X, yy el ,ona \)*(R*(f))s R (£) () .
L'application f w3 R¥(f) est telle que

(R.1) (f < g) == (B*(£) < R(e))

(Re2) (Fes) =3 = T = £, qui est s. cu 5. (ofu § 15))s

(Re3) Pour toute suite suite croissante (fn) de fonctions sur X , & valeurs
dans R u (+ ») , telle que fl soit minorée, on a R*(fn) ~ R¥(f) quand
=) « (Cf. [5], Pe 113)-
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(Re4) Pour toute suite décroissante (fn) de fonctions de SF , ayant une limite
f,ona (cfe § 17) R*(fn) — R (f) , quand n —3 o .

16+ Remarquee.

Le cadre tracé au § 18 est proche de celui envisagé par MOKOBODZKI [14] dans sa

théorie des capacités fonctionnelles. Signalons les différences suivantes s

(a) D'abord, nous permettons aux fonctions a(s) de prendre des veleurs négatives.

Ceci est indispensable, dés lors que T ne contient pas les constantes.

(b) Le lemme 17 n'étant énoneé que sous certaines hypothéses, nous devons imposer

certaines restrictions asux fonections a(s) (cfe (pe3)).

(c) Les propriétés de 1'intégrale supérieure imposant, pour que (R.3) soit valable,

une condition de minoration, celle~ci se retrouve en (p.l).

20. Lemme.

~

Soit A une application de S dans Sl‘ , vérifiant les conditions (pe1), (as+2),

(pe3) du § 18. Soit A' 1'applicatiop de 5 dans S. azinsi définie :

At (8) = sup(a(st) ; st E§, |s'| = ]s| , s'(n) «s(n), vng |s])

Kors ' vérifie les conditions (pel), (pe2), (pe3) du & 18. ;' est privie

1légide, et on a

A' @) = AR .

Preuve. = Ce résultat de la théorie des capacités fonctionnelles se démontre comme
dans [14]0

2l. Théoréme (de capacitabilité).

Soit f wune fonation Kr-analytiqge. Pour toute spplication p privilégide (am

sens du § 18) telle que (v) = £, soit Bp 1'application ainsi définie @
= #
§ s €S, on pose AF(S) =R (p(s)) = (A(S))F ,
on a alors

i -
R(E) = apl) o

(Notons qu'il y a sbus de langage puisque, en général, _(s) £ SI")

Preuve. - Ce résultat de capacitabilité se déumontre comme dans [14].

22. Corollaire (généralisant le théorémfA‘IS).

Sous les hypotheses du théoréme 21, on o

yxeX, R(0@® =40 =swmb(); vel) .
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Preuve. ~ D'aprés le § 21, on a
3
R (£ = = .
(D) = 4D = (66 6)
Or, yo€gx, d'aprés le § 15, on a

W(ale))) «

AF(G) (X) = Sup\)ez_lx

Diou
R () (x) = sp(v(ale)) 5 sew, vel) |
= S (sup(v(ale)) 5 cex) = SUP e, (w(£))
L'égalité sup (v(ale))) = v(£) provient du théoréme de capacitabilité clas—

o

sique [14] pour ¥ .

Comme le théoréme 15 qu'il généralise, le théoréme 22 est un risultat de balayage
(cfe § 2)« Mais nous n'avons considéré, dans les § 15 et 22, que des résultats por-
tent sur les couples (e, 5 ,) o Maintenant, nous allons partir d'une mesure

A 0 quelconque, au lieu de ¢ x « llous poserons
4
M}\:—.(\,; vell , y<A sur 1) o

Nous allons dommer des résultats faisent intervenir les couples () ’ I’I)\) .

23+ Théoréme (généralisant le théoréme 12).

Soit ) €W, avec ) £ O o Pour toute £€ G, on a
supvemh () =2 ® .

(si A =0, pour que cette formule subsiste, il faut poser A{(+ o) = + o )

Prewve. - Soit ) 1'epplication définie sur € par £ i )(F) o Alors } véri-

fie le conclusion du lemme 13, i. e

A . A

)\(f) = lmar>0,oa—»0 ()\(f - CY)) ’
pour toute £ € C . I1 suffit alors d'sppliquer le lemme 1l.

24, Théoréme (généralisant le théoréme 15).

Pour toute fESF,onalv,\EJ'C",avec A# O, avhelll}\,avec

v¢m=swﬁ%<ﬁﬂ)=ﬂh.

Preuve. - Elle est analogue & celle du § 15.

25. Théoréme (généralisant le § 22).

Soit f une fonction K _-analytique. Pour toute epplication p privilégiée (au

sens du § 18) telle que A(s) = £, et pour toute 3 € W , avec #0, ona

V'@ av= om0 GG = ey () -
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Precuve.

10 S0it C 1'application définie (cf. § 18) sur lTensemble des fonctions sur X ,

qui sont minorées et & valeurs dans R u (+ ») , par la formule

e(e) = J* B () ay .

(cfe [5], pe 106 pour la définition de (¥ ). L'application C jouit des propriétés
R.1),(R.3),(Red énoncées pour R au § 18 ((Red est sans objet pour € ), qui sont
trés proches des propriétés des capacités fonctionnelles de MOKOBODZKI [14]. On voit
‘alors que 1'égalité des deux premiers membres dans le théoréme 25 nlest autre que
1!'énoncé du théoréme de capacitebilité [14].

2° Pour démonirer 1'égalité des deux derniers membres dans le théordme 25, on rem

marque que, grice au théoréme 24, on a

sup . (((a(e))) = swp_ (vl »

: M
€29 VE \

I1 reste donc & prouver que sup eT (w(als))) = v(f) . Ce résultat provient du
(oL 0N .
théoréme de capacitabilité classique, appliqué 2 \,% [14].

26+ Remarque.

Dans le cadre d'un espace localement compect ( , les résultats précédents admet—
tent 1'interprétation suivante ¢ Soit T un sous-cBne convexe inf-stable de CO(Q)
(fonctions réelles contimues sur  , tendant vers O 2 1'infini). Aors, d'eprés

le théoréme 12, on a

txeq, vfetya), swphlf); veld, (1) <o, vge, sur )

= ‘lime>o,€_0 (inf(‘Y(X) 3 YET , 2% 2_ f - e)) .
Naturellement, on ne peut espérer interpréter, dans ce cadre, le théoréme 15 et
les résultats suivants, puisque, entre deux éléments f , g e CO(Q) s la relation

(f < g = 1) ne peut avoir lieu.

27 . Exemple .

Nous allons domner en (b) un exemple de cBne de ; pour lequel l'extension de la
formule de balayage de G Mokobodzki (cf. § 2, 1°) ne serait pas velable.

(a) Soit X wun espace compact, et [ c C(X) un élément dc 5 « On suppose qu'il
existe fe C(X) , avec fe (r -cC%), et éup}EX (Fx) =+ o . Rejoutons & X
un élément « , et posons X =Xuw . Soit r, < C(X ) 1le cBne formé des

U [V}
g€ C(Xw) telles que gIXe r et g(w) =0 « On voit que 1fon o
A, ’ e
(fw) () =0 et Sup}EXu) ((fw) (%)) =+ = »

On ne peut donc pas avoir

() =1nf(el) 5 ger,, g52) »

(b) Soit © 1le sous-cBne de *(K) formé des suites (£(n)) telles que £(n) >0
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et f(2n) > nf(2n + 1) , pour tout n 3 1 . Un éléuent g e gi(N) est dans

(; - z:(N)) si, et seulement si, on a g(2n + 1) =~ 0 quend n =~ » . La suite
s = (1//4) est donc dans (1 - gf(N)) . Or, on a s(2n) > (n/ /A F 1) =3 » quand

n =~ o » (n peut donc vtiliser (a), en notant que g =0 sur 3(N) \ ¥ .
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