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UNE REMARQUE SUR LES ESPACES DE BANACH RETTCULES

par iMichel TALAGRAND

Le but de cette communication est de donner une preuve directe et élémentaire d'un
résultat de N. GHOUSSOUB [1] (et mfme d'un résultat plus général) concernant les
espaces de Banach réticulés (e. B. r.), et ét-bli par celui-ci & 1'aide de la théo-
rie des martingales. On remvoie & [2] pour toutes les définitions et résultats élé-

mentaires concernant les e. B. To

THEOREME [1]. = Soit E un e. B. r. possédant la propriété de Schur et tel que
E!  posséde un systéme orthogonal topologique. Alors, il existe un ensemble T

tel que E soit isomorphe (en tant que e. B. r.) & ,el ()

Preuve. - La premiére étspe consiste & montrer qu'en fait E' possede un point

quasi-intérieur. Pour cela, si (xa) désigne un systéme orthogonal topologique

de E' , on va montrer que A est f;{enfi., Pour tout o , désignons par Fa la ban-
de de E' engendrée par X, et par ch celle engendrée par les XB s pour

8s# a o Puisque EA c , G, est o(E' , BE)-fermée. En particulier, son polaire
Hoz n'est pas réduit a4 zéro. Soit donec y,€H, , avec !‘.VO,H =1 .Pour 3 #a,
et x€ Fo: s ON a x(ya) = 0 . Puisque l.a somme algébrique des Fa est dense en
norme dans E' , on en déduit que la famille des v, tend faiblement vers O sui-
vant le filtre des parties cofinies de A . Tulsque E posséde la propriété de

Schur, ceci montre que A est fini.

On peut donc maintenant supposer que E! contient un point quasi-intérieur,
u € E:_ o Désignons par C le polaire de l'intervalle d'ordre (- u ’ u) et prou-
~vons que G est borné. Sinon, pour tout n , il existe x, € C, avec Hxn” >n.
Posons ¥, =% r./ Hxnn , et prouvons que la suite y, ecomverge faiblement vers 0
Du fait que ny e 4, il résulte que, pour t € (-u, u), on a It(yn)! <1l/n.
Linsi, si 2z est une valeur d'adhdrence de la suite ¥, Cens la boule unité de
E" (pour la topologie o(E' , E') ), alors z=0 sur (-u, u) . Mais, par hy-
pothese U, n(-u, u) est dense en norme dans E' , et ainsi z =0, ce qui prou-
ve que y,  comverge faiblement vers O o Puisque E posséde la propriété de Schur,
cette contral ~.'c:a montre que C est borné. Puisque (- u, u) étant préfeible-
ment compactest préfaiblement fermé, il est égal au polaire de C , donc contient une
boule.

I1 existe donc vme nomme équivalente sur E telle que la boule unité de E!' soit
l'intervalle (- u, u) . 4insi E' est un M-espace, et donc B'" , et ainsi E est
un L-espace. Pour cette nouvelle norme, E est donc isomdtrique & un L1 (u) . Pour

conclure il reste & montrer que | est atomique. Mais, si A est un ensemble mesu-



C14-Cz

rable de mesure finie ne contenent arcun atrme, l'ensemble des fonctions mesurables,
nulles en dshors de L , bornées par 1 s:r kL , est faiblement compact non compact,

ce qui termine tout, puisque E possédz la propriété de Schur,
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