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Séminaire CHOQUET Ci11~Ci
(Initiation & 1'analyse)
17e année, 1977/78, Communication n® 11, 3 pe.

E/IPLUGHABILITE ET I.INICITE, DU PREDUAL

par Gilles GODEFROY

J'expose, dans cet article, quelques remarques sur 1'étude de 1'unicité des pré-

dusux développée dans [1]. Commengons par quelques rappelse

rd
DEFINITION i. -~ Soit E un espace de Banach. On dira que I est unique prédual

normique de E!' si, pour toubt Banach F tel que F! soit disométrique & E' , et

———

toute isométrie I de E' sur F* , on a

"L(EL() = ig(m

ou 1ip , respectivement i désigne 1'injection canonique de E , respectivement

F’

F , dans son bidual.

Rappelons le lemme essentiel suivante.

LEMME 2. - Soit E un espace de Banache. Soit

Rp = {f € E(B) ; Ker £ n BI(E") est o(E" , E')~dense dans Bl(E")} .

Si Rp est un espace vectoriel, E est 1'unique prédual noruique de E! .

Dénonstration. - On a :i.,ﬁ.'(h‘.)’L c Ry « De plus, on a E(B) = ig () @ :'LE(E)"' , et
iE? (E*) n RE = {0} « Si R’E est un espace vectoriel, ceci implique que
iE(E)"' = Ry, , donc que iE(E) = (RE)JL (orthogonal de Ry dens EN )e Soit main-
tenant I une isométrie entre E' et un dual F' . On voit aisédment que

CIip®N* < Ry,
et que
20) 21,8 0 Cri,mn* .
0n a dono Crp®N* = By, ator *I(ig(F) = (Rp) | = 1p(®) .
Ce Qe Fo D&

Introduisons & présent une notion naturelle qui nous sers utile.

DEFINITION 3¢ - Soit C un convexe fermé borné d'un espace de Banach E . _I_,_g_

convexe C sera dit épluchable si, pour tout ensemble o(E , E!)-ouvert non vide

w de G, et, pour tout ¢ >0 , il existe un o(E , E')=ouvert non vide w de ¢C
e =

inclus dans @ et de diamétre inférieur & ¢ .
On a alors le résultat suivante.

THEOREME 4. - Soit E un espace de Banach. Si B,(E) est épluchable, alors E
est unique prédual normique de E! .
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Démonstration. - L'ensemble i@(Bl(E)) est o(B" , W)-dense dans B, (E') . Si
B, (E) est épluchsble, on en déduit que tout o(E" , E!')-ouvert de B, (E") contient

pour tout ¢ , un g(E" , E')~ouvert non vide de diamdtre inférieur & ¢ ; la réu-

nion des o(E" , E')~ouverts de B, (B") de diameétre inférieur & . est donc dense
dans (B1 (Bm) , o(@" , E')) , ceci pour tout ¢ o On en déduit, en employant le théo-
réme de Baire, que l'ensemble G des points de contimuité de 1'application

Id s (Bl(E") y o(E" , E')) = (BI(E") » I |} est dense dans (Bl(E") , o(E® , E')

On voit alors immédiatement que l'on a
fe RE*/':) f=0 sur G,
et donc que RE est un espace vectoriel ; on applique slors le lemme 2.
Ce Qe Fo Do
Exemples. - La boule unité Bl (E) est épluchable dans les cas suivants g
(a) E est localement uniformément convexe ;
(b) E a la propriété de Radon-Nikodym ou (plus généralement peut-8tre) :

(¢) E alapropriété (#), i. e. tout comvexe fermé borné contient un ouvert fai-

ble de diamétre inférieur & ¢ , et ceci pour tout ¢ . On ne sait pas si la pro-
priété (#) est équivslente 3 la propriété de Radon-Nikodym ;

(d) La norme de E! est Fréchet-différentiable sur un ensemble denses
Remarques.

1° 81 B,(E) est épluchable, B, (E) est un résiduel de (B1 () , o(E , EY)) o
IEn particulier, B1 (E) est faiblement de Baire ; la réciproque est vraie lorsque
E est séparable.

2% La "traduction" du théoreme 4 en termes de convexes compacts est la suivante
Soit K wun convexe compact, et U(K) 1'espace des fonctions affines bornédes sur K.
Supposons que tout ouvert, pour la convergence simple, de B, (9(K)) contienne un
ouvert, pour la comvergence simple, de dismétre inférieur & . , ceci pour tout ¢ ;
alors toute bijection affine entre K et un convexe compact K! sera continue,
donc un homéomorphisme. Ce sera vrai, en particulier, des compacts convexes "assez
ronds", cf. l'exemple (d) ci-dessus.

3° On peut démontrer trés élémentairement que, si E' est un dual séparable, alors

tout comvexe fermé borné de E' est épluchable. Voild le schéma de la preuve s

" C convexe fermé borné de E' " implique " C (B! , E)-s8 dans un g(E' , E)=
coipact”, qui impiique " C o(E' , E) de Baire", qui implique
"Idas: (C, o(E', E)) - (C, I auwm 96-dense de points de continuité’, qui
implique " Id ¢+ (G, o(E' , E")) — (C, i II) & des points de contimité", qui
implique " G contient un o(E' , E")=ouvert de diamétre inférieur & ¢ , pour tout

e "y qui implique "tout ouvert de C en contient un par le raisonnement précédent,
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On en déduit alors, par exemple, le résultat suivant, qui est donc obtemu de
fagon "élémentaire® ¢+ Si EM" est séparable, toute bijection isométrique de E" res-

pecte 1'espace iE(E) .
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