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QUELQUES REMARQUES SUR LA PROPRIETE (C) DES ESPACES DE BANACI

par Gilles GODEFROY

H, H., CORSON a défini dans [1] la propriété (C) des espaces de Banach de la fagon
suivante : Toute famille (COZ)QEA des convexes fermés de E telle gue, pour tout

£@ , vérifie N ca#¢.

I c A dénombrable, on ait eA

oel Ca
Tout espace de Banach E , qui est Lindeldf pour sa topologie faible, a la pro-

priété (¢), la réciproque étant fausse, comme 1'a montré R. POL [37].

R. POL a montré, en particulier dans [ 3], le résultat suivant.

PROPOSITION 1., - Soit E un espace de Banach. On a 1'équivalence :

1° E a la propriété (C).

20 La boule unité Bl(E') de E' , munie de la topologie o(E' , E) , a la pro-
priété (') : '

Si x' e &' (a'c Bl(E')) , alors il existe C' ¢ A' dénombrable, tel que

x! € conv(C') .

On peut déduire de cette proposition un certain nombre de résultats. Rappelons
tout d'abord qu'un compact K est dit un compact de Rosenthal si ¥ est homéomor—
phe 3 un compact de fonctions de lre classe sur un polonais, muni de la topologie

de la convergence simple. On a alors la proposition suivante.

PROPOSITION 2. ~ Soit K wun compact de Rosenthal. Alors, l'espace G(K) a la
propriété (C).

7, . . l 3 e 3 7z
Démonstration. - Soit ML(K) l¢ compact des mesures de masse inférieure ou éga=-

le & 1 sur K . I1 est démontré dans [2] que,si K est un compact de Rosenthal,
alors J (K) est un compact de Rosenthal. En particulier, ﬂ&(K) est angélique,
donc a fortiori ﬂ&(K) vérifie la propriété (C!') de la proposition 1. Done ¢(¥)

a la propriété (C). Ce Q. F. D.

En particulier, soit H 1'espace de Helly, i. e. l'espace des fonctions croissan-
tes de (0 ’ 1) dans lui-méme, muni de la topologie de la convergence simple. Le
compact H est évidemment un compact de Rosenthal, donc C(H) a la propriété (C);

ce qui rdépond & une question de R. POL ([3], 3.3, exemple 4).

On peut encore énoncer le curieux résultat suivant. On notera Bor(E , E!') 1a
tribu "cylindrique" d'un Banach E , c'est-a~dire la tribu engendrée par les formes
linéaires continues. Un espace mesurable (X , T) est dit souslinien s'il est

borel-isomorphe & un analytique de R .
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PROPOSITION 3. - Soit E un sous-espace fermé de Lm(g) . 31 1l'esypace

(E, Bor(E , E')) est souslinien, alors E a la propriété (C).

Déuonstration, - Il est démontré dans [2] que (E , Bor(E , &')) est souslinien

si, et seulement si, Bl(E‘) est un compact de Rosenthal, Les compacts de Rosen~
thal étant angéliques, Bl(E') vérifie alors a fortiori la propriété (C') ; et E

vérific donc la propriété (C).
Ce. Qa F. D.

Terauinons par wne caractérisation des duaux d'espaces de Banach séparables qui ne

contiennent pas ﬁl(g) .

PROPOSITION 4. - Soit E wun Banach séparable, On a 1'équivalence

1° E ne contient pas de sous—espace isomorphe a zl(g) .

20 E' a la propriété (C).

Démonstration.

10 == 20 : 31 B ¢.zl(g) , alors (Bl(E") , o(B" |, B')) est un compact de Rosen-

thal, et est donc angélique, et, par conséquent, E' a la propriété (C).

20 == 1° : Si B o Ll(g) , alors zm(y) est quotient de E' . Or la propriété
(C) est stable par quotient, et on vérifie facilement que zw(g) n'a pas la pro«
priété (C).

C. Q. F. D,

Remarques. - Le résultat ci-dessus met bien en évidence le fait que la classe des
rd 1 o z )
duaux d'espaces séparables, ne contenant pas § (5) , étend de fagon naturelle la

classe des duaux séparables.

On a montré en fait qu'un dual E' d'un espace séparahle avait la propriété (C) si,
et seulement si, il avait une propriété a priori plus forte, & savoir 1l'angélicité

de la boule unité préfaible de son dual.

un déduit du résultat ci-dessus le résultat suivant ¢ Si E' est dual d'un espace:
séparable E, on a " E' faiblement-asplund" implique " Bl(E“) est o(E" , B')-
séquentieliement compact" qui implique " E A ,31 (N) " qui implique " E!' a la proprié-
té (C)". Donc en résumé, " Ef faiblementnasplunah implique " E' g la propriété
(C)"e Cette implication restera vraie pour un espace F tel qu'il existe une partie
D dénombreable de B, (F') , dense dans (Bl (F') , o(F*, 7)) , et telle que le tri-
bu engendrée par D sur F soit souslinienne. C'est 13, je crois, un phénoméne
général : Les résultats démontrés, pour les espaces duaux, doivent d'étendre, dans un
certain nombre de cas, aux espaces F tels qu'il existe une partie P de F! tel-
le que la topologie de la convergence simple sur P ait de "bonnes" propriétés to-
pologiques ou boréliemnes. Dans lc cas des espaces duaux, il s'agit de 1a compacité:
de Bl(F) .
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