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Béminaire CHOQUET C7-01
(Inltlatlon 3 1'Analyse)
17e année, 1977/78, Communication n® Ty 2 p.

UNE REMARQUE SUR LES ESPACES DE BANACH MNESURE-COMPACTS

par Michel TALAGRAND

On dit qu'un espace de Banach E est mesure-compact (m. c.) si, pour tout espace
probabilisé (i1, £, p) et toute application f : Q —> E scalairement mesura-
ble bornées, il existe une application g de () dans E , Bochner-mesurable et
scalairepent équivelente 2 f (c'est-2~dire, pour x' € B! soma x' o f=2x',g,

p~presque~partout).

On dit qu'un cardinal R n'est pas réel-mesurable i toute mesure o-additive,
définie sur la tribu des sous-ensembles d'un ensemble de cardinal W, est atomi-
que, Le but de cette remarque est de prouver le résultat suivant, qui est établi
dans [1] »ar G. A, EDGAR, avec 1'Lypothése supplémentaire inutile que ! contient
une suite normante (c'est-3-dire une suite (yn) telle que, pour x € F ,

lell = sup_|y( ()]

THEOREME. - Soit I' un ensemble dont le cardinal n'est pas réel-mesurable. Sonit

(EY e T des espaces de Banach m. c. Alors, la z -somme I = G}% B ) est m. c.

Preuve. ~ Soit (O z p) un espace probabilisé, et w — h(hq = (n (u))

une application bornée scalairement mesurable de Q dans F .

Montrons que l'ensemble D des vy tels que h - ne soit pas scalairement équi-
valente & 0 est dénombrable., Pour Yy € D, il existe v, € L; , avec ”YY“ <1,
de sorte que w -—avy (n (uO) ne soit pas égal & 0 presque—partout Si D n'est
pas dénombrable, aloro 11 exsite a >0 et un sous-enseuble D' de D tels que,
pour y € D', on ait u(T ) >a , ol 1l'on a posé

Ty=t{e; [y (o (w)]
I1 existe alors we Q tel que 1l'ensemble H des y avec we€ T y, 80it infi-~

ni. Pour y e H, on a donc |V (h (w))] >a . Puisque ly Il <1, ceci montre que

1
y
|ln (w)l! a, ce qui est absurde pUJ.Sque

2ver I (@) = fn(a)] <+ «.

Désignons par g 1la fonction w —> g(w) = (h§(w))yer , Ol h; = hy pour Y €D,
et h& = 0 sinon. Prouvons que g est scalairement Squivalente & h . Il suffit
de prouver que, pour toute famille (y ) yel' ? on Yy € E& et HyYH.s L, ona

(h (w)) = 7Y (h (w) resque-partout,
2yer Ty y{y@)) prosque-p

c'est~a~-dire que
YEF\D y (h (w)) =0 presque-partout.

I1 suffit de prouver pour cela que, pour tout X € 3, on a
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I | )
X yer\v YY(hy(w)) du(w) =0 .
Pour toute partie A de I'" =T \ D, posons

MB) = Jy Ty 7 () el

il

Oﬁ définit ainsi une mesure o-additive sur 1l'ensemble TI'' des parties de I'' .
Puisque, pour y € I'' , la fonction hY est scalairement équivalente & O , on a
A({y}) = 0 . Puisque le cardinal de I'* n'est pas réel-mesurable, A est identi-

quement nulle. 4insi A(I') =0 .

Pvisque chaque E_ est m. c., pour y € D, soit h' wune fonction Bochner-mesu-

rable scalairement équivalente & h& et hQ =0, pour y €D . La fonction
f = (h;)yef est alors Bochner-mesurable et scalairement équivalente & h .,

Cu Qo F. D.
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