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Séminaire CHOQUET : 13-01
(Initiation & 1'inalyse)

17e année, 1977/78, n® 13, 40 p. 16 février 1978

QUE SONT LES FACTEURS DIRECTS DES ESPACES DE BANACH CLASSIQUES ?

par Marc ROGALSKI

PREIERE PARTIE : LE3 ESPACES DR BANACH AUTRES QUE LES LP(u) .

Un théoréme de 1930 de BANACH et MAZUR [10] montrant que tout espace de Banach sé-
parable se plonge isométriquement dans c(lo, 1)) , on congoit que 1'étude des
sous~espaces quelconques de certains espaces de Banach soit sans espoir. On se bor-
ne donc ici & 1'étude des facteurs directs d'un Banach, c'est-a-dire des sous-espa-
ces images d'une projection continue (par contre, 1'étude des sous-espaces quelcon-~

ques des LF¥ n'est pas, elle, sans intérét ; voir par exemple, [ 28], [20], [74],

[29]).

Dés 1960, dans son article "Projections in certain Banach spaces" { 107],
HELCZYNSKI inaugure les recherches dans cette direction avec 1'étude des facteurs

directs des espaces C, et zp y 1< p<g = . La technique fondamentale, outre la

0
"méthode de décomposition de Pelczynski" introduite & cette occasion, est une utili-
sation systématique d'un aspect de la théorie des bases, développé deux ans plus

t6t dans un article de BESSAGA et PELCZYNSKI [147.

On peut dire que beaucoup des problémes principaux coacernant les facteurs directs
des espaces de Banach classiques sont, en gros, résolus actuellement, malgré la pré-
sence de certaines questions encore ouvertes : 1'étude est, en effet, trés avancée

pour les espaces C, , L, 1gpge, ¢® , Pp), 1<p<+ . Des

~ ~

by

efforts commencent & se porter sur des espaces de fonctions analytiques [67], [115],

et sur des espaces d'opérateurs, ceux sur les espaces d'Orlicz sont plus anciens
[94].

En se limitant aux facteurs directs de dimension infinie, le probléme se pose
sous trois aspects principaux, avec chaque fois une version isomorphique et une ver-

sion isométrique, et parfois une version "ordonnée',

1° Etant donné un espace de Banach E , tout facteur direct de dimension infinie

de E est-il isomorphe & E ? On dit alors que E est indécomposable ("prime" en

anglais),

Version isométrique : Si F est 1l-complémenté dans E (c'est-a-dire image d'une

projection de norme 1 dans E ), F est-il isométrique 3 E ?

Version 'brdonnée" : Si E est ordonné, et si la projection de E sur F est po-

sitive, F est-il isomorphe, linéairement et pour l'ordre, & E ?

On peut évidemment combiner les aspects isométrique et ordonné, aussi. Nous ne
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parlerons pas ici de la version "ordonnée" des problémes, seuf au IT , § 3.

2° Une question plus faible : Si E=F ® G, 1'un des deux espaces F ou G
est-il nécessairement isomorphe & E ? On dit alors que E est primaire ("prima-
ry" en anglais), et on cherche 3 déterminer ses facteurs directs qui lui sont iso-

morphes.,

3% 3i un type de Banach E n'est pas indécomposable, peut—on du moins caractéri-
ser ses facteurs directs par des propriétés intrinséques ? Ce sera surtout le cas
des Lp(p) , et on s'intéressera en particulier, a la suite de Lindenstrauss et
Pelczynski [86], aux.caractérisations portant sur les sous-espaces de di-iension fi-

nie (théorie "locale').

by

On s'intéresse aussi 2 savoir si les facteurs directs d'un type d'espace (par

exenple les C(K) ) sont encore du méme type.
D'autres questions apparaissent, en liaison avec les précédentes,

40 Certains types d'espaces de Banach contiennent-ils des facteurs directs isomor-
phes & tel autre type ? Une réponse positive est alors un moyen d'investigation

puissant dans la recherche des facteurs directs du premier type considéré.

50 Que dire des espaces de Banach qui sont facteurs directs dans tout espace de

Banach qui les contient ? Un tel espace est dit (-espace, ou espace injectif.,

6° Que dire d'un espace de Banach dont tout sous-espace (fermé) est facteur di-
rect ? BANACH conjecturait [ 10] qu'il est alors hilbertisable. Cette conjecture n'a

été démontrée qu'en 1971 1}

Pour toutes ces questions, outre les articles originaux cités en bibliographie,
on peut consulter les livres de DAY [32], de LACEY [78], de LINDENSTRAUSS et
TZAFRIRI [94 ] et de DIESTEL [347], ainsi que les articles de ROSENTHAL [125] et de
KADETS et MITYAGIN [67]. On y trouvera tous les aspects de la géométrie des espaces
de Banach non cités ici, car sans rapports immédiats avec le probléme des facteurs
directs. Pour les espaces de fonctions analytiques, que nous ne traiterons pas ici,

nous renvoyons a [67] et [115].

NOTA, -~ Dans la suite, "sous-—espace' sous-entend toujours "fermé", et un espace

de Banach est toujours supposé de dimension infinie, sauf mention explicite du

contraire ; de plus, "opérateur" signifie "opérateur borné", et "boule!" signifie

"boule fermée',

Nous n'aborderons pas le cas dés Lp(p) , renvoyant pour cela & 1l'exposé de lMiché-
le CaPON [22].
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Commengons par le résultat évooué ci-dessus, le plus simple, énoncé dans le théo-

réme suivant.

N . .
THEOREME 1. - Un egpace de Banach dont tout sous-espace est facteur direct est

isomorphe & un espace de Hilbert.

Ce résultat de LINDDN3TRAUSS et TZAFRIRI [89] s'appuie de facon essentielle sur

le théoréme de Dvoretzky concernant les sous-espaces de dimension finie presque

hilbertiens d'un espace de Banach de dimension infinie (c'est-i-dire les sections

presque ellipsoidales de sa boule unité) [38]. Bien sfir, un Hilbert séparable est

indécomposable, un Hilbert non séparable est primaire, mais non indécomposable.

En 1939, KAKUTANI [68] avait déja démontré la version isométrique de ce théoréme.

PROPOSITION 1. - Si tout sous-espace de E est l-complémenté (c'est-d-dire ima-
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ge d'une profection de norme 1 ) et si dim(E) 23 , alors E est isométrique 2
un Hilbert, A

Nous verrons plus loin que les espaces de Hilbert apparaissent d'une certaine fa-
¢on comme perasites dans 1'étude der facteurs directs de certains Banach, par leur
trop grande facilité & en 8tre facteur direct, Justement, On a, en effet, la pro-

position suivahte.

PROPOSITION 2. - Pour tout espace de Hiltbert H, et Vp, 1 <p<o, il exis~-

te une mesure p 20 et un facteur direct X de 1P(1) isomorphe 3 H .

Dans le cas séparable, on sait que 42 est facteur direct de LP([O ’ 1)) y

1 <p <=, grice aux fonctions de Radewacher et aux inégalités de Khintchine [71].

Si on pose rn(t) = sgn[sin(2® m)] , il existe deux constantes Ap et Bp

(L<p <= telles que , V A s ees s A, on ait

1
B E D72 g 12 (017 6P < (0 13 1201/2

Le sous-espace engendré dans ILY((0 , 1)) par les r ~est donc isomorphe & 42 ,

et si 1 <p<«, on voit aisément qu'il y est facteur direct. Pour le cas général,

la méthode la plus simple est d'utiliser les ultraproduits [ 28] (cf. § V). Compte

tenu qu'un espace Lp(p) , pour p # 2 , n'est pas hilbertisable, on en déduit
gulen général un espace Lp(p) , p# 1, 2, @, n'est pas indécomposable. On voit

ainsi que c'est le cas en particulier pour LP((0, 1)) .

Plus généralement, depuis les travaux de D. MAHARAI en 1941 [98], on sait que
1P(u) e~s 7 ~nétrique & 4P(a) C)EE;CF P((o , 1)mY ) (les ® sont prises au sens
22 ). 81 1P(W) n'est pas du type -,ZP(A) , T#7 et 1P(0, 1)%) econlio.
facteur direct isométrique a Lp((O , ﬂ ) , qui lui-m8me contient un facteur di-

rect isomorphe a 22 (l<p<w . Onadone la proposition suivante.

PROPOSITION 3. —= Si p n'est pas purement discrdte, Lp(p) y pour p Fl,2,x,

contient un facteur direct isomorphe & 22 , €t n'est donc pas indécomposable.

’ . - - " - . l ©
Nous préciserons plus ioin la situation pour L~ et L , et nous verrons que,

par contre, les 2y sy 1 &p < », sont indécomposables, Le cas de L2 est trivial.

En contraste avec les propositions précédentes, notons qu'un espace de Hilbert n~

peut &tre facteur direct d'un espace C(X) .

PROPOSITION 4. - Tout facteur direct de c, ou d'un C(K) (donc de L™(n) et

de 47 ) isomorphe & un espace de Hilbert est de dimension finie.

Ce résultat, qui a plusieurs démonstrations, dues & GROTHENDIECK [49], PELCZYNSKI

[107], .+, sera amélioré plus loin (ef. proposition 27).
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IT. Les espaces injectifs.

1. Les F-espaces.

Un espace E est dit injectif, ou P-espace, si, pour tout espace de Banach F
contenant E (isométriquement), E est image d'une projection continue dans F .
On montre alors aisément qu'il existe A > 1 tel que, si F 2 E, E est image

d'une projection de norme au plus A . On dit que E est un 6ycespace.

Par exemple, 4 (I) est wun f,-espace (prolonger les formes coordonnées). Il est
facile de voir que E est un @h—espace si, et seulement si, il vérifie l'une des

propriétés équivalentes suivantes ("Hahn-Banach pour opérateurs") :

(1) Tout opérateur T défini sur E a une extension T vérifiant [T] <A |l2] ;

by

(ii) Tout opérateur T & valeurs dans E a une extension T vérifiant
“f“,s ATl s (pour (ii), le montrer d'abord pour 47(1) , puis plonger E dans wn
tel &°(I) ).

Y Y

N,

E e—s 2 7 > E
T T

On voit aisément, par ailleurs, que tout sous-espace E p-complémenté (c'est-a-

dire image d'une projection de norme g ) dans un @h-espace F est un @kp-eSPace.

i
7 —°2 5 p

>
o5 i
Y “————3E

T

NACHBIN [ 1037], GOODNER [487 et KELLEY [70] ont montré, en 1951, le théorime sui-

vant.

THEOREHE 2. - Un espace de Banach est un @l-espace si, et seulement si, il est

isométrique & un espace C(K) , ou K est un compact stonien.

Ainsi, L°(u) est un f,-espace. LINDENSTRAUSS a montré [81] qu'un P, , ;~espace,
Ve>0, est un @l-espace. Dans [ 107], PELCZYNSKI montre qu'un P-espace de di-
mension infinie n'est jamais séparable, car il contient nécessairement un sous-
espace isomorphe a o (qui y serait facteur direct d'aprds le théordme 5 ci-

dessous, et % n'est pas un (-espace).

Un ¢, ~espace posseéde des propriétés géométriques portant sur les intersections
de boules. Une étude systématique de ces propriétés a été faite en 1962 par u
LINDENSTRAUSS dans [8]. Citons un résultat de NACHBIN [103].

PROPOSITION 5, = E est un Pl-espace si, et seulement si, toute famille de bou~

les de E qui se coupent 2 & 2 a une intersection non vide.
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3i E est un Ph—espace, E" est aussi un @x—espace, la réciproque étant faus-
se (E= co) . Les espaces, dont le bidual est un @X—espace, ont aussi des proprié-
tés d'extension, mais pour les opérateurs compacts. Quand A = 1 y 11s ont des pro-
priétés d'intersection de boules. On a, par exemple, le résultat suivant, df a
GROTHENDIECK pour la premitre partie [49] [50] (1955), et & LINDENSTRAUSS [81]
(1962) pour la seconde.

THﬁbREME 3. -~ BE" estun ¢ j-espace si, et seulement si, E' est isométrigue &

un espace L (p) s €t aussi si, et seulement si, toute famille de 4 boules de E

se coupant 2 & 2 a une intersection non vide,

PROBLEME 1. - Caractériser les @A—Q§Baces,.pour A >1 . En particulier, un es-

pace @k est-il toujours isomorphe 3 un wl-eqpace, donc 3un C(K) , X compact

stonien %

PROBLEME 2. - Caractériser les C(K) injectifs (cf. & ce propos [144] et [5]).

En particulier, K est-il nécessairement totalement discontinu ? [§i C(K) est un

€, pour A <2, il est en fait P, (cf. [58]) 5 il existe des C(K) qui sont

P, pour A=1+2p, ob pe{K-ZIfl/ni; K,nie_l\l*},AI‘IIR[SJJ.

Un résultat remarquable de HAYDON, en 1977 [56], résoud le problime 1, lorsque E

est un bidual, positivement (c'était une conjecture de Rosenthal).

THEOREME 4. - Un bidual injectif est isomorphe 2 un espace zm(F)

La démonstration repose sur une technique fine d'ordinaux.

PROBLEME 3, - Si E" est un P-espace de dimension infinie, E contient-il un

Sous-espace isomorphe 3 S, ?

Une réponse partielle,et isométrique, est due & ZIPPIN [145].

PROPOSITION 6. ~ Si E" est un @1-e5pace, E contient un sous-espace isométri-

que a Cy Si, de plus, E est séparable, on peut choisir ce sous-espace l-com-
Eléinenté .

Une maniére d'aborder le probldme 3 pourrait consister & utiliser le théoréme de
Haydon. On savait déja (ef. ROSENTHAL [121], [122]) qu'un espace injectif contient

un sous—espace isdmorphe a 4“ . C'est donc le cas pour E" . Donc, comme on le ver-
ra plus loin, E' contient un facteur direct isomoxp he él zl » lalheureusement,
plusieurs contre-exemples montrent que ceci n'entraine pas nécessairement que E
contienne un sous-espace isomorphe 3 c, (cf. HAGLER [53] ou FAKHOURY [441)...

Mais en utilisant le fait que E A—Lm(F) » €t non seulement E" o Lm cee

L'origine du probléme 3 est la suivante. LINDENSTRAUSS montre dans [81] que, si
un espace E a la propriété d'extension des opérateurs faiblement compacts & va-
leurs dans E , alors E" est un f-espace, et E ne peut contenir un Sous-espace

isomorphe a cy e I1 se pose alors le probléme suivant.
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PROBLENE 4, - Un tel espace E est-il nécessairement de dimension finie ?

I1 est clair qu'une réponse positive au probldme 3 entraine une réponse positive

au probléme 4,

LINDENSTRAUSS a introduit dans [81] une classe d'espaces plus large que les PK .
Un espace E est un nk—eSPace s'il contient une famille filtrante croissante de
sous-espaces de dimensions finies (Fa)aeA , chacun d'eux étant un Px-espace, et
E vérifiant 1'égalité E = ”aeA Fa . Citons, comme exemple de T, -espaces, ceux de
la proposition suivante.

PROPOSITION 7.

1° Tout C(K) est un T,-espace, ¥ A >1 ;

20 ¢((0, 1)) est un ﬂi—espace.

Pour montrer le point 2°, on utilise la base de Schauder usuelle de C((0 , 1)) ,

formée de fonctions triangles (pour les bases, voir plus loin § I1I, 2).

N

v

LINDENSTRAUSS demandait, en 1962, si un nx—espace n'est pas toujours isomorphe 2
un C(K) . I1 n'en est rien. Un exemple construit en 1971 par BENYAMINI et
LINDENSTRAUSS [ 12] consiste en un espace E de dual isométrique a El , et qui
n'est pas isomorphe 3 un facteur direct d'un C(K) . Un tel espace est un espace

[oe]
£ , dont nous verrons plus loin que ce sont des ﬂx—eSPaces.

2. Le cas de cqy ¢ les espaces séparablement injectifs.

by

L'espace o Jouit d'une propriété analogue & celle des espaces injectifs, nals
pour les espaces séparablese SOBCZYK a en effet montré en 1941 [130] 1le théordme

suivant.

THEOREME 5. - Tout sous-espace isométrique & c, d'un Banach séparable E est

0

image d'une projection de norme 2 dans E .

On ne peut d'ailleurs améliorer le nombre 2 (considdrer c, dans c(y) ). on
trouve des démonstrations trés simples de ce résultat dans [107] ou dans [1417.

Montrons, par exemple, comment on peut en déduire un résultat d‘'extension.
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COROLLAIRE 1. - Soient EcF , F étant un Banach séparable, et T : E -=> ¢y »
Alors, il exispe un prolongement T de T & F , qui vérifie It < 2 ||z

T se prolonge en S de m8me norme de F dans 4~ 2 Sy o et d'image S(F) sépa-
rable, Il existe un projecteur P de norme 2 de V: 3(F) sur cy s €t T=PsS
convient,
®

4

g VY
F-——-——-)V:
U

E wee——'cC
T 0

5TF)

Plus généralement, on dira qu'un espace séparable E est un @i—espace si, pour
tout Banach séparable F contenant E , il existe une projection P de nomme au
plus A de F sur E . Les deux propriétés d'extension correspondantes, pour opé-
rateurs entre espaces séparables, sont équivalentes a cette définition. On définit
un (P'-espace en ne spécifiant pas de borne pour la norme du projecteur, et on voit

aisément qu'un @'-espace est un Pi-espace pour un certain A > 1 .

On s'est 1ongtempé demandé si tout ¢'-espace était isomorphe a o - AMIR dans
[5] 1e montre en 1964 pour les @'-espaces qui sont des C(X) . De plus, on sait de-
puis les travaux de LEWIS et STEGALL [80] en 1972 que le dual d'un ®'-espace B

est isomorphe 2 zl , car son dual est séparable, sinon, d'aprés un résultat de
ROSENTHAL [ 123] que nous verrons plus loin, E serait isomorphe & C((0, 1)) , ce
qui contredirait le résultat 4'AMIR, Enfin, tout récemment, ZIPPIN [ 1467 a montré

le théoreme suivant.

THEOREME 6, - Tout @'-espace est isomorphe & o

N\
PROBLEME 5. - Existe-t-il des 6R-espaces, pour 1 < A< 2, qui soient de dimen-

sion infinie ?

On sait qu'il n'y a pas d'espace @i de dimension infinie, car alors un tel espa-
ce vérifierait la propriété d'intersection des boules de la proposition 5 (on uti-
lise seulement le fait que E est l-complémentd dans E x E_), dane serait un

¢, ~espace, et ne pourrait 8tre séparable.

3. Les espaces de Banach réticulés injectifs.

Un espace de Banach réticulé E est injectif (sous-entendu, dans la catégorie
des Banach réticulés) si, VT : F —> E positif, et ¥ G aoF ( F, G Banach ré-

ticuldés), il existe T : G —> E , positif, prolongeant T , et de méme norme.

G

m
y T

F —3F
T
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I1 est équivalent de dire que si F o2 E , E est image d'une projection positive
de norme 1 dans F ; de méme la propriété d'extension des opdérateurs positifs dé-.

finis sur E est équivalente.

Ces espaces ont été introduits en 1975 par LOTZ [97], et &tudiés par CATWRIGHT
[23], puis par HAYDON [55].

Enongons, pour un Banach réticulé, les propriétés suivantes :

(c) = si X, » X, , J Sont 20 et vérifient Hxifl e Hx1+ X, + y“Srl+ T,

alors il existe y, , y, > 0, tels que y =y, +y, et Hxi + yi” SR

(P) : E est image d'une projection positive de norme 1 dans BE" .,

(Q) : Tout ensemble filtrant croissant dans la boule unité de E posséde une

borne supérieure dans E , qui appartient & cette boule,

On peut alors énoncer le théoréme suivant, dft & CARTWRIGHT et HAYDON.

THEORRME 7. - Soit E un espace de Banach réticuld.

1° B est injectif si, et seulement si, il vérifie (C) et (P) ;

20 E vérifie (C) si, et seulement si, E" est injectif ;

3° si E vérifie (C) et (Q), il est injectif.

PROBLEME 6. - A-t-on 1'implication (Q) === (P) ? (1a réciproque est vraie).

Citons, comme exemples de Banach réticulés injectifs (cf. [97], [23]), les C(K)
ot K est compact stonien (donc les L (w) ), les espaces Ll(p) , et les espaces
eE, ¢(K)], ou E' est un Banach réticulé injectif et K est stonien (par exem-
ple, E(CO , £7) ). Pour terminer, on peut remarquer que certains Banach réticulés

injectifs sont trés simples (cf. [55]).

PROPOSITION 8,

1° Un Banach réticulé séparable est un produit fini (pour la nome | || ) d'espa-

1
ces L (pi)

2° Un Banach réticulé injectif réflexif est de dimension finie.

ITI. Les espaces o et zp sy, 1Ep&+ =,

1. Les facteurs directs de et des 4F , 10D

n
8

o)

Pour ces espaces, la situation isomorphique est assez simple. On a en effet le
théoréme suivant.

et &p , 1 <p< > sont indécomposables (au sens

THﬁORﬁME 8. - Les espaces cO et

isomorphigue).




13-10

Pour c, et les 4, 1&p<o, ce résultat est A 3 PEICZYNSKI en 1960 [ 107].
Le cas de & est plus difficile, par suite de 1l'absence de base. Il a été résolu
en 1967 par LINDENSTRAUSS [82] (rappelons qu'un vieux résultat de PHILLIPS dit que
cO n'est pas facteur direct de 4 ).

On ignore s'il y a d'autres espaces indécomposables,

Y

: PROBLEME T. = Tout espace de Banach 1ndecomposab1e est-il isomorphe & ¢y ou a

m 40

Pour o et les 'zp , 1< p< o, PEICZYNSKI montre en fait un résultat meil-
leur et plus utile, de type presque-isométrique, en utilisant des techniques de la

théorie des bases.

PROPOSITION 9. - Si E est ou zp 1 p<>®, soit F un sous-espace de

g3 ¢, o1

dimension infinie de E . Alors, V ¢>0 , et V entier m, 1<m&+ »,

i1G e¢F , vérifiant

(a) a(e, zi) g1+ e [ou dale, c <1+ ¢,

O,m) N

(b) G est image d'une projection dans E de norme au plus 1 + € .

£+ =, et de

-~

Dans cet exposé, zﬁ désigne l'espace classique de dimension m

méme pour o S Rappelons que la distance d(E , F) de 2 espaces de Banach
’ .

isomorphes est définie par d4(E ,

Il s T isomorphisme de. E sur F}
(Banach [10] savait déjd que tout sous-espace de dimension infinie de 4 contient

un sous-espace isomorphe & zp ).

PROBLEME 8. - Si I n'est pas dénopbrable, co(x) et 4P(I) sont-ils prima’

res ? (ils ne sont évidemment pas indécomposables), ou méme mieux : Tout facteur

direct de ¢ (I) [respectivement A4P(I) ] est-il isomorphe & un ¢ (J) [ respecti-
vement ”P(J) ]2

Pour p =1 , KOTHE a donné en 1966 une réponse affimative [73], mais sa méthode

semble ne s'appliquer que dans le cas p= 1.

c
Pour p = » , 1'affirmation forte est fausse. L ((0 , 1)? ) est facteur direct
dans un ﬁm(I) , mais isomorphe & aucun z”(r)

Pour les espaces ¢P il existe une rériprare " rométrique" au théoréme 8 [107].

PROPOSITION 10. - Soit E un sous-espace de 4° , 1< p< @, isométrique 2

~

FLEN Alors, E est l-complémenté dans & . Soit E un sous-espace de ey » iso-

métrique a ¢y « Alors, E est l-complémenté dans o '
Le cas de c, ne figure pas dans [107]. En voici une démonstration, suggérée par

FARAHAT, Si T cO —ia E c ¢y » Posons u = T(z ) , et soit ?, € zl tel que

”¢ | =1 et ?, (u ) = 1 . Alors @ (u ) = bP , et les ¢, sont & supports dis-
joints, donc ¢ -—9 0 dans o(gl » S ) [calculer 9, (£ u £ u ) et
(@ + @ )(u = ) Je alors P(x) = Z 9 (x).u est une progectlon o —> E de
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norme 1 .
® 2 ‘s . .
Pour ¢y , 4 , 4 , on a une réciproque isomorphique [107].

PROPOSITION 11, - Soit E 1l'un des espaces c. , 4 ou £2 . Tout sous-espace

0
de E , isomorphe & E , est facteur direct dans E .

Cette réciproque est fausse pour les zp , pour p différent de 1 et 2 ([ 1187,

[120], [13]).

PROPOSITION 12, = Si 1<p<2 ou 2<p<=, il existe dans zp un sous-—

espace isomorphe & 4P et non facteur direct dans L

Pour 1 <p<4/3 et p>2, le résultat est de ROSENTHAL [118], [120]. Pour
4/3 < p <2, il est de BENNET, DOR, GOOIMAN, JOHNSON et NEWMAN, qui donnent une
démonstration pour 1 < p <2 dans [13].

\ .
PROBLEME 9, - Tout séus-espace de zl isomorEhe a ﬁl est-il facteur direct
dans zl ?

Pour d'autres problémes concernant la proposition 12, voir ce qui concerne les

egpaces Lp(u) .

Remarque., ~ Jusqu'en 1972, on n'avait pas d'exemples de sous-espaces de 42 ,
pour 2 < p < ® , non isomorphes & 4P ! KWAPIEN [76] et DAVIE [30] en construisent
4 propos du contre-exemple d'Enflo & la propriété d'approximation, pour 2 < p <=,
Pour 1 < p < 2 , LINDENSRAUSS en donne dans [947], ou il donne aussi une infinité
de sous-espaces de 21 2 a 2 non isomorphes (ce sont d'ailleurs des espaces el
(cf. aussi [83]). Par ailleurs, pour 1 & p < 2 , PELCZYNSKI connaissait déja en

1960 une infinité de sous-espaces non isomorphes de 4P , et de méme pour o ).

2. D'autres espaces de suites primaires ; gquelques mots sur la théorie des bases et

la propriété d'spproximatidén.

Dans [47, ALSPACH, ENFLO et ODELL montrent la proposition suivante,

PROPOSITION 13. -Si lgr,p<e, £ = ot @ +s+),, est primaire.

Ils le montrent pour r = 2 , mais M. CAPON a remarqué que leur méthode donne

aussi le cas général,

Ce résultat est étendu & r = + © par CASAZZA, KOTTMAN et LIN, qui montrent, en
1976, dans [25], le résultat suivant.

PROPOSITION 14,

1° Ap(ﬁm) =eis e...) P est primaire, si 1< p<<=,
L
2° Soit E wun espace de Banach avec une base symétrique, et qui n'est pas isomor-

phe 3 4% . Alors c,(B) = (E@E®...), et 4P(5) = (BEoE® '"v')zp , pour
— 0

1 <p< o, sont primajires.
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Cela donne comme exemple co(zp) et ZP(CO) (L<p<=).

Bases, — Il est sans doute temps de dire un mot des bases. La théorie des bases

est certainement 1l'outil principal dans 1'étude des espaces de Banach classigues.
Définitions.
1° Une suite (xn)n dans un espace de Banach E est une base (de Sphauder) si
tout x € E s'éerit x = 2 a X de fagon unique. On montre alors que X > a,
est un élément x: de E', et que les projections P de E sur [Xl’ ceey xn] ,
espace engendré par Xy 9 eee 5y X vérifient Pn o Pm = Pn si ngm, et

sup [P || =¥ < (M est la'tonstante de base").
n' n

22 Des bases (xn)n de E et (yn)n de F sont dites équivalentes si, V (ah)n’

on a 1l'équivalence :
2
a X converge &> a ¥ converge.
L'application T : E —>F : 2 & X —_ 2 a v, est alors un isomorphisme.

o Tt . . s . _
3° Une suite (xn)n dans E est basique si c'est une base de Schauder de l'espa

ce [(xn) ] qu'elle engendre. On définit comme ci-dessus 1'équivalence de 2 suites

basiques (xn)n et (yn)n , et si elles sont équivalentes, [(xn)n] et [(yn)n]

sont isomorphes.

49 Suite équivalente & une base : la suite (xn)n de E est équivalente & la ba-

se (yn)n de F si BK>0 telque VJ fini <N on ait,
: 1
V_ (a)icsr 7 Picyay villp s Ryeyay xlly X IR e willyp -
Alors [(xn)n] est isomorphe & F , ét (xn)n est une suite basique.

L

50 Suite équivalente & une suite basique : méme définition, en utilisapt [(yn)n]

au lieu de F .

Le lemme suivant, df & BESSAGA et PELCZYNSKI en 1958 [14], est 1'un des outils
principaux pour congtruire des isomorphismes et prouver que certains sous-espaces
sont facteurs directs. I1 sert, en particulier, de fagon fondamentale dans le théo-

réme 8 et la proposition 9.

LEMHE 1. - Soit E un espace de Banach, (Xn)n une suite basique dans E , et

(Yn)n une autre suite de E vérifiant

2=, - vl <8 .

(1) Si 0 < (1 + 6)/(1 -8) <\, (yn)n est une suite basique équivalente &

(xn)n , et 1'application

T : [(xn)n] - [(Yn)n] : 2 a, X, = = ®n In
vérifie |Pflir™ < A -

(2) Si de plus [(xn)n] est image d'une projection P , et si

0 < (1 + 8jfp||)/(1 = sllp|}) <r,
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alors [(yn)n] est A||P||-complémenté dans E .

Autrement dit, si on pertube peu une suite basique, on modifie peu la situation.

Pour toutes les questions é1émentaires sur les bases, on peut consulter [94] et
[78].

Une base (xn)n de B est dite inconditionnelle si toute série convergente

2% a X, est en fait inconditionnellement convergente, c'est-a-dire, pour toute

tati d ; 2 .
permutation o es entlersf N ad(n) xo(n) converge

N\
PROBLEME 10. - Un facteur direct d'un espace E qui a une base inconditonnelle

en a-t-il une aussi ?

On sait, depuis BANACH, que tout espace de Banach contient une suite basique, et
que tout Banach séparable est isométr ue & un sous-espace d'un espace qui a une
base de Schauder, 2 savoir C((0,1)) . Mais C((0,1])) n'a pas de base inconditionnel-
le. On voit aisément que (exp inx) , n = 0,%1,+2,... est une base inconditionnelle
de LZ((-n,n)) . Par contre, (|x| %(exp inx)) , n = 0,%1,+2,... est une base de

Schauder de ce méme espace, pour o<a<i/2, qui n'est pas inconditionnelle.
Exemples.
1° Les bases x = (6;)q de c, et 4P sont inconditiomnelles (1 < p< )

20 La base de Haar de LP est inconditonnelle si 1 < p < ® . On la définit

ainsi :
£ =10,1)» ToKy= ltzz-z 20-1y ~ 1(23-1 2 3
9 1
2KH.£G1 2KH.£G1
K
£=1,2,000,2’K=0,l,2,on.
1\ N A
B 1 -'7 1
1 ' ' [} N
[ L Lo e { } i LN
b . re i N M i) 1 T ™7
1 Lo 1oLt L 3 i1
2 T 72 2 T
f

(l1a démonstration que cette base est inconditionnelle si 1 <p < o a été donnde
par PALEY en 1932, dans [105]. Elle est difficile, voir aussi & ce propos [99]).

3° Cette m@fe base pour Ll n'est pas inconditionnelle. D'ailleurs Ll n'a au-
cune base inconditionnelle (cf. PELCZYNSKI [107]).
4° Les fonctions uo(t) =t, ul(t) =1-t, et

"

14 ~e === ==~

U 4= i/ i (4+1)/2K

K+1
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forment une base de Schauder de C(0,1) (K=0,1, cee, O<:£<12K) (nais, omme
nous 1'avons signalé, C((0 , 1)) n'a pas de base inconditionnelle, cf. DAY [32]).

On voit aisément que l'on a

24 + 1 1 ¢ L+ 1
f = f(l)u0 + f(O)ul + Kéo Oé§<2K{f(_;KIT’) - E'Ef(jf) + f(—;K__)]}uK,L

~
”/,,r”

,/”’f”

|
0 1/4 1/2 3/4 1

. ' p
50 (exp 1nx)n=0’i1’i2 est une base de Schauder de L ([0 , 2m]) , pour

geo e

1 <p<o [147], non inconditionnelle si p # 2 .

Un probléme fameux de Banach était : tout Banach séparable E a-t-il une base ?

L'existence d'une telle base impliqﬁe pour E de posséder la propriété 4'approxima-—
tion bornée, dont GROTHENDIECK demandait si tout Banach séparable la posséde. ENFLO

a répondu négativement en 1972 & ces 2 questions, dans [40].

La propriété d'approximation. - Un espace de Banach E a la propriété d'approxi-

mation ("P, A.") si, pour tout compact K c E et tout ¢ >0 , il existe un opéra-

teur T dans E , de rang fini, tel que HTx - x“ <¢, pour tout x de K. Ila

la propriété d'approximation bornée ("P. A. B.") si, de plus, on peut choisir
Il < » pour un A indépendant de K et de € .

GROTHENDIECK a étudié en détail la P. A. dans [50]. Une des formes équivalentes 3

la P, A. est : Tout opérateur compact & valeurs dans E est limite, en norme d'opé-

rateurs, d'une suite d'opérateurs de rangs finis.

Si E a une base de Schauder (xn)n y i1 a la propriété d'approximation bornée.

Soit, en effet, Pn la projection sur [xl y see xn] y €t soit K compact < E
et e€>0 . Il existe n tel que d(xl[xl b oees 5y X 1) < e/, ob HPnH <M
V x€K. Alors si x e K, soit v, € [xl y eee xn] tel que llx - yx” < g/oM ., On

’

a les inégalités
e = 2, %l < e -y ll + o Gy, - 2 < e

En 1972, ENFLO a construit dans ¢y un sous-espace qui n'a pas la propriété d'ap-
proximation [40]. Puis, KWAPIEN [76] et DAVIE [30] en construisent aussi dans 4P ,
pour 2 <p < ® , De tels sous-espaces ont été aussi construits dans des espaces

d'0Orlicz (voir ultérieurement). Tout récemment, des exemples analogues ont été don-
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nés dans zp , pour 1 <p<2 [135]. Tous ces espaces n'ont évidemment pas de

base.

FIEGEL et JOHNSON ont construit en 1972 un exemple d'espace de Banach qui a la
propriété d'approximation, mais non la propriété d'approximation bornée, ¢t qui n'a

donc pas non plus de base de Schauder.

N
PROBLEME 11. -~ Si E est séparable et posséde la P. A. B., a-t-il nécessairement

une base de Schauder ?

Pour des espaces simples, tels que 1'algébre du disque A(Q) , ou des sous-espa-
ces de ,e,p de la forme (Bl @ B2 ® ...@ Bn ® ...)p , avec dim(Bn) < ® , on igno-
rait en 1972 s'ils avaient une base, bien qu'ils aient la P. A. Par exemple, A(;D

a la P, A. B., car si f(z) = n>0 a zn , la somme de Césaro
z?)

(s, £)(2) = 7 2 oo 2
converge uniformément vers f , et ”Sn £l < |lE}l (pius généralement, si 1 (Tn) de

rangs finis dans E , Tn —> I simplement, alors E a la P. A. B. : théorémes de

Banach-Steinhaus et Ascoli) (on sait maintenant que A(D) a une base, voir [19],

[16]).

Un résultat partiel dans la direction du probléme est dfi & JOHNSON, ROSENTHAL et
ZIPPIN [62], et indépendemment & PELCZYNSKI [114], la version "réflexive" étant due
3 JOHNSON [60].

' N
THEOREME 9. - Un espace de Banach séparable [réflexif] a la propriété d'approxi-

by

mation bornée si, et seulement si, il est isomorphe & un facteur direct d‘un espace

[ réflexif | qui a une base de Schauder.

KADEC [ 66], a par ailleurs, construit un Banach.séparable EO dont tout Banach
qui a la P. A. B, est facteur direct (cf. paragraphe V). Signalons enfin le tout
récent et remarquable résultat de SZANKOWSKI [136] : L'espace B(H) des opérateurs

bornés d'un espace de Hilbert n'a pas la propriété d'approximation.

Bases symétriques. — Donnons pour terminer ce paragraphe la notion de base symé-

trigque introduite dans la proposition 14. Une base (x ) de E est symétrique si,
pour toute permutation o de N , elle est équivalente & la base (xc(n)) . Une

telle base est nécessairement inconditionnelle, Bien sfir, les bases x = (6p)p de
% et zp (1 £ p< ) sont symétriques. Dans ces espaces, toute base symétrique

est équivalente a celle-la (cf. [94]).

Terminons par le résultat suivant de LINDENSTRAUSS [84], SZANKOWSKI [ 1347 et
DAVIS [31].

THEORE E 10. - Tout espace de Banach [ réfexif, uniformément convexe, super ré=

f1éxif ] qui a une base inconditionnelle est isomorphe & un facteur direct d'un es-

pace de Banach [réflexif, uniformément convexe, super réflexif | qui a une base sy-

métrigue.
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D'autres espaces de suites intéressants ayant des bases symétrqiues sont les espa-

ces d'0Orlicz de suites et les espaces de Lorentz de suites.

3, BEspaces d'Orlicz de suites et espaces de Lorentz de suites,

(a) Bspaces de Lorentz de suites, - Ces espaces ont été introduits [96] & 1'occa-

sion de problémes d'analyse harmonique et de théorie de 1'interpolation, en 1950,

Soit w= (w )_ une suite >0 , décroissante, tendant vers 0 , telle que
n’‘n
W
n=1 n
est 1l'espace des suites (an)n telles que

=+, etsoit p>1 (p<w) .L'espace de Lorentz de suites da(w , p)

sup{zz;l Iac(n)|p LA permutation de N} < = ,

muni de la norme

YY)

(a ) Il = (sup; > Iao(n)|p
C'est un espace de Banach, et il est réflexif si, et seulement si, 1 <p<=.
On en trouvera uue étude détaillée dans [467, [47], [1]. Il n'est pas isomorphe &
zp B Oh montre que sa base naturelle (en)n est symétrique, et que clest la seule,

4 équivalence prés, 2 &tre symétrique.

LINDENSTRAUSS et TZAFRIRI ont montré dans [90], [91] le résultat suivant, qui

concerne notre propos.

PROPOSITION 15. - Tout sous-—espace E de dimension infinie dans alw , p)

contient un sous-espace F isomorphe a &p , et si E a une base symétrique, on

peut prendre F complémenté dans E . En particulier, d(w , p) contient un sous-

espace facteur direct isomorphe a 2.

(b) Bspaces d'Orlicz de suites. - Ces espaces ont été introduits en 1930 par
ORLICZ [ 1047]. Une fonction d'Orlicz est une fonction x 3 li(x) sur o, +«(,

continue, croissante, convexe, strictement positive pour x >0 , vérifiant
M(0) =0 et M(x) = =

0
On suppose qu'elle vérifie la'condition A2“ en O :

. M(2x)
Hm SUPro0 TH(x

" On appelle espace d'Orlicz de suites

<
ZM 1'espace des suites (an)n telles que
ZT M(|an|/t) <o, pourun t >0 (ctest alors vrai, V t >0 ), muni de la norme
- @ .
H(an)n = inf{t >0 ; Zh:l M(lan|/t) <1} .

C'est un espace de Banach séparable, et sa base naturelle (en)n est symétrique.
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. En feit, 1l'espace zM et sa norme, & équivalence pres, sont définis par le
comportement de M au voisinage de O , si bien qu'on peut toujours supposer que
M(1) = 1 et que N est de classe ¢t Précisément, on a :

by = Ay

1 2
1 g
&= 31K>0 et x, >0 tels que T{-Hz(x) le(x) < I{Iiz(x) sur )O , xo(

(Ml et M. sont équivalentes).

2
Exemple. - F(x) = xpllog xla , 1<p<wo, a>0, est une fonction d'Orlicz

sur (0, XO) , Pour un X,

On montre que zF contient un facteur direct isomorphe a ﬁp , et que, avec gF

de )0, 1(, et il suffit de la prolonger sur Exo,w[.

lui-méne, 4P est le seul espace d'Orlicz de suites isomorphe & un sous-espace de

bp o

Les espaces Jy ont été étudids en détail par LINDENSTRAUSS et TZAFRIRI dans
[907, [91], [92]. Leur intéret, pour notre propos, provient de la proposition sui-

vante.

PROPOSITION 16,

10 11 existe un espace zM qui ne contient aucun facteur direct isomorphe & un
Ep ] 1 $ p < ®, 0

2° Soient M et N deux fonctions d'Orlicz. Si N est équivalente & une fonce-

tion de 1'adhérence dans C((0 , 1)) (en norme) de 1l'ensemble des fonctions

LIEIE —> M(Ax)/M(A) , pour 0 <A g1, alors 4y est isomorphe & un facteur di-
rect de LM .

PROBLEME 12, - lLa réciproque de 1l'assertion 2° de cette proposition est-elle

vraie ?

Un autre inter&t des espaces d'Orlicz, & propos des facteurs directs, est que
certains de ces espaces semblent &tre de bons candidats pour &tre indécomposahles,

by

c'est-3-dire donner une réponse négative au probléme 7. On consultera & ce propos

[94].

4, Espaces de Banach contenant un facteur direct isomorphe a Al R

Le résultat essentiel de ca paragraphe caractérise ces espaces par plusieurs pro=-

priétés.

THEOREME 11. - Soit E un espace de Banach. Les propriétés suivantes sont équi-

valentes :

1° B contient un facteur direct isomorphe a zl 3

20 zl est un quotieht de E

30 EBE' contient un sous-espace isomorphe a o 3
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N e o]
40 E' contient un sous-espace isomorphe a 4

50 I1 existe un opérateur non compact de E dans zl 3

6° Il existe un opérateur non faiblement compaft de zm dans BE' ;

T7° 11 existe une suite (zn)n de E' sscalairement sommable

@ 14 (x)] <=, VxeE)

mais ne convergeant pas en norme vers O ;

8% Il existe une suite (zn)n de E' scalairement sommable, telle que la série

2 Ln ne converge pas en norme,

On montre 10 =329 =40 == 70 =389 == 59 == 60 == 3° = 10 ,

Seules les implications 3° ==1° et 6° ==33° sont difficiles. La premiére,
qui se fait par des techniques de la théorie des bases, est due a BESSAGA et
PELCZYNSKI [ 14], la seconde est due & PELCZYN3KI [107].

Nous verrons plus loin qu'un espace C(K) ne vérifie aucune de ces propriétés,
et, en particulier, ne contient pas de facteur direct isomorphe 2 zl . Nous ver-
rons aussi plus tard 2 quelle condition un sous-espace de L1 contient un facteur

direct isomorphe & zl .

Remarque, - Comme nous l'avons signalé aprés le probléme 3, E' peut posséder

: . N 1 . .
un facteur direct isomorphe & 4~ sans que E contienne de sous-espace isomorphe

_é cy -

Notons que 1'équivalence de 1°, 3° et 4° a été étendue au cas de cO(F)., Zl(F)

22(r) , T infini quelconque, par ROSENTHAL [122].

IV. Les espaces c(x) .

1, La méthode de décomposition de Pelczynski.

Nous aurions pu introduire cette technique plus t8t (elle sert pour démontrer le
théoréme 8, par exemple), mais ses applications les plus frappantes concernent les
c(K) et les 1IP.

Nous en donnons deux versions, toutes deux dues a PELCZYNSKI, la lre en 1958
[10€], 1a 2e en 1960 [107].

LEMME 2,

1° Soient E _g_t_ F deux Banach vérifiant E =~E @ B et FP=F®F .S8i E est

isomorphe & un facteur direct de F , et F isomorphe & un facteur direct de E ,

aiors E=F .,

2° Soient E et F deux Banach, chacun étant isomorphe 3 un facteur direct de

1'autre. Si cO(E),agE , ousi 2P(E) ~E, pour un pe (1, ) , alors E et F
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sont isomorphes.

Démontrons ce lemme.

1°3i E=F®C,ona E~(FOF)OG~-Fe(FOG) ~FO®E, et de méme
F~EQ®F

“e

2053i E~F@®CG et FoE®@®H, on a cO(E) z=cO(F) @CO(G) , donc
E = cO(E) ® cO(G) @ cO(H) ,
et
E®H cO(E) ® cO(G) ® [cO(H) ®H] ,
clest-a-dire
F ch(E) ® cO(G) ® cO(H) =5 .
Démonstration analogue avec zp au lieu de o

Donnons deux exemples d'applications, toutes deux dues & PRLCZYNSKI.

PROPOSITION 17. - Les espaces 4 et L°((0 , 1)) sont isomorphes.

I1 est clair que 4  se plonge comme facteur direct dans LO((0 , 1)) .
N

i f i
!

i

\
d

Comme L7((0 , 1)) est le dual de ! qui est séparable, il existe I' dénom-
brable dans la sphdre unité de L1 tel que L° soit isomorphe & un sous-espace de
Am(F) ~'£m ’ L° étant injectif, ce sous—espace est facteur direct de 4~ . on

conclut par le lemme 2. 1°, car =4 e 2" , et 1” =170 17 .

Comme deuxiéme application, montrons que la proposition 9 implique le théorime 8
pour 4P, 1gp<e (ou pour o )e Si F c 4P y est facteur direct, F5G=gP ,
G étant facteur direct de zp 3 comme zp(zp) ~ 4% , le lemme 2. 2° donne 1la

conclusion (méme méthode pour °, ).

2. Résultats peéliminaires sur la structure des espaces c(x) .

Rappelons le résultat cité en introduction, df & BANACH et MAZUR.

THéOREME 12, - Tout espace de Banach séparable est isométrique & un sous-espace
de c((o, 1)) ou c(a) .

On note par A 1l'ensemble de Cantor.

La classifiaction isométrique des espaces C(K) ou méme cO(X) s X 1localement

compact, date des années 1530. On a, en effet, 1'énoncé facile suivant, de BANACH
et STONE (cf. [133]).
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PROPOSITION 18, - Soient X et Y deux espaces localement compacts. co(X) est

isométricue & cO(Y) si, et seulement si, X et Y sont homéomorphes.
La classification, & isomorphisme preés, est bien plus difficile, seul le cas sé-
parable est résolu. Citons un cas qui raméne l'isomorrhie & une isométrie.
PROPOSITION 19,

1° Soient X et Y deux espaces compacts. Si d[c(X) , ¢c(Y)] <2, X et Y

sont homéomorphes.

2° I1 existe 2 compacts X et Y non homéomorphes, avec d[C(X) , c(Y)]=2.

La premidre partie ost due, indépendemment, & AMIR [6] et CAMBERN [21], en 1965.
Le contre-exemple est dfi & COHEN [ 27].

Si C(X) est isométrique & un sous-espace de c(Y) , HOLSZTYNKI a montré en 1966
[57] que X est un quotient d'un fermé de Y . AMIR et ARBEL ont montré de plus
[7] qu'alors X est un fermé d'un quotient Z de Y , tel qu'il existe un opéra-
teur dlextension T de norme 1 de C(X) dans C(Z) , et 81 j est l'isométrie
de C(X) dans C(Y) ,ona: j(£)y) = T(f)[m(y)] (m : Y ~—> 7Z est 1l'applica-~
tion quotient).

PROBLEME 13. - 5i d(C(X) , E) <2, ot E est un sous—espace de C(Y) , quel

rapport y-a-t-il entre X et Y ?

BANACH posait en 1932 la question suivante : C((0 , 1)) est-il isomorphe a
c((o , 1)2) ? La réponse ne fut apportée qu'en 1952, par MILUTIN, mais publide en
1966 seulement [ 102]. Elle est trdés générale.

- N
THEOREME 13. - Si K est un compact métrisable non énombrable, C(K) est iso-

morphe 2 c(lo, 1)) (ou a c(a) t).

I1 y a actuellement plusieurs démonstrations de ce résultat. Citons celle de
SAINT-RAYMOND [ 126], qui est assez simple et naturelle. Elle utilise le théordme de
sélection de MICHAEL [101] et la méthode de décomposition de PELCZYNSKI.

Pour les compacts dénombrables, on a la proposition suivante (ou w = N, , et Q

est le ler ordinal non dénombrable).

PROPOS ITION 20.

1° Tout compact dénombrable est homéomorphe & un intervalle (1 ’ o) des ordi-

naux dénombrables.

2° Soient o et B deux ordinaux vérifiant w< o< B <Q . Alors C((1, B))
w

est isomorphe & C((1, «)) si, et seulement si, B < oa” .

Le ler point est dfi & MAZURKIEWICZ et SIERPINSKI‘[100], le 2e & BESSAGA et
PELCZYNSKI [15], en 1960, Ce résultat montre ainsi qu'il y a une infinité non dénom~
brable de types d'isomorphismes pour les espaces C(K) , K compact, dénomhrable,

Aprés C((1 , w)) , le plus simple est C((1, w”)) . Le cas général est 1'espace
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o
o, o ).

La situation est donc claire en ce qui concerne les c(x) séparables. Elle est

par contre encore trés confuse pour les compacts non métrisables. On peut trouver

un certain nombre de résultats partiels dans le remarquable article [110] de
PELCZYNSKI, et dans des travaux de HAGLER [52], DITOR et HAYDON. Ils ont surtout
étudié le cas des groupes compacts, et des espaces Q; ,ou D= {0, 1} « Citonms,

a titre d'exemple, quelques résultats (nous verrons le cas des C((1 ’ a]) , o =Q,

plus loin, § 6).

PROPOSITION 21, - Soit G un groupe compact, et m le plus petit cardinal d'une

base de sa topologie. Alors C(G) est isomorphe & C(Q?) .

Cette proposition est due & PELCZYNSKI, dans [110].

DITOR et HAYDON [36] ont démontré que si S est compact non métrisable, et si

C(S) est isométrigque & un facteur direct 1-complémenté de C(ﬁn) , alors C(S)

est isomorphe & C(Q?) « Ils montrent aussi que, si E est un facteur direct de
C(L?) , de densité m , et si le plus petit ordinal cofinal de m n'est pas w,
alors le dual E' de E est isomorphe & l'espace M(EP) des mesures sur QF (1a

densité d'un Banach est le plus petit cardinal d'une partie totale).

PROBLEME 14, - Si m 2Q , caractériser les compacts 3 tels que c(3) soit iso-

métrique 3 un facteur direct l-complémenté de C(;F) .

\
PROBLEME 15. - Tout espace C(K) contient-il un facteur direct isomorphe 3 ¢

- 0
ou 4 %

(8i K est métrisable, la réponse est oui, avec <o )

PROBLEME 16, - Tout espace C(K) est-il isomorphe & un espace C(L) , od L est

compact et totalement discontinu ?

(C?est vrai si K est métrisable, par le théoréme de Milutin !) Voir & ce propos
les travaux de DITOR [35]. La classification des C((1, o)), o ordinal non dé-
nombrable, est plus compliquée que la proposition 20. Déja, dans [ 1287, SEMADENI re-
marquait que C((1, Q)) et C((1, Q.2)) ne sont pas isomorphes. La solutiom,
que nous verrons plus loin, date de 1975 seulement [51], [72]. Les espaces L"(u)
posent aussi de gros problémes, bien que le cas des mesures finies soit traité dans
[122]. Signalons, par exemple, que L ({0 , 1)2°) n'est isomorphe 2 aucun £7(T) ,

ce qui contraste avec la preposition 17 et le théordme 4.

3. C(K) comme facteur direct de Banach séparables ( K compact métrisable), et

les espaces de Banach universels.

Le résultat de base est un théoréme de PEICZYNSKI [112] datant de 1968,
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THEOREME 14.

1° Soit E un espace de Banach séparable, et ¥ un sous-espace de E , isométri-

que a C(K) , o K est compact et totalement discontinu. Alors, il existe un

sous-espace G de F , isométrique 2 cx) , et l-couplémenté dans E .

2° Soit E un espace de Banach séparable, et F un sous-espace de E isomorphe

3 C(K) . Alors, F contient un sous-espace G isomorphe & C(K) et facteur di-

rect dans E .

En fait, 2° se déduit aisément du 1° grice au théoréme 13 et & la proposition 20,

en renormant E .

Ce théoreéme est en rait de nature topologique, et repose sur le lemme suivant (e

KURATWSKI [75] pour X non dénombrable, de PELCZYNSKI dans le cas dénombrable).

LEMME 3. - Soient X et Z des espaces métriques compacts, et ¢ : Z —> X

continue, surjective., On suppose que X est totalement discontinue : Alors, il

existe un fermé P de Z , homéomorphe & X , et tel que mlp soit un homéomor-
phisme de P sur o(P) .

Du théoréme 14 et de la méthode de décomposition de Pelczynski résulte immédiate-

ment que tout facteur direct d'un C(K) ( K compact métrisable) qui contient un

sous-espace isomorphe & C(K) est lui méme isomorphe & C(K) .

Un espace de Banach E est [isométriquement] universel pour les Banach sépara-

bles s'il contient isomorphiquement [isométriquement] tout Banech séparable. Il ré-
sulte de ce qui précéde que, pour cela, il faut et il ruffit que E contienne un
facteur direct [ l-complémenté] isomorphe [isométrique] & .C(A) . Du point de vue

isomorphique, c(a) est "le plus petit'Banach universel possible' au sens suivant.

Si un facteur direct E de C(A) est universel, il est isomorphe & ¢C(A) . Nous
évoquerons plus loin la question des espaces de Banach "complémentablement univer-
sels" (cf. § V).

Le théoréme 14 est une technique trés utile. Par exemple, et sans rentrer dans

les caractérisations de PELCZYNSKI et ROSENTHAL des espaces de Banach séparables qui
contiennent zl , montrons comment ce premier auteur 1'utilise pour montrer que, si
un Banach séparable E contient 41 , alors C((0 , 1)) est un quotient de E ,
c((0, 1)) étant séparable est image de 41 par une surjection 7T . Comme

c(l ’ l)) c4” » T se prolonge en T: E -—> e , en fait & valeurs dans l'espa-
ce séparable V = T(E) , qui contient C((0 , 1)) . Par le théortme 14, ¢((0,1)) G,
G image d'une projection P dans V , et G est isomorphe 3 C((0 , 1)) par S .

Par suite, §l o P o T est une application surjective de E sur ¢((0 , lj) (cf.

[124], [111]).
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4, Les facteurs directs de c((o , 1)) .

Y

Du point de vue isomorphique cette question est équivalente a celle des facteurs

directs des C(K) , K compact métrisable non dénombrable.

L'un des premiers résultats isomorphiques décisif, date de 1972. Il est 4l a
LEWIS et STEGALL [80], et généralise la situation de o » qui est facteur direct
de c((0o, 1)), a‘aprds le théordme de Banach-ilazur et le théordme 5.

TEEORENE 15, - Si E est un facteur direct de C((0 , 1)) dont le dual E' est

séparable, alors ce dual est isomorphe a El .

La démonstration, difficile, utilise la théorie des opérateurs absolument som~-

mants, intégraux et nucléaires, et la propriété de Radon-Nikodym. En fait, on m~=

b

tre que E' est isomorphe & un facteur direct de L1 qui a la propriété de Radon-

Nikodym et le point difficile est de montrer qu'un tel espace est isomorphe a zl .
Il y a une infinité non dénombrable de tels facteurs directs de c(Co ’ 1)) , 2 2

2 non isomorphes, et ils sont méme l-compléméntés.

PROPOSITION 22, - Pour tout ordinal déne-brable o, C((1, «)) est isométrique

4 un facteur direct Il-complémenté de C((0 , 1)) .

En effet, C((1, «)) est isométrique 3 un sous-espace F de c((o ’ 1))
(BANACH-MAZUR), et F contient un sous-espace G isométrique & C((1, a)) , 1=
comlémenté dans C((0 , 1)) , parce que (1, a) est totalement discontinu (théo-
réme 14) [on peut dire aussi que (1 , «) se plonge dans (0 , 1) et appliquer la

proposition 297.

L'identification des facteurs directs de C((0 , 1)) de dual non séparable avait

été faite d&s 1971 par ROSENTHAL [123].

THEOREME 16. - Si E est un facteur direct de C((0 , 1)) dont le dual E!

n'est pas séparable, alors E est isomorphe & c(lo ’ 1)) .

En fait, ROSENTHAL montre le résultat plus précis et plus utile suivant.

PROPOSTTION 23, - Soit E un Banach séparable, et T : C((0 , 1)) —» E un opl-

rateur tel que T*(E') soit séparable. Alors, il existe un sous-espace V de

c(lo, 1)), isométrique & c(a) , et 1l-complémenté dans c(fo, 1)) , tel que

TIV soit un isomorphisme de V sur T(V) .

11 résulte évidemment des théordmes 15 et 16, puisque, si C((0 , 1)) =E@F,
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E' ou P' n'est pas séparable, que 1l'on a le corollaire suivant.

COROLLAIRE 2. - C((0 , 1)) [et donc C(X) , pour K compact métrisable non dé-

nombrable] est primaire.

(Toir aussi [87]).

Mais 1'imprécision du théoréme 15, sur la nature de E lui-méme, laisse ouvert

le probléme suivant.

PROBLEME 17. - Tout facteur direct de C((0 , 1)) est-il isomorphe & un C(X) ?

BENYAMINI a montré dans [11] qu'un facteur direct de c((o, 1)) de dual sépara-
ble est isomorphe & un quotient d'un espace c((1 ’ a)) , « ordinal dénombrable,

On a des résultats plus préciz sur les fadteurs directs 1l-complémentés.

5. Les facteurs directs l-complémentds des C(X) .

SAMUEL a démontré, en 1970, le résultat suivant [127].

PROPOSITION 24, - Si E est 1l-complémenté dans C(K) , et si les points extré-

maux de la boule unité de E' sont dénombrables, E est isomorphe & un C((l, d))

pour un certain ordinal dénombrable o« .

L'instrument fondamental est la notion de Cg(X) . Soit X un compact, et ©

une involution de X qui est un homéomorphisme. CG(X) désigne 1l'ensemble des
fonctions continues sur X "impaires pour o" (f = = f o o). SAMUEL utilise alors
le résultat suivant démontré par JONAC et SAMUEL [65] en 1970, et, indépendemment,
par LINDENSTRAUSS et WULBERT [95] en 1971.

THEORBNE 17. - Si E est un facteur direct l-complémenté de C(K) , E est

isométrique & un espace CO(X) .

En fait, dans [127], SAMUEL démontre aussi que tout CG(X) séparable est isomor-

phe 3un C(L) (L compact métrisable). On en déduit le résultat suivant, qui ré-
pond partiellement au probldme 17, et qui a été ensuite démontré plus simplement
par FAKHOURY dans [41].

PROPOSITION 25, - Si K ' est métrisable, tout facteur direct 1-complémenté de
C(K) est isomorphe & un C(L) .

PROBLEHE 18, - Tout facteur direct de C(K) , K compact métrisable, est-il iso-

morphe & un espace C(L) ?

Si K n'est pas déhombrable, ce n'est autre que le problime 17.

6. Les espaces C((1, o)), « ordinal.

La classification de ces espaces, pour « non nécessairement dénombrable, est
due & GULKO et OSKIN [51] et indépendemment & KISLAKOV [72] (voir aussi LABBE [(777).
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PROPOSITION 26, - Soient o et £ deux ordinaux de méme cardinal, avec o < B
(si |o| #18] , ¢((i, &) n'est pas isomorphe & C((1, B)) ), et soit & le

ler ordinal ayant leur cardinalité. Ecrivons o = EN + p (p<E) « 11y a?2cas :

1° Si « est non dénombrable et régulier (non limit: de cardinsux < § , en nom-
bre <% ), et si 1 < g, posons B = §N' + p' (p' <€) . Alors c((1 , a]) est

isomorphe 3 C((1, B)) =i, et seulement si, |7 = 7] .

20 Si ce n'est pas le cas, alors C((1, a)) est isomorphe & C((1, B)) si, et

. w
seulement si, B < a .

On retrouve la remarque de SEJADINI citée plus haut. c((1 , @) n'est pas iso-
morphe & C((1 , Q.2)) . Comme C((1, Q.2)) =c((2, ) @c((1, Q)), on voit
que C((1, Q)) n'est pas primaire. Qu'en est-il en général pour c((1, o) 2
BILLARD a résolu le cas dénombrable en 1975 [17]. Si a est dénombrable,

({1, &) est primaire. Le cas général est dft & ALSPACH et BENYAMINI [3], en 1976.

THEOREME 18, — c((1, a)) n'est pas nrimaire si, et seulement si, il est isomor-

phe & un espace C((1, €.m)) , ou & est non dénombrable et régulier, et 1<m<uw.

On retrouve ainsi le résultat de BILLARD et 1'exemple de SEMADINI,

Signalons, par ailleurs, gque les facteurs directs de c((1 , w@)) ont été déter-
minés par BENYAMINI [11] et ALSPACH [21]. Il n'y a que c, et c(Ca ’ wwj) lui-

méme.

0

7. Autres propriétés des facteurs directs des C(X) ou des préduaux de Ll(p) .

On connait peu de propriétés générales des facteurs directs des C(K) . La pre-

midre est due & GROTHENDIECK [49], et repose sur la propriété de Dunford et _

Pettis (D. P.).Un Banach E a la propriété D. P. si, pour toute suite X, —> 0

faiblement dans E , et toute suite zn ~—3> 0 faiblement (pour o(E* , E") ) dans
E' , alors An(xn) —> 0 . Il est équivalent de dire que tout opérateur T faible-

ment compact de E dans un Banach F transforme les ensembles faiblement compacts

de E en ensembles normiguement compacts de F .

L'exemple fondamental d'espaces ayant la propriété D. P. est donné en 1940 par
DUNFORD et PETTIS dans [37], voir aussi [49].

LEMME 4, - Les espaces Ll(u) , les espaces C(K) , et plus généralement les pré-

duaux d'espaces Ll(p) vérifient la propriété D. P,

Si EBE' posséde la propriété D. P., E aussi. Il suffit, donc, de montrer le lem-
me pour les C(K) 81 T : X-—>E et S : E—>7Y sont faiblement compacts,

et si E a la propriété D, P., alors S o T est un opérateur compact.

GROTHENDIECK en déduit dans [49] le résultat suivant.

PROPOSITION 27. - Tout facteur direct réflexif d'un espace ayant la propriété

D. P. est de dimension finie (c'est donc le cas pour les facteurs directs réflexifs
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des Ll(p) , des C(K) et des préduaux de Ll(g) ).

PELCZYTSKI [ 107] a précisé 1'obstruction & ce qu'un facteur direct d'un ¢(X) ou
d'un prédual de Ll(u) , de dimension infinie, soit réflexif. En fait, le cas pré.-
dual de Ll(u) est A0 & ZIPPIN et JOENSCN [64] et LINDENSTRAUSS [817.

THEOREKE 19, - Tout facteur direct de dimension infinie d'un prédual de Ll(p)

(en particulier d'un C(K) ) contient un sousz-espace isomorphe 2 co

La difficulté principale est de montrer ce résultat pour un C(X) . En fait, le
résultat technique important, et utile dans bien d'autres questions, est le suiw~-+
(cf. [1087], [109], analogue de la propositiion 23.

PROPOSITION 28. - Pour un opérateur T : c(K) —> E, les propriétés suivantes

e ew— . o

sont équivalentes :

1 T +transforme toute série faiblement inconditionnellement convergente

(Z lﬁ(xn)l <o, YV ge C(K)') en série inconditionnellement convergente (T e~

"inconditionnellerent convergent!") ;

20 T transforme toute suite de Cauchy faible en une suite convergente (T est

"complitement continu") ;

3° T est faiblement compact ;

4¢ Il n'existe aucun sous-cspace X de c(k) ae dinension infinie, tel que TlX

soit un isomorphisme ( T est 'istrictement cingulier") ;

~

50 Il n'existe aucun sous-cesrace X de c(x) , isomorphe & Cqy s tel que

Soit un isomorphisme.

Ainsi, si T : C(K) —> E n'est pes faiblement compact (et c'est le cas si E
est un facteur direct de C(K) et T 1la projection correspondante), T est un
isomorphisme sur un sous-sspace de C{X) Zsomorphe & ¢, ¢ On en déduit que c(X)
ne vérifie pas les propriétés du théoréme 11,

Ce résultat a été étendu réremment par ATSPACH, qui étudie & quelle condition un
tel opérateur T , pour K-métrisable, a sa restriction & un sous-espace isomorphe

a ol , u?]) ou a co((l . w7) gui est un isomorphisme (cf. [2]). Cette étude,

fondée sur la notion d'e-indice de SZLENK [ 137], sert pour démontrer le thé~rdme A.

Le théortme 19 est & peu pres le saul résultat concernant les facteurs directs

quelconques des espaces C(K) ou des préduaux de Ll(p) généraux.

Signalons néanmoins, dans ce paragraphe, le résultat suivant de BORSUK [18], trds

utile, et conséquence simple du théoréme sélection de HICHAEL [101].

PROPOSITION 29, - Soit K wun espace compact, et F un fermé de K , métrisable.

Il existe un "opérateur d'extension" linéaire positif isométrique T de c(F)

dans C(K) , transformant la fonction 1F en la fonction lK , tel que T(f) F::f o

L'espace T[C(F)] est donc 1l-complémenté dans C(K) et isométrique & C(F) , et




13-27

l'esgace CF(K) des fonctions nulles sur F en est un supplémentaire 2-complémen-

té.
Le plus simple est d'utiliser, par [101], une application continue
+
K -9IH(F) PX =3,
telle que, VxeF, p =8 .Onpise (Tf)(x) = “k(le) .
Dans [79], LAZAR et LINDENSTRAUSS étendent le théoréme de sélection de Michael,

ce qui leur permet de montrer la proposition suivante.

PROPOSITION 30. - Si E est un prédual séparable d'un Ll(p) non séparable, E

contient un facteur direct 1l-complémenté isométrique & C(A) ( 4o ensemble de Can-

tor).

L'existence d'opérateur d'extension de C(F) dans C(K) ( P fermé de X ) est
un probléme important (cf. le résultat d'AMIR et ARBEL cité avant le probléme 13),

ainsi que l'existence d'opérateurs moyennants. Si ®: K-—3>H est continue sur-

jective ( K , H compacts), un opérateur T de C(K) dans C(H) est moyennant
si, VfeC(H), T[f o q¢]=7f.Llexistence d'un tel opérateur pour une surjec-
tion particulitdre ¢ : A —> (0, 1) intervient dans le théoréme de Milutin. Pour

ces questions, on peut consulter [110], [527, [36].

8. Le probléme des hyperplans et le cas des c(x) .

Tous les hyperplans d'un Banach sont isomorphes entre eux. BANACH a posé le pro-

bléme suivant.

PROBLﬁHE 19. - Un espace de Banach de dimension infinie est-il toujours isomorphe

a-ses hyperplans ?

Bien sfr, il est alors isomorphe & tous ses sous-espaces de codimension finie. La
réponse est évidemment affirmative si l'espace est primaire. C'est donc le cas pour
o » les zp y 1&p< o, certains C((l,a)),
@ non dénombrable (cf. théordme 18), et nous le verrons plus loin, les LP((0, 1)),

les C(K) , K compact métrisable,

1L<p &= (pour L’ » cela résulte de la proposition 17). Pour les c(K) non sé-

parables, le problime se reformule de la fagon suivante.

PROBLEME 20. - Soit X wun espace localement compact, dont le compactifié

d'Alexandrof X_ n'est pas wétrisable. co(x) ® R est-il isomorphe 3 co(x) ?

Remarque. -~ Le probléme correspondant isométrique est facile & résoudre.
"CO(X) @® R est isométrique (pour laM™norme sup") 2 CO(X)"(_—.@ "X est homéomorphe
& Xy {1l point is0lé}" ==> "X a une infinité de points isolés", Si X est métri-
sable, la réciproque de cette dernidre implication est vraie, sinon elle est fausse,

en général,

Le probléme suivant est en étroits rapports avec le probléme 19.
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.
PROBLEME 21. - Existe-t-il un espace de Banach de dimension infinie E tel que

tout opérateur T dans E g'éerive T = Al +5, ou S est compact ?

En effet, si un tel espace existe, alors (par 1'alternative de Fredholm) il ne
peut &tre isomorphe & aucun de ses sous-espaces de codimension finie, et la réponse

du probléme 19 est négatiwve.

V. Mé 13.!].623 .

1. Les Banach dont le dual contient un facteur direct isomorphe 2 u(l , 1)) .

Dans [111], PELCZYNSKI montre qu'un Banach séparable E contient un sous-espace
isomorphe & Al si, et seulement si, E' contient un sous-espace isomorphe &
Ll((O , 1)) . HACLER et STEGALL montrent le résultat analogue suivant [ 54].

THEORENE 20. - Pour un espace de Banach E , les propriétés suivantes sont équi-

valentes :

@

3

1° E contient un sous-espace isomorphe a 65’41 ,a: = (z‘f &) .4020 @Oh, ®ues) , 3

Al

2° EB' contient un facteur direct isomorphe a Ll([O R 1)) ;

30 E' contient un facteur direct isomorphe a M((o , 1)) (espace des pesures);

4° E' contient un ensemble I' sans point isolé pour o(E', E) , équivalent a la

base de zl(F) , tel que 1l'espace fermé engendré par I' soit facteur direct.

Si de plus, E est séparable, ces conditions équivalent &

50 3T : E -3 C((0, 1)) surjectif tel que T¥(M((0 , 1)) soit facteur di-

rect dans E' .

Si E' contient un facteur direct isomorphe a zl(F) , et si dim(X) < cara(r) ,

alors E vérifie les 4 propriétés précédentes.

Par des résultats de [131], et un résultat que nous verrons plus loin sur les es-

paces de Banach W. C. G, ("wearkly compactly geherated", engendrés par un compact

faible) [85], valable aussi dans les espaces de Banach ¥-analytiques pour.leur to-

pologie faible [138], on montre que le 5° est aussi équivalent & 1°, ..., 4° pour

~un espace W. C. Go, ou méme pour un Banach faiblement ¥-analytique.

PROBLEME 22, - Posons Z::EEz;l L A: y et si m est un cardinal, 2 = zl(m, Z2) .
4

On suppose m >>Nb o« Soit E un Banach, tel que E' contienne un facteur direct

isomorphe a M(QP) .« Alors E contient-il un sous-espace isomorphe 2 Zm ?

\

(On peut montrer que Z! contient un facteur direct isomorphe & M(Q?) .)

2. Espaces de Banach comglémentablggent universels.

Etant donnée une catégorie d'espaces de Banch, un espace de Banach E est univer-
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sel si tout Banach de la catégorie est isomorphe & un sous-espace de E . Il est

by

complénmentablement universel si tout Banach de la catégorie est isomorphe a un fac-

teur direct de E .
KADEC [ 66] montre la lre partie, et PELCZYNSKI [113] la 2e du théordme suivant
THEORRME 21.

1¢ I1 existe un Banach séparable complémentablement universel pour les Banach sé-

parables qui ont la P. A. B.

2° I1 existe un Banach, qui possdde une base de Schauder [inconditionnelle], qui

est complémentablemen’ universel pour les espaces ayant une base de Schauder [iﬂf

conditionnelle .

(Comparer au théordme 9 et au probléme 11,) En fait, on montre que les espaces de

Kadec et Pelczynski sont isomorphes.

JOHNSON montre dans [61] qu'il existe un espace de Banach séparable E tel que
E' soit complémentablement universel pour les duaux de Banach séparables,
PELCZYNSKI et WOJTASZCZYK [116] ont montré qu'il existe un prédual de Ll, sépara-
ble, qui est complémentablement universel pour tous les Banach séparables qui sont

des préduaux de _Ll .

Certains résultats négatifs existent aussi. Par exemple, dans [ 63], JOHNSON et

SZANKOWSKI montrent qu'il n'existe pas de Banach séparable complémentablement uni-

versel pour les Banach séparables (comparer au théorsme 12), ni de Banach séparable

complémentablement universel pour les espaces de Banach qui ont la propriété d'ap-
proximation. Ils montrent aussi que, pour pe J2 , o » 11 n'existe pas de Banach

séparable complémentablement universel pour tous les sous-espaces de L

N
PROBLEME 23. - Si pe )1, 2( , existe-t-il un Banach séparable complémentable—

ment universel pour tous les sous-espaces de zP ?

Signalons, bien que ce Soit sans rapport direct avec le probléme des facteurs di-
rects, que, dans [137], SZLENK montre qu'il n'existe pas de Banach réflexif sépara-
ble universel pour tous les Banach réflexifs séparables, ni de Banach 3 dual sépa-

rable universel pour tous les Banach & dual séparable (voir aussi, & ce propos,
WOJTASZCZYK [142]).

3¢ Factours directs et espaces totalement incomparables.

Deux espaces de Banach E et F sont totalement incomparables si on ne peut trou-
ver El cE et Fl c F , de dimension infinie, qui soient isomorphes (la notion a
ét4 introduite par ROSENTHAL dans [1197). 8Si E et F sont totalement incompara-
bles, les facteurs directs de E x F ont une structure simple. Plus généralement,
EDELSTEIN et WOJTASZCSYK montrent dans [143] et [39] le résultat suivant.

PROPOSITION 31, Soient E1 s eee En des Banach 2 a 2 totalement incomparables,
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Tout facteur direct F de E, © ... ®E  est isomorphe & un produit FI@...0F

de facteurs directs Fi des Ei » par un isomorphisme qui se prolonge en un iso-

morphisme de E1 @ ¢00 @ En sur lui-méme.

On en déduit, par exemple, qu'un facteur direct de dimension infinie de
Py P> Py
co@fc @4& @ooo@;@ ’ 1\<pl<p2<...<pn<co
Pi PiK pil PiK o o
est isomorphe a ey © 4 lo...o94 s OU A R CENRCE ) , Ou 11<...<1K
est une sous-suite de {1, 2, ... , n} .

4, Pacteurs directs dans les cspaces V. C. G.

Un espace de Banach est W. C. G, ("weakly compactly generated") s'il posséde un
ensemble faiblement compact total. C'est le cas d'un espace réflexif. Le résultat
suivant, dd & AMIR et LINDENSTRAUSS, permet de ramener des probldmes de facteurs
directs dans les Lp(p) au cas séparable Lp([O , 1)) (ef. [8], [34] et [88]).

PROPOSITION 32, - Si F est un sous-espace séparable d'un espace W, C, G. E ,

il existe un sous-espace séparable G de E , facteur direct dans E , tel que
FcGcE,

Ce résultat est aussi valable dans les espaces de Banach ¥-analytiques pour leur
topologie faible, introduits par TALAGRAND [1387.

5. Primarité de certains espaces spdéciaux.

Signalons simplement, ici, deux résultats.
(i) L'espace de suites de JAMES [59] est primaire (CASAZZA [24]) ;

(ii) L'espace de Pelczynski universel pour les espaces & base inconditionnelle,
cité dans le théordme 21, est primaire (CASAZZA et LIN [26]).

6. Facteurs directs et ultraproduits, réflexivité locale.

Soit (XY>YGF une famille de Banach, et U wun ultrafiltre non trivial sur I .

Sur 1l'espace

(EET XY)“’ = [(XY)YEF ; XY € XY ’ SuPY HXY“X < =},

on définit la semi-norme H(xY)Hu = limy, Hx-Y

ly. - Le séparé complété de cet espace

by

s'appelle ultraproduit des XY par rapport & l'ultrafiltre U . Nous le noterons
wr ., x.) .
(r, %)

Une classe ¥ de Banach est dite stable par ultraproduits si, lorsque V vyel,
X e€ed, alors U(T, XY) € Y . L'un des intéréts de cette notion, introduite dans
[28] par DACUNBA-CASTELLE et KRIVINE, tient par exemple au résultat suivant, qu'on
peut déduire aisément du fait qu'un Banach réticulé est isométrique & un Lp(p.) si
“x + y”p = Hx“p + Hy“p , 8. xAy=0 (1gp<w® (cf. [697).
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LEAYE 5. - Pour chaque p, 1 p <, la classe des espaces isométriques a des

1P(u) est stable par ultraproduit.

Un des moyens techniques pour utiliser les ultraproduits est le résultat suivant

(cf. [28]).

PROPOSITION 33. - Soit ¥ une classe d'espaces de Banach stables par ultrapro-

duits, soit X un espace de Banach de dimension infinie, et & une famille fil-

trante croissante de sous-espaces de X de dimension finie, dont la réunion est X.

On suppose que, Y Be &, Ve>0, 1 pR ¢ € u, et CB,e c YB,s y tel que

?
a(s , Cy E) <K(1 + ¢) (X constante donnée) [respectivement et que de plus Cy ¢
? ?
soit M(l + e)-compléuenté dans Y ( M constante donnée), X &tant supposé

B, ¢
facteur direct dans X"].

Alors, 2#Ye ¥, et CcY [respectivement et Ki-complémenté dans Y] tel que
a(x, ¢) gx.

Autrement dit, un Banach qui est"localement! proche (c'est-a-dire au sens de la

dimension finie) des éldéments d'une classe stable par ultraproduits, est globale-
ment proche d'un sous-espace d'un Banach de cette classe [et y est facteur direct
sous des conditions supplémentaires|. Cette idée est fondamentale dans 1'étude des

espaces £F , clest-i-dire des facteurs directs des LP(p) (cf. [88]).

A titre d'exemple d'application, montrons, par exemple, la proposition 2, en par-
tant du fait, classique, que zz est isomorphe & un fecteur direct de Lp((O ’ 1))
(par les fonctions de Rademacher). Précisément, p é&tant fixé, il existe

Wp . 42 — A cIP((0, 1)), avec ”mp” < Kp , ”¢;l” £ 1, et une projection
Qp : P — 4, avec HQPH.s Lp . Soit H wun espace de Hilbert quelconque, et B
un

sous—-espace de dimension finie de H . Alors, il existe une isownétrie u de B

2 p c s s
sur 3 , sous-espace de 4  formé des vecteurs dont les coordonnées d'indice

2

> dim(B) sont nulles, et une projection T de norme 1 de £~ sur B .

(8) < 1P((0 , 1)) . Alors, on voit aisément que a(B , Cg) € K,

d

ef que si p

y 5

me au plus Kp L . Donc Cp est (Kp Lp)—complémenté dans LP . I1 résulte alors

du lemme 5 et de la proposition 33 que H est Kp—isomorphe a4 un sous-espace

Posons 'CB = ¢
o T o w;l , P o Qp est une projection de IP sur ¢ de nor-

Lol o]

(Kg Lp)—complémenté dans Lp(p) pour une certaine mesure .

2 v < P
A —E 4 (eﬁg- (o, 1)

~ Y IR
v p D
B - B - CB
Cette étude Mocale" des espaces de Banach intervient aussi pour "faire passer"
des propriétés de nature "locale" d'un espace & son bidual, gréce au "principe de

réflexivité locale" de Lindenstrauss et Rosenthal [133], amélioré par SIMONS [129]
et surtout par JOHNSON, ROSENTHAL et ZIPPIN [62].
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PROPOSITION 34,

1°© Soit E un espace de Banach, et F un sous—espace de dimension finie de E" .,

Alors, Ve>0, H#T : F —3E, linéaire et injective, telle que Tx = x ,
TxeFnB,et ™ g1+ e,

2° 5i, de plus, on se donne I' fini dans E' , et une projection P : E" -3 F ,

on peut imposer que £4(Tx) = 4(x) , V4eT et Vxe P, et qu'il existe une

projection P : E —3 TG vérifiant ||F|| < ||Pi(1 + &) .

Ce principe de réflexivité locale, outre son utilité, par exemple, dans 1'étude
des espaces gP , permet de démontrer des relations entre bidual et ultrapuissance,
telles la suivahte, due & STERN [132] (voir aussi [93]).

PROPOSITION 35. - Pour tout espace de Banach E , E" est isométrique & un sous-

espace l-complémenté d'une ultrapuissance Er/u =U( , E) de E .

Ainsi, toute propriété d'un Banach stable par ultrapuissance, isométrie et pro-

jection de norme 1 est vérifiée par son bidual.,

VI. Facteurs directs dans les espaces d'opérateurs.

Les travaux dans cette direction sont plus récents. Ils remontent & 1960 avec
THORP [139], 1965 avec ARTERBURN et WHITLEY [9], 1969 avec TONG et WILKEN [ 1407, et
plus récemment avec FAKHOURY [43]. L'objet d'étude est en général le suivant. L'es—
pace X(E , M) des opérateurs compacts de E dans F est-il facteur direct dans
l'espace £(E , F) des opérateurs bornés ? Et la réponse est en général négative,

sauf s'ils sont égaux.

V3 ~
THEOREME 22, - On suppose que E ou F possede un facteur direct ayant une base

inconditionnelle. Alors, ou bien X(E , F) n'est pas facteur direct dans £(E , F),
ou bien X(E , F) =eE, F) .

Le cas ou c'est P qui vérifie 1'hypothése est dfi & TONG et WILKEN, 1l'autre cas
a PAKHOURY.

PROBLEME 24, - Pour tout couple E , F, a-t-on 1l'alternative X(E , F) = £(8, F),
ou bien ¥(E , F) n'est pas facteur direct dans &(E , F) ?

Une approche plus fine du probléme consiste & particulariser les espaces E et
F , pour décider laquelle des deux éventualités est vraie. Par exemple, TONG et
WILKEN montrent que si E = C(K) , K compact infini non dispersé, et F = c
PLE 2<p<«, glors X(E, F) n'est pas complémenté dans E£(E , F) .

0 ou

PROBLENE 25. - Que peut-on dire si K n'est pas dispersé, et F = 4P , 1<p<2 ?

Pour p= 1, on sait que tout opérateur de C(K) dans zl est compact (cf. la

proposition 28)., Si K est dispersé, et F =c¢ PELCZYNSKI a montré que X(E, F)

O ?
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n'est pas facteur direct dans £(E , F) (cf. [1407).

3i K ' est dispersé, et F = zp y 1 &p <o, TONG et WILKEN montrent que tout

opérateur de C(K) dans 4P est compact.

Signalons & ce propos le résultat de PITT [117], qui date de 1936. Tout opérateur
de o dans zp (1 gp<®) , ainsi que de £r dans zp si 1gp<r<e, est

comnpact.

Une autre direction pour 1'étude des facteurs directs dans les espaces d'opéra-
teurs est constituée par la recherche des sous-espaces complémentés de ﬁ(zz) .
D'aprés le théoreme 22, K(zz) n'est pas facteur direct dans ﬁ(ﬁz) « En fait, le
couple K(zz) , E(zz) est analogue, par certains cotés, au couple c, , 4% . Clest
ainsi que, généralisant un résultat de FAKHOURY sur les opérateurs définis sur 4

et dont le noyau contient ¢ (ef. [42]), DECORET montre que, pour tout opérateur

0
T ﬁ(zz) —_—> E(LZ) , dont le noyau contient K(ZZ) , il existe une partie A in-
finie de N telle que, tout opérateur S dans 22 , envoyant £2(A) dans zZ(A)

appartienne au noyau de T . Il en déduit le résultat suivant [33].

PROPOSITION 36. - Tout facteur direct de £(42) , qui contient %(£%) , contient

un sous-espace isomorphe 3 8(42) et facteur direct dans 2(22) .

Faute de pouvoir appliquer la méthode de décomposition de PELCZYNSKI a ﬁ(zz) y

ce résultat laisse ouvert le probléme suivant.

PROBLEME 26. - Tout facteur direct de ﬁ(zz) contenant x(zz) est-il isomorphe
s 2
a 2% 2
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