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Séminaire CHOQUET 6-01
(Initiation & 1l'analyse)
17e année, 1977/78, n° 9, 12 p. 19 janvier 1978

y rd PN /7
REPRESENTATIONS INTEGRALES DANMS LES CONES CONVEXES CONUCLEAIRES
ET APPLICATIONS

par Erik G. F. THOMAS

Résumé. - On met en évidence une nouvelle classe de cbnes convexes, les cfnes
comicléaires, pour laguelle on a, moyennant des hypothéses de séparebilité, des
théoremes dl'existence et d'unicité de représentation intézrale. Les cBnes bien
coiffés sont un cas particulier des c8nes comucléaires. On donne des applications
aux cBnes de noyauxde type positif sur un espace nucléeire.

1. Mesures coniques localisablese

Ia

Soit F un espace localement comvexe sur R, F' 1'espace dual, et soit 3
1'enscmble des fonctions suprémum d'un nombre fini de formes linéaires continues

Soit h(F) 1'espace vectoriel réticulé S-S . Notons

n* (F) = (o e h(F) 5 o(x) >0, v xeF}.

Reppelons qu'une mesure conique sur I est une forme linéaire |, s h(F) —s R
telle que (w) > O, pour tout i € nt(r) .

Soit ' < F un cBne faiblement fermé. Alors on dit que , est portée par I si
wlp) > 0, pour tout ¢ telle que ¢ >0 sur T

Reppelons enfin que la résultante r(y) d'une mesure conique  est 1'élément
a du complété faible de F tel que 4(a) = ,(4) , pour tout g e F' (voir [1] ou
(2D).

Définition 1. — Nous dirons que |, est localisable s'il existe une mesure de
Radon m >0 sur F \ {0} telle que ,J |2] dm < + « , pour tout 4 e F' , et que
(2) wlo) =J @ dm,
quel que soit ¢ € h(F) .

Nous disons alors que m est une localisationde | et, si m est conceﬁtrée
sur une partie A de F \ {0} , que [, est localisable sur A .

Toute mesure conique locelisable sur un compact K de F (voir [1], p. 335) est

localisable au sens ci-dessus, notamment sur K \ {0} .

Remarque. = G. CHOQUET a également considéré ce type de localisation générale
(Cours de Maryland, 1971).

I1 est bien conmu qu'une mesure conique localisable # O posséde une infinité de

localisations.

Dans les propositions suivantes, on suppose que | est une nesure conique
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localisable.

PROPOSITION 1. - Soit [ un cBne faiblement fermé et soit m wune localisation

de , « Alors , est portée par © si, et seulement si, m est concentrée sur

r (voir [14], 6.5).

PROPOSITION 2. = Soit T un c8ne quelconque (de sommet O ) et soient m, et m,

deux localisations de |, + Alors m, est concentrée sur T 8i, et seulement si,

m, est concentrée sur r ([14], 6.1) ( m est concentrée sur un ensemble A si

A est memesurzble et m(F \ 4) =0 ).

Nous dirons alors que  est concentrée sur T .

Notons ' () 1'ensemble des mesures coniques localisables concentrées sur T ,
tel que r(y) € F .

PROPOSITION 3¢ = Soit | concentrée sur ' et soit f: T —3R une fonction
positivement homogéne de degré quelconque. Soient m, et m,
p o Alors f est mlqmesurable si, et seulement si, f est m_ -nesurable

2
(cf. [14], 4.1). Nous dirons alors que f est ,-mesursble.

deux localisations de

PROPOSITION 4+ = Soit concentrée sur T° et soit p: T ——%‘E} une fonction

positivement homogéne de degré 1 , -mesursble, et telle que p(x) > 0, pour

tout xer \ {0} . Posons
(3) $=f{xer; px =1} .

Alors |, posséde une localisation et une seule sur § .

En particulier, s'il existe 4 e F', avec 4(x) >0, pour tout xer \ {0} ,

i posséde une localisation et une seule sur 1l'ensemble

(4) A:{XEI"; L(X):l},
base de r (voir [14]).

Remarque. = Alors qu'il n'existe pas toujours de base, on démontre qu'il existe
toujours une fonction p du type considéré ci-dessus. Si F est métrisable ou si

F' contient une partie dénombrable séparant les points de T , on peut facilement

construirc une fonction boréliemne p avec les propriétés indiquées.

En pratique, c'est 1l'ensemble § qui se présente plut8t que la fonction p . Le
corollaire suivant est alors utile.

COROLLAIRE 1. - Soit 4 concentrée sur ' et soit Scr \ {0} une partie

¥~analytique rencontrant chaque reyon de  en un point et un seul. Alors , pos-

séde une localisation et une seule sur $ .

En effet, la fonction p : T - E} s positivement homogéne de degré 1 , égale a

1 sur §, est alors universellement mesurable, et § ost donné par (3).



2. Représentations intégrales.

T T P V)

Soit maintenant T un cBne convexe fermé saillant dens F .

Soit ext(r) 1la réunion des génératrices extrémeles de T « Comme ext(r) est
un cBne, les définitions précédentes peuvent lui 8tre appliquées. Notons T (ext 1)
1l'ensemble des mesures coniques localisables concentrées sur ext(r) telles que
r(y) e F (d%od r(y) er)e

Définition 2+ -~ Nous dirons qu'un point a € ' posséde une représentation inté-
grale (unique) au moyen de génératrices extrémales s'il existe |, e M (ext 1) (uni-
que) telle que a = r(y) .

Cette définition est bien en accord avec la terminologie classique s En effet, si
I posséde une base L (non nécessairement bornée) les points extrémaux de A sont
les points de A appartenant sux génératrices extrémales de T o flors, d'apres la
proposition 4, la définition signifie qu'il exiéte une mesure de Radon m (unique)
sur 1"ensemble des points extrémaux de A , telle que 4] dm < + « et que
2(a) =) (%) dn(x) , pour tout 4 e F' .

Dans le cas ou F ne posséede pas de base, bornons-nous & indiquer la proposition

suivante qu'on déduit facilement du corollaire 1.

PROPOSITION 5. = Supposons qu'il existe un espace topologique ¥~analytique T

et une spplicstion continue t ——3 e, de T dans ext(r) \ {0} telle que toute

génératrice extrémale contient eg s pourun t €T et un seul. Alors a €[ pos-

séde une représentation intégrale (unique) selon la définition 2 si, et seulement si,

|
il existe une mesure de Radon = sur T (unique) tellc que ],e(et)l dn(t) < + «
et 4(a) = z(et) dm(t) , pour tout 4 € F' (voir [14], 3.4).

Le probleme est maintenant de savoir, dans quels cbnes convexes, tout élément pos-

séde une représentation intésrele (unique) au moyen de génératrices extrémales.

De fagon précise, pour quels cbnes T 1l'gpplication r Zﬂ’f‘(ext, ) —= 1 est

elle surjective (respectivement bijective) ?

Afin de simplifier les énoncés, disons que T possede la propriété de représen~

tation intégrale (Re I.) si

(a) Pour tout cBne comvexe fermé r, €T, l'application r : T (ext rl) — T

est surjective ;

(b) Cette application est bijective si, et sculement si, r, est réticulé pour

son ordre propre.

Alors le théoréme classique de CHOQUET dit que tout cBne & base compacte métrisa~
ble posséde la propriété Re I. ; le théoréme de EDGAR [5] affirme le rdsultat ana-
logue pour tout cbne & base fermée bornée séparsble dans un Banach ayant la proprié-
té de Radon-Nikodyn (voir aussi [4] pour un théordme d'existence (§ 5), et pour un

exemple intéressant d'inexistence (§ 6)).
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D'autre part, les résultats de CEOQUET sur les cBnes faiblement complets montrent
que tout cbne comvexe ferwé saillent dans R~ » eb, plus généraiement, tout cbne
convexe sagillant faiblement complet et falb—i-ement métris=ble posséde la propriété
Re I. (per rapport & la topologie faible). Remerquer cuc l'exemple le plus simple
d'un tel cbne, ;PC‘:, ne possede pas de base.

Ces cbnes sont tous réunion de chapeaux métrisebles ([2], Vols II, corollaire
30.19) « I1 est clair que, pour un cBne, réunion de chapeaux métrisables, non néces=-
sairement faiblement complet, 1'epplication r ¢ M (ext ) =3 T est surjective
(les éléments extrémaux d'uh chapeau étant contenus dans ext(r) )e En fait, le
. théoréme d'unicité est encore valable dans ce cas (voir le corollaire 4 du théord-
me 1 ci-dessous), donc tout cBne convexe fermé, réunion de chapeaux métrisables,
posséde la propriété R. I. Nous mettons en évidence une classe, un peu plus grande
que celle-ci, de cbnes qui possédent encore la propriété R. I. (théoréme 1), ce qui
va permettre un résultat trés simple dans ie cas des espaces conuclealres (théoréme
2)e

3+ Espaces et cBnes conucléaires.
PPN A s S

Rappelons la définition des espaces conucléaires. Soit F un ee le c. séparé,.

u'on suppose quasi-complet pour simplifier les énoncés.
PP D. b D.

Soit ¢ un ensemble de parties comvexes, symétriques, fermées et bornées. On sup-

pose que & contient avec A aussi )4, pour ) >0 .

kL chaque ensemble L € ¢ est associé 1l%espace de Banach Fj-. = U)\ >0 M., de boule
unité L « Pour L © B, on a l'injection continue Fpe= Ty A aittre part, l'ine

clusion FA e FB est continue.

Définition 3 ([10], pe 227)« = L'espace F est ~conucléaire si, pour tout
L€, il existe Be g, avec A c B , tel que 1l'inclusion FA < FB soit une
application nucléaire.

On dit que F est conucléaire si F est ¢mconucléaire, ¢; détant 1l'ensemble de

toutes les parties convexes, symétriques, fermées et bornées.

Remarque. - Dans un espace quasi-complet :=conucléaire, les ensembles 4 € &
sont compacts et métrisables. En effet, avec les notations de la définition 3, 1'apm
plication nucléaire FAL—) FB est compacte, donc A est relativement compact dans
FB s mais étant fermé dans F, A est compact dans FB » et a fortiori compact
et métrisable dans F . Donc, dans un espace quasi-complet conucléaire, toutes les

parties fermées bornées sont compactes métrisables.

Les exmmples les plus importants d'espaces quasi-complets conucléaires sont les
espaces JLL') , duaux forts d'espaces mucldaires tonnelds (ce go ©'(R") ). En parti-

lier, tout espace de Frechet nucléaire est un espace comucléaire (e.~g. e (Rn)‘ ) e

On peut modifier la définition des espaces conucléaires de la fagon suivante : Au
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lieu d'exiger que les inclusions FA“" FB soient nucléaires, on stipule que celles-
ci soient l-sommantes. Toute application mucléaire étant l-sommante et le produit
de deux aspplications 1l-sommantes étant nucléaire ([9], § 3.3.5), cela donne une

définition équivalente.
L'ensemble B étant convexe fermé borné et symétrique, posons
(5) Po(x) = inf{) 3 0 ; x € )B} .

On voit facilement que 1l'inclusion FA c FB est L-sommante si, et seulement si,
. . . s , ) e
il existe M > O tel que, pour toute famille finie (xi)iEI » BEC L s X A

pour tout J I, 1'on a

2ie1 Pplx;) <M

(ce qui implique ZieI PMB(xi) <1 3 voir [9], § 2+2.1)e

Nous allons définir les cBnes conucléaires en analogie avec ceci.

Soit F un e. l. c. séparé, et soit " < F un cbne convexe. On suppose que ¢;
est un ensemble de parties A < [ , convexes, compactes, contenant 0O , tel que

5
hey

Définition 4. - Nous dirons que T est @G-comucléaire si © possede une des

A e g implique MA € =, pour tout ) >0, et tel que A=T.

propricétés équivalentes suivantes 3

(i) Pour tout 4 € g s 11 existe B € g tel que, pour toute famille finie

(xi) d'éléments de T , gvec %.GI x; €A, ona ZiGI PB(xi) <l

iel
(ii) Pour tout A €@, il existe B e tel que A nco(r \B) =f ( co(E) dé-
signant l'enveloppe convexe de l'ensemble E ).

La vérification de 1'équivalence est immédiate : Plus précisément, pour A donné,

les propriétés (i) et (ii) sont équivalentes pour B .

Si ©& est l'ensemble de toutes les parties convexes, compactes, contenant 0 , de
'y on dit que T est cc—conucléaire.

4. Résultats principaux.

THEOREME le = Soit F wun espace quasi-complet et soit © un cBne convexe fermé

G-conucléaire, les ensembles de @ étant métrisables. Alors

() Tout point a e est la résultahte d'une mesure conique w € m(ext 1) .

(B) Tout a e est la résultante d'une W e 1t (ext T) unique si, et seulement

si, r est réticulé.

COROLLAIRE 2+ = I' = co ext([) .

COROLLAIRE 3+ = [ posséde la propriété R. I.

En effet, si T, < est un sous-cfne convexe ferm, r, est el-?comcléaire,
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& étant 1'ensemble des parties de la forme 1, n4 , ou Ae g . le théoréme s'ap~-

plique donc aussi bien a ry -

COROLLAIRE 4. = Si T est un cBne comvexe fermé, réunion de chapesux métrisables,

I posséde la propriété Re I.

En effet, I est alors ¥-eonucléaire, ¥ étant un ensemble de chapeaux métri-
sables de réunion T .

Remargges.

1° Le cas d'unicité peut 8tre précisé : Sous les hypothéses du théoreme 1, on a
(B') Le point ae I est la résultante d'une € T (ext 1) unique si, et seule-

ment si, la face engendrée par a est réticulée.

2° L'hypothése que l'espace soit quasi-complet n'est pas essentiele I1 suffit que

1'enveloppe convexe ferméed'un compact de T soit compacte.

3° 8i, dans le théoréme 1, on ne suppose plus que les ensembles de g sont métri-

sables, on ne sait pas si [ posséde au moins une génératrice extrémale.

THEORﬁME 2. = Soit F un egpace quasi-complet conucléaire. Soit T wun cBne

convexe fermé tel que, pour tout a€ ', l'ensemble I'n (a - T) soit compact.

Alors les conclusions (&) et (B) du théoréme 1 sont valables pour I , autrement dit

I’ posséde la propriété R. I.

Remarque. -~ Les ensembles fermés et bornés de F étant compacts, il suffit que les

ensembles ' n (a - T) soient bornés. I1 en résulte le corollaire suivante.

COROLLAIRE 5. = Tout cBne convexe saillant faiblement complet d'un espace conu-

cléaire possede la propriété R. I.

En effet, on sait alors que les ensembles [' n (a - ) sont faiblement compacts,
donc bornés ([2], Vol. II, proposition 30.10).

Indications des démonstrations (pour plus de détails, voir [12] et [13] ou [14])e
=~ Le théoreme 2 est une conséquence du théoréme 1, gréice & la proposition suivante

et au fait que les compacts d'un espace conucléaire sont métrissbles.

PROPOSITION 6. - Soit F un espace quasi-complet conucléaire et soit I un cBne

convexe fermé tel que ' n (a -T) soit compact, pour tout a€ I « Alors T est
cc=conucléaire.

LEME 1. - Soit K < compact. Alors 1l'ensemble K* =T n (K =) est compact
(voir [13]). '

Ceci admis, soit A © I comvexe compact contenant l'origine. Soit As = A“ql* 3
clest un convexe compact symétrique et on peut lui associer un convexe compact BS
selon notre 2e définition de conucléarité de F . Soit B = B,nr . Alors, si



xl‘er et L 1x,€h,ona ZieineA*CAs, pour tout J < I, d'olh
:LeI B(x ) <.1 (noter que P ir =% |r ) et la preuve de la proposition 6 en

$ B
résulte.

Preuve du théoréme 1.

Existence. - Observons d'abord que si B est associé avec A , comme dans la dé-
finition 4, on a *cBcB* (notation du lemme ci-dessus), donc £ est compact
métrisable et T est 6*-conucléaire, ol 5* est 1l'ensemble des parties de la
forme A" y O A €g . On peut donc, gans restreindre la généralité, supposer que
A:A*,pourtout heg.

Soit aer, a€eheg et soit B associd avec A comme dans la définition 4,
B étant compact métrisable, il existe une suite £, € F' +telle que la série
flx) = 22 o1 |g, (x)| converge uniformément sur B , et que f soit strictement
sous-addltlf sur B (x= X, + x2 € B, X; non proportionnels implique
f(x) < f(xl) + f(xz) )+ Alors on démontre que, si m est une mesure de Radon sur B
naximisant 1'intégrale f dm parmi les mesures m sur B , avec dm g1 et

x dm(x) = a, m est concentrée sur ext() , et la mesure conique localisée

en m convient.

Unicitée - Soit a €T o+ Si la face engendrée par a est réticuléde, posons, pour
) € h(F) ’

(6) u(p) = lm&l—-a,x o 2 olx)
la llmlte étant prise suivant 1'ensemble filtrant croissant des partitions finies de

a au moyen d'éléments de I , ordonné par la relation "plus fin que" (leume de dé=
composition de Riesz).

S1 ae A et B est associé avec A selon la définition 4, on montre que la
mesure conique by est localisable sur B . L'unicité résulte alors des deux }emmes
suivants.

LEME 2. =81 , € ()  avee r(W) =a,ona ,< by (ie e wlo) < lJ'a(‘P)
Ve S ) .

LEME 3. - 8i , € n* (ext 1) s p est maximale dans T (r) selon l'ordre de
CHOQUET. I1 en résulte donc que, si r(y) = a, et e mt(ext T) ,

TRV

Inversement, si l'application r : M (ext ) —3 T est une bijection, T est
réticulé ; cela résulte du fait que, sous 1l'hypothése du théordme 1, le cBne
1+ (ext T) est lui-m8me réticulé.

Remarque. -~ Pour la preuve de l'unicité, on ne se sert que de la propriété de
décomposition de Riesz, qui est donc, pour les cBnes considérés dans le théordme 1,
équivalente au fait que I est réticulé.
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5. CBnes conucléaires et cBnes bien coiffés.

On peut se demander s'il existe des cbnes conucléaires qui ne sont pas bien coif-
fés. On doit & GOULLET de RUGY un exemple d'un c8ne conucléaire qui n'est pas bien

coiffé.

Exemples = F=M0, 1) =C(0, 1)*, mni de la topologie  faible. Soit 5
la masse unité en O (ou n'importe quel autre point déterminé), soit

K={p=8;5 |ul<}
et soit T = U)\>O AK . Alors GOULLET de RUGY ([6], proposition 2.3) a montré que
I est @-conucléaire, @ étant 1'ensemble des homothétiques de K (si A =)K,
" on peut prendre B = 2)K , K est conique dans la terminologie de [6])_, meis que

I n'est pas bien coiffé.

D!autre part, le cbne [ est fermé dans F . On le voit en observant que tout
élément de T peut &tre écrit sous la forme )\(p, ~5) ou HMH <1l etod , ne
couporte pas de masse en 0 , de sorte que ||, = 6} = ||ju]j +1 =1, et en utilisant
le théoreme de Banach-Dieudonné, il suffit de vérifier que les intersections de r

-avec les ensembles fermés bornés sont fermés, ce qui est immédiat.

Dans un certain sens, ce cbne est "tout juste fermé". Si 1'on remplace F par
¢ o, ) s 1l'adhérence de [ contient évidemment &' ; a fortiori si 1'on remplace
F par €°(0, 1)' . Il nous manque encore un exemple d'un cfne du type considéré

dans le théoréme 2 qui ne soit pas bien coiffé.

~Par contre, on a la proposition suivante.

PROPOSITION 7« = Soit T wun cdne réticulé e~conucléaire, & éEtant un ensemble

de parties compactes métrisebles. Alors, I est bien coiffé.

. On montre en effet que, sous l'hypothése du théoréme 1, le cBne T (ext ) est
bien coiffé. Dans le cas d'unicité, T est image continue injective de ce cbne,

donc aussi bien coiffé.

Ici la démonstration est donc a posteriori (c'est-d~dire au moyen du théoréme 1).
Une démonstration géométrique directe permettrait sans doute de se passer de l'hypo-
thése de métrisabilité.

Remarque. = On démontre de mBme que tout cBne convexe fermé [ ayant une base
bornée, et tel que tout point de © admet une représentation intégrale unique est
déja bien coiffé. Cela se démontre, sans la théorie des mesures coniques, en appli-

quant, & 1l'ensemble des points extrémaux de la base, la remarque suivante.

Remarque. —= Si E est un espace topologique complétement régulier, le cbne
JI(‘;(E) des mesures de Radon bornées, muni de la topologie de la convergence étroite,
est bien coiffé.

Preuves = Soit £ 3 E = (0, + ») une fonction telle que, pour tout o >0,
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{x 3 o< f(x)} est compact. Alors Cp=[me JFLE(E) H J f dm ¢ 1} est un chapeau
(théoréme de Prohorov). Tout m appartient & un tel chapeau ¢ Si (Kn)n>1 est une .
suite de compacts deux & deux disjoints telle que m(E \ Url>1 Kn) =0, goit

(o)

n’ nsi une suite tendant vers + « telle que Zn o, m(an <l. Alors la fonction

f , égale a a sur K et +» sur E\ Un>/1 K possede la propriété ci-dessus

et meCf.

6. Appli cations.
L T e e T T

Nous allons nous borner & indiquer un type important de c8nes auxquels ces
résultats s'eppliquent.

Soit ® wun espace nucléaire tonnelé sur C o Soit F 1'espace des formes hermi-
tiennes Kt ® x ® =—3 G séparément continues, muni de la topologie de la conver=
gence simples Soit [ 1'ensemble des formes poditives K(p , ¢) >0, v o €O .

Alors 1 est un cBne convexe fermé saillant.

7 “
THEOREME 3. = T est réunion de chapeaux métrisables.

I1 en résulte que le théoréme 1 s'applique & I et aux sous—cBnes comvexes fermés

de T e

Indiquons seulement les chapéaux dont i1 s'agit : On sait que tout K e r est le
noyau reproduisant d'un sous-espace hilbertien JﬂK = @' , et qulinversement tout
sous-espace hilbertien H<—3 @' est associé ainsi & un noyau K € T wunique [11].

De plus, 0 < K, <K, , ausensde T si, et seulement si, M’.Kl c JfKZ s avec injec—

tion de norme < 1 . Soit K e, et soit GK 1l'ensemble des noyaux XK' € r tels
que K' c K et que, de plus, 1l*inclusion #,, < RK soit un opérateur de Hilbert-
Schmidt de norme (Hilbert-Schmidt) au plus égale & 1 « Alors, on démontre que GK
est un chapeau métrisable et que r = q{eI‘ Cg o

Soit meintenant G un groupe d'automorphismes de ® (i. es d*homéomorphismes 1i-
néaires), et soit Tq 1l'ensemble des K € I imvariants sous G , cl'est-a-dire tel

que
K(up 5 uy) =Kl 4) , v uEG,

Alors Tg est un sous-cbne convexe fermé de [ . Pour K € Tg » 1'espace JCK est
imveriant par les opérateurs de G (ou plut®t par leurs transposds u! ). Plus exac-
tement, la restriction & ¥ des opérateurs u' , u e G, sont des opérateurs uni-
taires dans :KK « On obtient donc ainsi une anti-représentation uniteire de G dans
K. « Notons G/JCK 1'ensemble de ces opérateurs unitaires. On a K € exb(rG) si, et
seulement si, 1l'espace J\’K est irréductible, i. e. ne contient pas de sous-espace
fermé invariant (voir[15]). Ainsi les décompositions intégrales dans Iy correspon-
dent aux décompositions de certaines représentations unitaires de G en représen~
tations irréductibles. On démontre alors le théoréme suivant dont la partie (&) et
1'équivalence de (B) 1° et (B) 2° résultent directement des théorémes 1 et 3.
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THEOREME 4.

(4) Tout noyau Ke Iy posséde une représentation intégrale au moyen de noyaux

extrénaux. /

(B) Les conditions suivantes sont équivalentes :

1° Les représentations intégrales sont uniques.

2° 1 est réticulé pour son ordre propre (qui n'est autre que 1l'ordre induit
Ear T )o
3° Pour tout Ke I, , le commutant (G/}CK)' est_abélien.

4° Les représentations de G assocides aux K appartenant aux génératrices ex-

trémales différentes sont deux & deux inéquivalentes.

COROLLAIRE 6. - Si Gl c G2 et Ig est réticulé, T st _également réticulé.
1 2

Cela résulte immédistement de la condition 3° du théoréme 4.
Exemplese

1° ® = 0(R") 1'espace de Schwartz. G = R" opére par translation sur D . Alors
Ta stidentifie au cBne de distribution de type positif par la formule

K(p '\gr) =T(cp*?‘§:) ’ '\F(X) =m .

Les génératrices extrémales sont engendrées par les caractéres, et le théoréme 1
avec la proposition 5 montre qu'il existe une mesure de Radon m sur R® telle
que T(p * ) =,J I(‘[‘J’Iz dm , pour tout ¢ €0 .

De 13, il résulte facilement que la mesure m est tempérée ([3], p. 208) de sorte
qu'on retrouve le théoréme de Bochner-Schwartz. En particulier, on voit que I est
I'éticu:l.é-

20 0=0RY.0n suppose que G est un groupe de difféomorphismes C” , conte-
nant les translations, opérant sur D (e. g. le groupe de Poincaré dans le ces
n=4¢ )c

Alors, d'aprés le théoréme 4 et son corollaire 6, tout point de T possede une

représentation intégrale unique au moyen de génératrices extrémales.

3° Soit V un groupe de Lie unimodulaire, soit ® =®(V) et soit G=V x V

opérant sur ® par translation & gauche et & droite.

Le cbne Tg des noyaux bi-invariants (traces) est un c8ne réticulé. En effet, la
condition 3° du théoréme 4 est vérifide gréice & un théoréme de GODEMENT-SEGAL
([6]y, ps 71) ¢ Si #® < 0'(V) est invariant par translation & gauche et & droite
et si £ (respectivement & ) est 1'algtbre de Von Neumann engendrée dans % (%)
par les translations & gauche (resbectivement 4 droite), ona £' =R et R =& ,
(et désignant le commutant de £ ). I1 s'ensuit que (G/®)' = ' N R = £' A £

est abélien, donc la condition 3° du théoréme 4 est vérifiée.
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I1 en résulte que toute trace posséde une représentation intégrale unique au
moyen de traces extrémales. Dans le cas particulier de groupes de Lie de type I,

- chaque génératrice extrémale contient un élément priviligié de la forme

Kﬂ((p » W) = tr TT((P ‘k?lx;) »

oh 1 est une classe de représentation irréductible de G , et tr désigne la

trace dans E(MK ) « On montre alors que l'ensemble de ces noyaux est un ensemble

i
X-analytique de sorte qu'on peut appliquer la proposition 4 et le corollaire 1 ci-

by

dessuse Ainsi est associée, & chaque K e I'g » une mesure de Radon m' sur l'ensem—

ble des noysux K_ . I1 résulte du théoréme 4, condition 4°, que, pour KTT # Kn ’
1 2

uf # My 5 ON montre que 1'application KTT —3 7 est Borel-mesurable, par rapport a
" la structure borélienne de MACKEY sur & « Si 1'on transporte la mesure m' sur

A
G , on obtient, pour chaque K e Tg » une représentation intégrale unique

i
K= Jaz K dm(rm) ,

32 étant 1'ensemble des 1 € G tels que rr(cp) soit un opérateur de Hilbert-Schmidt
pour tout ¢ e 0(G) .

Lorsqu'on prend K = § , on retrouve la mesure de Plancherel sur @2 o
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