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ESPACES o-COMPLETINENT REGULIERS

par Peter KOLiUS

1. Introduction.

L'objet de ce travail est de donner une caractérisation des sous-espaces des espa-

ces Ko séparés. Un aspect de leur importance tient au fait qu'un ensemble X-
analytique, partie d'un espace KO séparé X , est ¥-souslinien, donc capacitable

pour toute capacité de Choquet, défini sur l'espace X (CHOQUET [1]).

La question de savoir quels espaces séparés de Lindeldf sont plongeables dans un
espace ¥ sépard était résolu par MacGIBBON [2]. Puisque un ensemble ¥-
analytique est de Lindel®df, il existe déja un critére de plongement pour les espa-
ces X-analytiques. Cependant, la propriété d'&tre de Lindeldf ne joue aucun réle

par rapport au plongement d'un espace séparé dans un espace 36 séparé.

séparé que 1l'on donne ici est

La caractérisation de sous-espaces d'un espace KO
trés pres de la caractérisation de sous—espaces d'un espace compact, c'est-d-dire
les espaces complétement réguliers, Parmi les caractérisations de ces derniers espa-

ces, nous signalons la suivante.

Pour qu'un espace topologique E soit complétement régulier, il faut et il suf-
fit que la topologie sur E soit engendrée par une sous-famille de C(E , R) qui

sépare les points et les fermés de E .

Cependant, il existe des espaces Mb séparés qui admettent seulement les constan-

tes comue fonctions continues (voir exemple 2, paragraphe 3), donc il n'y a aucune
possibilité d'obtenir une caractérisation par rapport aux fonctions continues pour
la topologie donnée. En dépit de cette difficulté, on est toujours corduit & cher-
cher un critére en termes de fonctions dans

genent,

R pour simplifier le probléeme de plon-

2. Préliminaires.

Désormais, par la notation C(E) , il est entendu qu'il s'agira de fonctions con-

tinues bornées de E dans R ,'oﬁ E est un espace topologique.

On aura besoin de diverses notions de séparation.

Deux parties A , B d'un espace topologique E sont :

(a) séparées dans B , s'il existe deux ouverts disjoints U , V dans E tels
que AU et B<V,

(b) complitement géparées,s'il existe une fonction f € C(E) telle que 0 < f < 1,
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f=0 sur A, f£f=1 sur B,

(c) ©-séparées,s'il existe une fonction f € & telle que 0Lfg1, £=0
sur A, f=1 sur B, ob U est une famille de fonctions numériques bornées
sur E .

Si la famille & est un sous-espace vectoriel coréticulé de RE contenant les

constants, alors deux parties A
tion f € & telle que

, B de E sont G-séparées s'il existe une fonc-

supXeA f(x) =a<B = infxeB f(x) ,

car les parties A , B sont G-séparées par la fonction
-1
g=(p-a7 [((ave)ap) -al.

Soit E un espace topologique, réunion d'une suite croissante dénombrable (En)

de sous—espaces. La topologie inductive sur E par rapport aux sous-espaces En
la no-~-

est toujours plus fine que la topologie donnée sur E . Pour les distinguer,
tation G[(En)] représentera la famille de fonctions numériques bornées sur E

?
continues par rapport 4 la topologie inductive sur E . Donc, pour que la fonction

f appartiemme 2 C[(En)] , il faut et il suffit que f soit bornée, et que f

E
appartienne a G(En) pour tout =n . n
Une partie A de E = Un 7 En sera dite bornée s'il existe un entier naturel

n tel que ASE . Donc, si © est une sous-fammille de C{(En)] , deux parties

A, B de E sont bornées, G-séparées s'il existe ne N et f € & tels que

i

Lfgly, £=0 sur A, £=1 sur B.

3. Espaces, o-Compléetement Réguliers.

On verra, d'aprés le théordme de plongement (paragraphe 4), que les deux défini-
tions suivantes sont équivalentes.

Définition 1. - Un espace topologique E est dit o-complétement régulier s'il

existe une suite croissante (En) de sous-espaces de L , et un sous-espace vecto-
riel coréticulé & de G{(En)] contenant 1 tels que

(a) E = U, B »

(b) & sépare les points et les fermés de E ,

(¢) tout couple de parties bornées, O-séparées de E , est séparé dans E .

On remarque qu'il s'agit toujours de la topologie donnée sur E , et donc que les

fonctions dans & ne sont pas continues en général.

Définition 2. — Un espace topologique E est dit o-complétement régulier s'il

existe une suite croissante (Er) de sous-espaces de E , et une famille
G < G[(En)] tels que
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(a) E=U_E

n n’?
(b) © sépare les points et les fermés de E_ pour tout =n ,

(c) tout couple de parties ©-séparés de En est séparé dans E pour tout n .

Remargues.

19 L'énoncé de la définition 1 montre les liens avec les espaces complétement ré-
guliers, surtout 1'énoncé de la partie (b). Lorsqu'il s'agit d'applications, la dé-
finition 2 est plus efficace.

20 Les parties (b) et (c) des définitions entrainent que 1'espace E est séparé.

3% Les trois exemples qui suivent et la démonstration du théoréme de plongement

(paragraphe 4) montreront que la propriété (c) des définitions, et le choix d'une

sous—famille convenable © de C[(En)] sont essentiels.

Exemple 1. — Soit E = N avec la topologie de complémentaires finis (U<SE est

ouvert si (U est fini). Alors E est un espace FB , mais non séparé. L'espace

E ne vérifie pas la propriété (c) des définitions car il n'existe pas d'ouverts
non vides disjoints dans E . On remarque que C(E) ~R, et q:(En)] = C(N) , ou
B =(0, n) .

3
Exemple 2 (The relatively prime integer topology on N 5 voir STEEN and SEEBACH

¥ *
[3])e - Soit E =1 . Pour tout couple p, g€ N tel que (p, g) =1 (Clest-

¥*
3-dire p , q sont premiers entre eux), soit Vp(q) ={a+pn; nez}lnl .

3
La famille @ = {Vp(q) 5 P,q€XN , (p, q) =1} est une base d'une topolo-
gie séparée sur E , car

j'¢ q # s (mod (p , T))

V[p’r](t) g=s (mod (p , r)) et te vp(q) n Vr(s) .

~

Vp(q) nV.(s) =

(ou [p, r] est le plus petit commun multiple).

*
Ce qui est le plus intéressant dans cet exemple est le fait que adE(Vp(q)) = pll
(puisque Vp(q) n Vr(np) £¢ si (p , T)=1), d'ou

adg(V_()) n adn(V (s)) # 6 .

L
Donc, on trouve encore que c(r) ~R et C[(En)] = C(N) , Ou En = (1 , n) .
Ainsi, E est un espace s séparé pour lequel C(E) est trivial. D'autre part,
la propriété (c) de la définition 1 est vérifiée pour la famille © = C[(E_ )] car
les ensembles bornés sont les ensembles finis, donc, sous—ensembles bornés, -

séparés de E , sont séparés dans E .

Exemple 3. - Soit E = (0, 1), et soit I ©E 1'ensemble des irrationnels.

Soit § 1la famille des ensembles fermés de (0 , 1) , et soit ® 1la famille des
parties dénombrables fermées de I , Alors, si B

est muni de la topologie engen-

drée par $§ U ® , on trouve que ll'espace E est un espace de Baire car la topolo-
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gie induite sur I par celle de E est la topologie usuelle sur I , et I est

encore partout dense dans E .

Cependant, E n'est pas plongeable dans un espace ¥ séparé F = Un Kn o Stil

était vrai, alors intE(E n Kh) serait non vide ( E = Un(E N Kn) et le théoreéme

de Baire) pour un entier n . Mais E n Kn serait complétement régulier, et cepen-

dant aucun ouvert nlest régulier dans E .

Jusqu'a ce qu'on montre que les espaces o-complétement réguliers sont précisé-

ment les sous—espaces des espaces Ko séparés, il n'est pas évident que 1l'espace
E ne soit pas o-compldtement régulier. Le fait qu'il n'est pas o-complétement

régulier pour une suite de sous-espaces fermés est une conséquence de la proposi-
tion suivante.

PROPOSITION 1. - Si E = Un E, est o-compldtement régulier, alors E

est com-
pletement régulier pour tout n .

Démonstration, - Si 6 © C[(En)] sépare les points et les fermés de E , alors

E% = {fE s fe@ c G(En) gépare les points et les fermés de En .
n

PROPOSITICN 2. - Tout sous—espace d'un espace o-completement régulier est o-
completement régulier.

Démonstration. — Soit E

CF = Un F ,ou F est o-compldtement régulier pour
le sous-espace vectoriel coréticulé © < C[(Fn)] . Alors E est o-complétement

régulier pour le sous-espace vectoriel coréticulé &' = {fE ; T &)< C[(EnﬂFn)] .
LEMME. - Soit K wun compact, et soit F , A , B des partics fermées de K tel-

lesque AnB=@¢ et AnF,Bn F#¢ . Alors, toute fonction fe C(F) telle

%ue fAnF = 9 et quF = 1 se prolonge & une fonction = C(K) telle que

£, =0 et f,=1. _

A — B

0 x € A
Démonstration. - La fonction g(x) = <lf(x)

x € P est continue sur F U A U B
1 X € B

donc g se prolonge a une fonction continue fe G(K) .

’

PROPOSITION 3. - Un espace KO séparé est GC-complétement régulier.

Démonstration. - Soit X = U

n 2 Kn ou X est séparé et Kn est compact pour
tout n . Soit T T

190 o deux parties fermées disjointes de X . On peut supposer

e K . n T , X nF,7# ¢ . Soit £, e G(Kl) telle que fl(Kl A Fl) = {0},
fl(K1 n F2) = {1} . D'aprds le lemme, fl se prolonge & une feonction f,€ C(KZ)
telle que fZ(Kzlﬁ Fl) = {0} et fz(K2 n F2) = {1} . Par récurrence, on a

] g4 ] 1 3 2 X F =
f e C(-n) tellé que f_  se prolonge & f ., et telle que fn( LN l) {0},
f (¥ nF,) = {1} . Alors, la fonction f telle que f, = f_  est continue sur
n''n 2 Xy n

<

chaque compact X , et la fonction g = (O V) A1l appartient 2 C [(Kn)] , et vé-
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rifie g(F)) = {0}, &(F,) = {1} .

Soit & = C[(Kn)] « La premidre partie de la démonstration montre que © sépare
les points et les fermés de X . Soit A , B © X, deux ensembles bornés S-séparés.

Alcrs il existe un entier n tel que A , B © Kn , et i1 existe une fonction

fe& telle que f, =0, f; =1 . Donc adX(A) et adX(B) sont sous-ensembles
fermés disjoints de Kn y donc ce sont des compacts disjoints de X , d'ou A et

B sont séparés dans X puisque X est séparé.

COROLLAIRE. - La topologie inductive pour une suite croissante de compacts est

normale.

4, Le théoreme de plongement.

LEMHE 1. - Soit E complétement régulier, soit F un sous-espace de E , et

soit & < C(E) une sous—famille qui sépare les points et les fermés de E

Soit

P

n{adp(£(E)) ; fe &}

Q = nfad (£(5)

fees}.

“e

Alors, le diagramme suivant est un diagramme commutatif de plongements, ou

9: E—>P et §: F—>Q sont définies par x+r—> (f(x))fee§ et
Y —> (fF(y))ﬂE(ﬁ , respectivement.

. ad, (4y(P))

}

E —2> ad,(g(E)) .

Toute fonction f € & se prolonge & une fonction continue

o adp(9(B)) —> adg(£(8)) .

~

En effet, si m. dénote la restriction a adP(@(E)) de la projection de P sur
adR(f(E)) , alors f = me o Bn particulier, si x #y dans adP(¢(E)) , alors il
existe une fonction f € & telle que (x) # £(y) .

Rappelons qu'un ensemble ocuvert U est dit ouvert régulier si int(ad(U)) =U,

et un ensemble fermé F est dit fermé régulier si ad(int(F)) = F .

Si U est ouvert régulier, alors ad(U) est fermé régulier, et si F est fermé
H 9

régulier, alors int(F) est ouvert régulier.

Si E est un espace régulier, et si B est une base pour la topologie de E

alors

?

®' = {int(ad(B)) : B e B}

est une base d'ouverts réguliers.

LEMME 2. - Soit X partout dense dans E . Pour que U soit ouvert régulier
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dans E , il faut et il suffit que UnX soit ouvert régulier dans X . De plus,

on a

U = intE(adE(U nXx)) .

Démongtration. - D'abord, supposons cue w soit ouvert régulier dans X o Soit
V ouvert dans E tel que w=V nX . Alors

U

intE(adE(V)) = intE(adE(w))

est ouvert régulier dans E , et V U . Donc

*

w=VnX<UnX

intE(adE(ug) n X
inty(adz(w) n X)
intX(adX(uﬂ) = w,

N

I

car w est ouvert régulier dans X . Ceci montre que w=UnX et U=intE(adE(Uﬂ X)).
Maintenant, supposons que U soit ouvert régulier dans E . Alors,
w = intx(adX(U n X))

est ouvert régulier dans X , et adx(ub = adK(U n X) . Donc

adE(w) = adE(U nXxX) = adE(U) ,
dtou

U = inty(adg(U)) = intg(adg(w)) .
D'aprés ls premidére partie de la démonstration, on a

w=UnX,

LEMME 34 - Soit B = Un , En , et soit X une mrtie de E telle que X n En

soit un sous-espace régulier partout dense de En pour tout n . Supposons que

Ul ’ U2 sont des ouverts réguliers disjoints de El . Alors, pour tout couple V
V, dlouverts disjoints de X tel que Uj nE, < Vj (3 =1, 2), il existe un
couple ) de parties d¢ E tel que

l ?

(a) Uy < o G3=1,2,

b V. =X . i = 1 2

() 3 an (J 7)

(e) @5 0 E ~soit ouwvert dans B (j=1,2; n>1) .

Démonstration. — Pour tout n , et pour j=1, 2, soit

— {3 . . , .
O 5= {1ntEn(adEnKu0) ;W Vj nE ~ ouvert régulier] .

Les ensembles wj 0 sont croissants pour n ( j fixé). D'aprés le lemme 2,
?

w. nX=w _n(XnE)=V.nE_.
Jyn Jynn n J n

De plus, Uj = ws 4 (3=1, 2), car U, , U, sont ouverts réguliers dans E, .
b4

i i) = H i = 1 ) = t t t
Soit Wy = U 95 0 (3=1,2) «.0na o g N ¢ pour tout n , autremen

Gy N, NX=V, nV, nE_ # g,
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ce qui contredit la supposition que V., et V soient disjoints.

1 2
Donc, W et W, sont disjoints, et Uj < w, (3 =1, 2) . Ceci établit la par~
tie (a).

Pour la partie (b), on a

=U :l = °
Xn w; n(X n ua’n) Jn(vj n En) Vj

Enfin, pour la partie (c), on a

@ n B = Up>;n(En n wj,p) ,

qui est ouvert dans En s pulsque &5 b eat ouvert dans E
?

THEOREMNE (de<plongement). ~ Tout espace o-complétement régulier est partout den-

z

se dans un espace Sﬂo separe.

Démonstration., - Soit E = Un - Eq un espace o=-complétement régulier pour 1le

sous—espace vectoriel coréticulé & < ﬁ:(En)] - Soit H = 1'odhérence de E_ dans

n{ad(f(En)) ; f£€ &} .Daprds le lemme 1, l'espace E  est un sous-espace de H ,
et Hn est un sous-espace de Hn+1 pour tout n . Soit F = Un Hn muni de la to-
pologie inductive par rapport aux injections E @ H et an“__; H (n3 1) .
Alors, E est un sous-espace partout dense dans H , et il ne reste qu'a montrer

que H est séparé.

Donc, soit x, y€H, x#y . On peut supposer que x , y € Hl « I1 existe une
fonction f € & telle que f(x) # f(y) , ou f est un prolongement de f

?
te C[(Hn)] . I1 existe, donc, deux ouverts réguliers disjoints U

10 U2 de Hl
tels que x € Ul y YV E U2 , et tels que .
SUP ey £(t) <inf . £(%)
1 2
(on se sert de f ou -f ). Puisque f = %E (f e®) s 11 existe une fonction

g€ & telle que g(Ul nE) = {0} et g(U, nE) = {1} . D'aprés le lemme 2, les en-

sembles Ul NnNE et U2 Nn E sont des ouverts réguliers dans E1 .

Donc, les ensembles Ul NE et U, n E sont des parties bornées, G-séparées de
E, et la propriété (c) de la définition 1 entraine qu'il existe deux ouverts dis-
joints V, , V, de E qui séparent U, nE et U, nE . D'aprés le lemme 3, il

existe deux ensembles disjoints @y Wy de H tels que

(a) v;cw (G=1,2),
(v) Vy=w,nE (3=1,2),

(c) “ﬁ n Hn est ouvert dans Hn (j =1, 23 n 2,1) .

Maintenant, la définition de la topologie sur H montre que w; et w, sont

des voisinages disjoints de x et y respectivement.
Remarques.

(i) D'aprds le théortme de plongement, on voit que si E = Un E’_1 est o-
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compldtement régulier, alors 2 est encore o-complétement régulier pour la suite

(adE(En))nZl . Donc 1'espace E de 1l'exemple 3 n'est pas so-complétement régulier.

(ii) La démonstration du théoreme de plongement montre qu'il suffit de supposer

que la famille © sépare les points et les fermés bornés de E . On voit aussi

gqu'il n'est méme pas nécessaire de supposer que la famille & possede une structu-

re d'espace vectoriel réticulé, d'ol 1l'équivalence des définitions 1 et 2.

COROLILAIRE., ~ Soit © une sous-famille de c[(En)] telle quc & sépare les
points et les fermés bornés de

E , et telle gue tout couple de parties bornées,
©-séparées de E , soit séparé dans E . Alors, E est o-complétement régulier

pour un sous-espace vectoriel coréticulé &' de C[(En)] contenant & ,

Dénonstration. - Il existe un espace ¥ _  séparé X = L5 K tel que E  soit
partout dense dans Kn pour tout n . Alors B est o-compldtement régulier pour

la famille &' = {fE ;s fe G[(Kn)]} CC[(En)] , qui contient & .

5. Quelques applications.

Définition. — Un sous-espace E d'un espace topologique F est C-plongé dans
P si toute fonction f e C(E) se prolonge a une fonction T dans C(F) . (Nota-

tion : E &~—3C P ,)

PROPOSITION, - Soit E = Un En une réunion croissante de sous-espaces compléte-
ment réguliers telle que

(a) EC—>CE

el ROUT tout n ,

(b) Tout couple de parties compldtement séparées de E
tout n .

est séparé dans E pour

Alors E est o-complétement régulier.

Dénonstration. - C'est immédiat d'aprds la définition 2 avec la famille

La proposition suivante est essentiellement la caractérisation de 1acGIBBON [2]

des espaces X-analytiques qui sont plongeables dans un espace KG séparé.,

PROPOSITION. - Soit E = Un En une réunion croissante de sous-espaces fermés

complétement réguliers telle que tout couple de parties complétement séparées de

En est séparé dans E pour tout n . Si l'espace E

est de Lindelsf, alors E

est o-complétement régulier.

Démonstration. — Chaque sous-espace En

est de Lindel8f puisqu'il est fermé.

z 4 1 A C
Donc En est normal, et fermé dauns En+1 pour tout n , d'old Enc;——a En+1

pour tout n . Maintenant, la conclusion est une conséquence de la proposition pré-
cédente,
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PROPCSITION. - Si E = Un En est une rdunion croissante de sous-espaces complete-

ment réguliers telle que Enf————) CE pour tout n , alors E est complétement ré-
gulier,

Démonstration. — Dans ce cas, C(E) = "3[(En)] .
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